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Zur Formulierung von Aussagen zur Bewertung nach dem Duplikationsprinzip im Mehrperio-
denmodell und zu den zentralen Begriffen Gesetz des eindeutig bestimmten Preises, Arbitrage-
freiheit und Vollstandigkeit des Marktmodells sind zunachst Begriffe zur Beschreibung des zeit-
diskreten Marktmodells im Zeitintervall [0,T], bei T =1 des Einperiodenmodells (englisch: one
period model) und bei T>1 des Mehrperiodenmodells (englisch: multi-period model), vorzu-
stellen.

Fiir das Marktmodell werden N Finanzinstrumente (Wertpapiere) S’ ausgewahlt und die endlich

vielen Kursentwicklungen des Preisvektors

S=(S%,....sYHT
Uber der Zeitparametermenge | = {0,...,T} mathematisch modelliert. Die verschiedenen Kurs-
entwicklungen liefern den endlichen Zustandsraum Q = {wu,...,wk} (12| = K), so dass der Preis-
vektor S = (S,...,.SM)T ein N-dimensionaler stochastischer Prozess tber | x Q ist. Neben dem

Preisprozess S wird noch ein Dividendenprozess ¢ und der kombinierte Prozess S° =S + ¢ be-
trachtet. Der im Zeitverlauf stattfindende Wissenszuwachs tber den Preisprozess S wird durch
die zugehorige nattirliche Filtration 7 = ()i von Partitionen 7 = {A ,,..., A’kt} (tel, 7o ={Q},
7r = {{w1},...,{wx}}) von Q bzw. die natirliche Filtration 7 = (%)tci von o-Algebren % = o %)
= o(Ss; s<t) lUber © beschrieben. Damit liegt der Preisprozess S im Untervektorraum 7 =
MWn(F) der F-adaptierten RN-wertigen stochastischen Prozesse
X = (Xi(®))tetweo € (RN) X2,
deren Zustandsfunktionen X; #-messbar sind. Fir die Eintrittswahrscheinlichkeiten P({w}) der

Kursentwicklungen o € Q kann o. B. d. A. deren Positivitat vorausgesetzt werden.? Es wird sich
zeigen, dass diese bei der im Mehrperiodenmodell erfolgenden Bewertung von Zahlungsstromen
nicht bendtigt werden. Zur Beschreibung eines Portfolios der N Wertpapiere S' werden sog.
Handelsstrategien verwendet, d.h. %vorhersehbare N-dimensionale Handelsprozesse h
= (hi(®))te1.wee € (RN)' <, deren Zustandsfunktionen h; %.1-messbar sind. Deren Gesamtheit bil-

det den in 7Un gelegenen Unterraum # = #n(7). Zur Prézisierung der zeitlichen Entwicklung

L Die Annahme 7r = {{w1},...,{wx}} bzw. Fr = B{Q) ist keine Einschrankung der Allgemeinheit, da man nach
Kihn (2016), S. 37, andernfalls zum Grundraum Q° = {A, € % : w € Q} Ubergehen kann, der aus den Atomen
A, = ﬂ A € Fr (w € Q) der o-Algebra Fr besteht, und dann 7y = {A, : @ € Q} erhilt.

weAcFr
2 Die Annahme der Positivitit der Eintrittswahrscheinlichkeiten P({w}) fir alle Zustinde o e Q ist keine
Einschrankung der Allgemeinheit, da man nach Kihn (2016), S.37, andernfalls zum Teilraum Q¢
={w € Q: P({w}) >0}, zu den Spur-c-Algebren #* = 7t N Q° und #* = 7 N Q° (t e 1) und zur Restriktion P¢

= P|¢T. des W-MaRes P auf 7r* iibergeht.
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des zur Handelsstrategie h gehorigen Portfoliowertes dienen der Vermdgensprozess® V(h)
= S°.h, der durch die Zustandsfunktionen Ri(h) = S, -h_, (t € I) definierte Reinvestitionspro-

zess* R(h) und das (Aus-)Zahlungsprofil
L(h) =V(h) - R(h).

Zur Bewertung mittels des Marktmodells sind nur Zahlungsstrome
X = (Xt(w))telweo € R'*¥
im Vektorraum % = Wh(F) der F-adaptierten reellwertigen stochastischen Prozesse zugelassen.

AuRerdem soll die Bewertung nach dem Duplikationsprinzip erfolgen, bei dem das zu bewer-
tende Zahlungsprofil X € W/ als das Zahlungsprofil L(h) einer Handelsstrategie h € # dupliziert

(nachgebildet, erreicht) werden kann: Dabei soll die Ubereinstimmung der beiden Zahlungspro-
file X und L(h) fiir alle t € 1 und alle @ € Q gelten, also insbesondere sicher bezuglich der Ein-
trittswahrscheinlichkeiten P(w) der Kursentwicklungen o € Q. Eine Duplikationsstrategie
h e LY({X}) von X kann dann sicher und linearalgebraisch (also nicht wahrscheinlichkeitstheo-
retisch®) durch das Ldsen des gestaffelten innomogenen linearen Gleichungssystems

(DP) L(h)=X

bestimmt werden. Eine ausfihrlichere Darstellung des linearen Gleichungssystems (DP) findet
man beim Thema ,,Die Duplikation als Zahlungsprofil einer Handelsstrategie*.

Falls noch der Portfoliowert V,(h) = S ™h, bei t = 0 fiir alle Duplikationsstrategien h von X kon-
stant ist, kann der Preis z(X) von X bzw. der Wert von X zum Zeitpunkt t = 0 durch den determi-
nistischen Startkapitaleinsatz V,(h) = SJ(£2)"h,(£2) der Handelsstrategie h zum Zeitpunkt t = 0
definiert werden:

2(X) :=V,(h), falls Vo(h) konstant ¥ h € L1({X}) (# }).

Falls nun diese Eigenschaft zumindest fir ein X e L(#n) erfullt ist, so kann gezeigt werden, dass
sie dann auch fur alle X € L(#n) vorliegt (siehe Beweisabschnitt 11). Im Unterraum L(#n)
(c M) des Marktmodells ((S,0),7) gilt dann das so genannte Gesetz des eindeutig bestimmten
Preises (englisch: Law of One Price, Abk.: LOP) und alle X € L(#n) kdnnen mit der Nutzen-
funktion #(X) bewertet und verglichen werden:
(LOP) Fur jedes X e L(#h) gilt: Vo(h) = S™h, konstant V h e LY({X3}).
Aufgrund der fur eine Duplikationsstrategie h von X gultigen Beziehung

SgThO = Vo(h) = Xo + Ro(h) = Xo + SOTh1
ist die Bedingung (LOP) aquivalent zur Bedingung
(LOP1) Fur jedes X e L(#) gilt: Ry(h) = S,™h, konstant V h e LY({X}).
Bei giltigem LOP kann also jedes duplizierbare Zahlungsprofil X € L(#n) durch den fir seine
Duplikationsstrategien h € LY({X}) konstanten Wert Vo(h) =: (X) des Startkapitaleinsatzes, den

T
h(@) = (W(@)...h" (@) RN

4 R(h) = (R(h)(@))elwee Mit R(h)(w) = S,(®)"h (@), S,(w) € RN, h,(w) € RV

5 Ein Begriff oder eine Eigenschaft einer Zufallsvariablen X wird bei Bauer (2002) WT, S. 15, als wahrscheinlich-
keitstheoretisch (w-theoretisch) bezeichnet, wenn sie sich mittels ihrer (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung (des W-
Gesetzes, Bildmalies Vert(X) = X(P) = P, ) formulieren lasst. Beispiele sind der Erwartungswert E(X), das zent-
rale p-te Moment E(XP), das absolute p-te Moment E(|X|P), das in « € R zentrierte bzw. zentrierte absolute p-te
Moment E((X - @)?) bzw. E(IX - o), die Varianz V(X) = E([X - E(X)]?), die beiden Parameter o und o der

GauRschen Glockenkurve und die Unabhéngigkeit einer Familie von Zufallsvariablen (Bauer (2002) WT, S. 16,
18f, 29, 51.
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Preis von X, bewertet werden. Diese Bewertung von X ist aufgrund der P-sicheren® Definition
der Duplikation mittels einer Handelsstrategie h und wegen der deterministischen Berechnung

des Werts V,(h) = S2"h, einer Duplikationsstrategie h bzw. des Preises 7(X) von X linearal-

gebraisch und nicht wahrscheinlichkeitstheoretisch. Es handelt sich hierbei auBerdem um einen
relativen Bewertungsansatz wegen der speziellen Auswahl der zugrunde gelegten Wertpapiere S’
(j=1,...,N) und der Einschrankung der Bewertung auf Zahlungsprofile X € L(#\) € UX(F), die

mittels 7-vorhersehbarer Handelsstrategien duplizierbar sind.

Das Marktmodell heit vollstandig (englisch: complete market model), wenn jedes Zahlungs-
profil X e W durch eine Handelsstrategie h € #i duplizierbar ist, wenn also das Bild L(#n) der

Abbildung L den gesamten Zielraum 7/ ausfullt:
(VS) L(#) = .

Weiter gilt im Marktmodell ((S,0),7) die Arbitragefreiheit (englisch: No-Arbitrage Principle,
Arbitrage-Free Condition), wenn es keine Arbitragegelegenheit h € #, d. h. keine Handelsstra-
tegie h ohne Startkapitaleinsatz (V,(h) =0) und dennoch mit schwach positivem Zahlungsprofil
L(h) gibt:

(AF) Ah e #mitV,(h) =0 A L(h) > 0.

Dabei bedeutet L(h) > 0, dass Li(h)(w) >0 fir alle (t,w) € | x Q und L (h)(w ) > 0 fur mindes-
tens ein Paar (0 ) € | x Q qilt.

Fur die Vektorraume #y und 7 wird jeweils mittels einer endlichen Basis (h, ; =1, ; € #,
tel At € Pa, j € J={1,...,N} bzw. W, =L, eWtel Ae 7) die Isomorphie zu einem
passenden R" gezeigt. Demzufolge kénnen die Handelsstrategien h € #n und die Zahlungspro-
file X e 7 auch mit den zugehdrigen Koordinaten-Tupeln identifiziert werden. Auferdem kon-
nen diese Vektorraume jeweils mit einem Skalarprodukt

$ by, bW, <>w

ausgestattet werden, das mit dem Standardskalarprodukt der Koordinaten-Tupel Ubereinstimmt.
Beispielsweise erhalt man dann mit der deterministischen Handelsstrategie

b= (8)o. € .
die fur t=0 den Wert ng(.Q) und fur t=1,....,T den Wert Null annimmt, den Portfoliowert
V,(h) als das Skalarprodukt <b,h>wN der Handelsstrategien b und h bzw. als das Skalarprodukt
bTh der zugehorigen Koordinaten-Tupel b und h:

Vo(h) = S;"h, = ¢b,hy, =bTh.
Mit der zu diesem Bewertungsprozess b e #n gehdrigen Nutzenfunktion Vo(h) = bTh konnen alle
Handelsstrategien h € # bewertet und verglichen werden.
Da der Vektorraum 7y eine endliche Dimension besitzt, existiert zur linearen Abbildung
L : #n — M auch die eindeutig bestimmte adjungierte Abbildung L* : W — #n mit der defi-
nierenden Eigenschaft

(X,L(h)),, = 4L*(X),ht,, firalle X € Wundh e 7.

Mit den Bildraumen und Kernen der linearen Abbildungen L und L* lassen sich die Vektorraume
#n und N als direkte Summen von orthogonalen Komplementen darstellen:

® Die tatsachlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten P(w) der Zustande o € © gehen in die Bewertung des duplizier-
baren Zahlungsprofils X € L(#\) € % nicht ein.
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Hn = ker L @ L*(), (ker L)t =L*(N),
W =ker L* @ L(#n), (ker L*)+ = L(Hn).

Weiter existiert flr die lineare Abbildung L die additive Zerlegung

L=V +L
in deterministischen Anteil V(h) = Vo(h)-1,,, €lin{1, ,}=V(1,, € Wistgleich1lfurt=0
und gleich 0 fiir t > 0) und stochastischen Anteil L(h) e E(?L/N) = M. Entsprechend gilt fiir die
adjungierte Abbildung

L*=V*+ [*
mit deterministischem Anteil V *(X) = Xo-b € lin {b} =: 8 und stochastischem Anteil L*(X)
e {b}* (L, (X) =0).

1 Charakterisierungen der Begriffe Duplizierbarkeit, Vollstandigkeit,
Law of One Price und Arbitragefreiheit

Zur Formulierung verschiedener Charakterisierungen der oben genannten Begriffe in der nach-
folgenden Tabelle 1 werden noch folgende Unterradume von #n bzw. %/ und Orthanten von W/

benotigt:

B = lin {b}, B+ = ker b™ = ker Vo,

M= L(kerV,) = L(#,) < L(#h), ML= L*Y(R) = ker L*,
V= lin{l, 3 =lin{L(0)} =L(B) cL(#), V-={X e W:Xo=0}
Wy ={X e W:X=0AX#0}, MW, ={X e W:X>0}

Die dabei auftretenden stochastischen Prozesse ¥, @ € M- \ker L* C W mit ¥%o=1und @y =1
werden als Bewertungsprozess bzw. normierter Zustands(preis)prozess fir die X e L(#n)

bezeichnet. Bei den Charakterisierungen des Law of One Price und der Arbitragefreiheit werden
nachfolgend nicht nur lineare Gleichungen fur die h € #n bzw. h € ker Vo = 8+, sondern auch

Struktur und Lagebeziehungen fiir bestimmte Unterrdume von #n und 7/ angegeben. Die Be-
weise der Charakterisierungen werden im Anschluss an die Abbildungen gegeben.

Tab. 1 Die Charakterisierungen der Duplizierbarkeit, der Vollstandigkeit, des Law of One Price und der Arbitrage-
freiheit beim Mehrperiodenmodell (m = dim #n , n1 = dim %)

Duplizierbarkeit | X e 7 ist duplizierbar
(DP) & 3h e #h mit X = L(h)
s Xe L(7-/N)

< X 1 ker L*

Vollstandigkeit ((S,0),7) ist vollstandig
(VS) & L(#Hy) = W (L surjektiv)
S kerL*=0

& L* injektiv

Law of One Price |V X e L(#n) ist V,(h) konstant fir alle h e # mit L(h) = X
(LOP) & V¥ X e L(#h) ist S,h, konstant fur alle h e 74 mit L(h) = X
< AX e L(#): V,(h) konstant fiir alle h e LY({X})

o V,(f) =b"f =0furallefe LY({0}) = kerL

o ker L ¢ kerV, =8+ (z. B. bei injektivem L)

o B (ker L)t = L*(W)
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SIA¥Ye WmitL*(P)=b

o A1 Fe L(F) mit L*(H =D

oA 3 e L(Fh) N M- {Xo=1}

ScdA¥Pe M mit¥h=1

< AV e (M- \ker L* ©) W mit M+ =Kker L* @ lin {¥}

< A ¥ e M- \ker L*

< ker L* ist eine Hyperebene von X/

s L*(w)=28

S L¥(W) = BD L*(M)

< L*(M) ist Hyperebene von L*(N))

© V¥ X € L(#n) 31 additive Zerlegung X =Y +ZmitY € V,Z e M
< X e L(#n): J1 additive Zerlegung X =Y +ZmitY e V,Ze M
S VnM=0

S VEM

o M-V

o MEE VEN M= ker L*

Sl =VeM

< dim L(#y) =dim ¢+ 1

< M ist eine Hyperebene von L(#n)

s dim M- =dimkerL*+1

o (PGY) IPecWmit ¥L(h) =b'h Yheh [=1]

o (KPGY) AP e wmit P'L(h) =0 Vhe#h, %=1

& A% e Wmit ¥TL(h) =0 VhekerVo, %=1
& AYeWmit ¥'Z =0 VZeM, W=1
= AV e Wmit L*) =0, %=1

S L (W) =B® L*(W)

LOP nicht gultig

I X e L(#): V,(h) nicht konstant fiir alle h e L(X)
< dfe ZmitL(f) =0 A V() #0

o kerL ¢ kerV,

SVNM+0

S VM

e MVt

o M= L(7-/N)

< M+ =Ker L*

s L*(¥w) =0

& (W) = L*(M)

(VS) A LOP

L(#n) = M A Mist Hyperebene von L(#)

© L(Hh) = M@ M- mitdim M- =1

S L(HN) = M@ ML, M =[P] miteinem ¥ e W
S ¥PeWmitL*(P)=b

(VS)Am=n;

L surjektiv Am=n;
< L ist ein Isomorphismus
& L* ist ein Isomorphismus

(VS) A
LOP ungiltig

ML =ker L* A kerL*=0
o Mi=kerL*=0
o M=L(HN) =W
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Arbitragefreiheit | Ah e # mit V,(h) =0 A L(h) >0
(AF) & Ah e #ymit Lhy > 0
SMN N, =0
S30e M- W, (H=1)
< 3 @ e M\ ker L* mit O>0 (=1, M- =ker L* ® lin {D})
©IAde Wnmit L*(@) =0, @>0
A De Wmit L*(@) =b, @>0[d=1]
& (KPGD) @ e wmit @'L(h)=0vhewn, @>0
= A@e Wmit @TL(h) =0V hekerVo, @>0
& JdeWmit 'Z =0VZeM, @>0
© (PGO) I@eWmit @"L(h)=b"h VYheh &>0[dn=1]
(VS) A (AF) L) =W A D e M- W,
& L(H) = W= M M- mit M =[2], @>0
S[A e WmitL*(@D)=blA @>0

Die Charakterisierung des LOP durch die Preisgleichungen ¥'L(h) =V,(h), h e #i, mit ei-
nem ¥ e W findet man bei Kremer (2011), S. 171, wobei dort V,(h) = S™h, und noch nicht die
Darstellung V,(h) = b"h verwendet wird. Die Charakterisierung der Arbitragefreiheit durch die
Preisgleichungen @TL(h) = V,(h), h e i bzw. h e ker Vo, mit einem positiven @ e 7/ findet
man bei Kremer (2011), S. 175, 176, mit V,(h) = S{™h, und noch ohne die Darstellung
V,(h) =b™h .

Der Vorteil der neuen Charakterisierungen mittels der Struktur und Lagebeziehungen von Vek-
torunterrdumen besteht nun darin, dass sie geometrisch visualisiert werden kdnnen. Andererseits
kann die geometrische Veranschaulichung auch als Quelle fur Vermutungen Uber weitere neue
Erkenntnisse dienen. Beispielsweise lasst sich der Vektorraum 7 der F-adaptierten stochasti-

schen Prozesse darstellen als direkte Summe der Unterrdume L(#n) und ker L* und als direkte
Summe von X und X/+. Dabei liegt stets X/ in L(#n) und ker L* in A7+, In der Abbildung 2 ist
dargestellt, dass bei ungiiltigem LOP sowohl der Unterraum X/ der Kapitalmarktgeschéfte mit
dem Unterraum L(#n) der duplizierbaren Zahlungsstrome als auch der Unterraum X7+ mit dem

Unterraum ker L* zusammenféllt. In der Abbildung 1 sieht man dagegen, dass mit der Einstel-
lung des LOP im Marktmodell der Unterraum %/ um eine Dimension kleiner ausféllt als der Un-

terraum L(#n) und der Unterraum X/ -+ um eine Dimension groRer wird als ker L*. Im nichtlee-
ren Bereich X\ ker L* liegt dann der Bewertungsprozess ¥ (¥ = 1), mit dem der Preis z(X)
eines duplizierbaren Zahlungsprofils X € L(#n) als Skalarprodukt

(7,X),, =¥TX
und somit unabhangig von einer Duplikationsstrategie berechnet werden kann: Fir diesen Pro-
zess ¥ gilt namlich L*(¥) = b, sodass fur ein festes Zahlungsprofil X € L(#n) alle Duplikations-
strategien h von X bei Verwendung der deterministischen linearen Nutzenfunktion

Vy(h) = b™h = Shy,
die h durch den deterministischen Startkapitaleinsatz zum Zeitpunkt t = 0 beurteilt, mit dem glei-
chen Wert

© 2015 Rudolf Pleier D-92694 Etzenricht
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b'™h =L*(¥)Th = ¥TL(h) = ¥'X
bewertet werden. Demzufolge kann der Startkapitaleinsatz Vo(h) = b'h einer beliebigen

Duplikationsstrategie h von X dann auch zur Bewertung von X und die Linearform (lineares
Funktional)

7= (¥,), =¥ :XeWr »X)=(¥,X), =¥X eR
als lineare Nutzenfunktion auf L(#&) verwendet werden. Diese Linearform z = ¥ liefert auf
L(#n) fur jedes X = L(h) € L(#n) den eindeutig bestimmten Preis gemal der Gleichung (PG'W).

Bei gleichzeitigem Vorliegen der Voraussetzungen (LOP) und (VS) existiert genau eine Linear-
form 7= ¥T auf W, die auf L(#n) gemaR den Gleichungen (PGY) die Preise liefert. Bei gleich-

zeitiger Giiltigkeit von (AF) und (VS) existiert genau eine Linearform 7~ = @" auf %, die auf
L(#n) gemé&R den Gleichungen (PG®) die Preise liefert, und diese Linearform ist noch eine sog.
positive Linearform (7(X) > 0 fur alle X e 7).

Bei diesen Betrachtungen stellt sich auch die Frage, ob die hier fir das zeitdiskrete Marktmodell

angegebenen geometrischen Charakterisierungen von (LOP), (AF) und (VS) auch ein Analogon
im zeitkontinuierlichen Marktmodell aufweisen.
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Abb. 1 Die verschiedenen Unterrdume von #y und 7/, die linearen Abbildungen L, L* und r,

der Bewertungsprozess ¥ bei gliltigem LOP und
der Zustandspreisprozess @ bei Arbitragefreiheit

Abb. 2 Die verschiedenen Unterrdume von #y und 7/ und die linearen Abbildungen L und L*
bei nicht gliltigem LOP
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L*(

Abb. 3 Die verschiedenen Unterrdume von #y und 7, die linearen Abbildungen L, L*, zund
der Bewertungsprozess ¥ bei vollstdndigem Marktmodell und giiltigem LOP

|L(H) = W

Abb. 4 Die verschiedenen Unterrdume von Ay und 7, die linearen Abbildungen L und L*
bei vollstandigem Marktmodell und ungiiltigem LOP
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Beweis: Die Beweisabschnitte 1) bis 3) beschreiben Eigenschaften von Unterrdumen, die unabhé&ngig von der Gul-
tigkeit des LOP sind. Die darauffolgenden Abschnitte 4) bis 13) behandeln Charakterisierungen des LOP, die Ab-
schnitte 14) und 15) Charakterisierungen der Vollstandigkeit und der Abschnitt 16) Charakterisierungen der Arbit-
ragefreiheit:
1)a) M= L(#,),b) V=V (#,),c) L(#) = V+ M, d) ker L* € M+ n V-
a) M= L(#,):,c“ Furjedes X = L(h) € M:= L(kerV,), h e kerV, = kerV , gilt

X=L(h)=V(h) + L(h) = L(h) € L(#,).
.2 Fir jedes X = L(h) e L(#,), h=(hohs,...h0)T e #, gilt mit h = (0,hy,....h7)T e #, V,(h) = STh, =0,
V(h) =0, h e kerV auch die Inzidenz X = L(h) =L(h) e L(kerV) = M.
b) V =vV@#,): .2 Fir jedes X =V (h) =V,(h)-1,, € V(#,), he#, gilt auch X eV = lin{l,}
= {p'lo,fz :peR}.
LC“1ZUY=p-1,, € V,p € R, existiert unter der mathematisch-technischen Voraussetzung

Sg = (S,...S¢M)T #0
ein N-Tupel y = (y,,...,7y)" € RN als L6sung des linearen Gleichungssystems SJ'y = p. Fur die damit gebildete
Handelsstrategie g = g = (9g,,0,..,0)" = (#,0,...,0)" =I »,, € #ngilt V,(9) = SJ'g, =S’ = p und Y
= V,(9)-1,, = V(9) € V(#H,).
¢) L(#h) = V+ M: Dafirr alle h e #4 mit h = (h,,0,..,0)", h =(0,hs,....h7)T e # die Inzidenzen V (h) = L(h)
e L(#), L(h) =L(h) e L(#) gelten, erhalt man die Inklusionen

L(#n) ={L(h) =V (h) + L(h) :he I} c V(#,) + L(#,) € L(#) + L(#n) = L(#n)
und somit unter Verwendung von a) und b) L(#\) = V(#,) + L(#,) = V+ M.
d) ker L* ¢ M+, ker L* ¢ v+ ={X € W : Xo = 1, ,, "X = 0}: Die beiden mit 1c) bewiesenen Inklusionen V ¢ L(#x)
und ¥ C L(#n) sind wegen ker L* = L(#n)* dquivalent zu den Inklusionen ker L* ¢ V* und ker L* ¢ ¥+, also
aquivalent zur Inklusion ker L* € M* N V.

2) a) M= ker L*, M= L*"(B), L*(M") C B, ker L* = M+ n V*, b) L*(M) n 8=0,
C) L*(W) = L*(M) @ L*(M"),d) L*(M") =8 L*(W):
a) M+ = ker L* = L**(O): Fur ein beliebiges Y € W gilt Y € ker L*, d. h. L*(Y) =0, genau dann, wenn
0=L*(Y)"h = YTL(h) Yhe
gilt. Die nichttriviale Aussage ,,<* ergibt sich dabei aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts, indem man
speziell h = L*(Y) einsetzt. Die Aussage Y € ker L* istalso dquivalentzuY L L(#,) = Mbzw.zuY e M-
Weiter ist dann wegen der additiven Zerlegung L* = V *+ L*die Inzidenz Y € M* = ker L* gleichbedeutend zu
L*(Y) = V*(Y)+ L*(Y) =V*(Y)=Y,-b € B.
Damit ist auch schon
L**(B) = M+
und die Inklusion
L*M*) ¢ B
bewiesen.
FUrY e M- = ker L* gilt L*(Y) = Yo-b und somit L*(Y) =0, d. h. Y e ker L* (C M), genau dann, wenn Yo = 0 ist.
Weiter gilt fir Y e 2+ die Ungleichung L*(Y) £ 0 genau dann, wenn Yo # 0 ist. AuRerdem gilt fur ein Y € X/* die
Gleichung L*(Y) = b genau dann, wenn Yo =1 ist. Fir ein Y € M+ = L* " (®) ist die Normierung Yo =1 also
gleichbedeutend dazu, dass Y ein L*-Urbild von b ist. In der Mengenschreibweise lautet diese Ergebnisse
ker L* =M {Xo=0} = Mt V4,
M\ ker L* = XM+~ {Xo = 0} und
L*" ({0} =M n{X=1}
Zweiter Beweis fir L*(M") € 8, M+ = L*'(®): Es gilt Y e X* genau dann, wenn fiir beliebiges g € B* bzw.
L(g) € L(BY) = M gilt
L*(Y)'g = YTL(g) =0,
also L*(Y) L ®8+und L*(Y) e 8+ =®. Damitist M+ = L*"(R), L*(M") c Bund dim L*(M") < 1.
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b) L*(M) n B8 =0 bzw. b ¢ L*(M): Fir jedesh € L*(M) nBisth= L*(Z) mitZ=L(g) € M=L(B4), g € B,
0=h"g = L*@2Z)'g =2"L(g) =2'Z,
alsoZ=0und h = L*(Z) =0. Demnach ist L*(¢) N 8 =0 und b & L*(M).
c) L*(M) = L*(M) @ L*(M): Aus W =M@ M- folgt L*() C L*(M) + L*(M") C L*(N), aus 2a)
und 2b) noch L*(M) n L*(M") < L*(M) n B =0, also insgesamt
L*() = L*(M) & L*(M7).
d) L*(M) =8~ L*(W): Nach 2a) L*(M*) c Bgilt L*(M") € B~ L*(W). Es ist also nur noch die umge-

kehrte Inklusion ,,0% zu zeigen. Dazu werden zwei Fille unterschieden.
Im Fall i) be L*(W) bzw. Bc L*(W) ist B~ L*(W) =B. Weiter hat man dann wegen 2c) L*(W)

= L*(M) @ L*(v*) fur b die Darstellung
b=h+gmithe L*(M) undg e L*(M").
Nach 2a) L*(M*) c R ist g = Ab miteinem A € R, somitnach 2b) h=b-g=(1- )b e [0] » L*(M) =0, h=0,
b=ge L*(M") und 8 € L*(M™"). Zusammen mit 2a) L*(M") c R erhdlt man L*(M") = R, also im Fall i)
L*(M") =B8=8n L*(W).
In diesem Fall ist dann noch L*(7)) = L*(M) ® L*(M") = L*(M) @ B, also L*(M) eine Hyperebene des
L*-Bildraums L*(%)).
Im Fallii) b ¢ L*(7) gilt die noch nachzuweisende Inklusion 8 n L* (%) =0 c L*(M"), also insgesamt
L*(M*) =8N L*(W) =0.
In diesem Fall gilt dann noch L*(7)) = L*(M) @ L*(M") = L*(M), so dass L*(¥) mit dem gesamten L*-
Bild L*(%) ubereinstimmt. Anzumerken ist hier, dass gemaR Beweisteil 11) der Fall i) b e L*(%/) bzw.
B C L*(W) die Gultigkeit des LOP und der Fall ii) b ¢ L*() bzw. 8 » L*(7) = O die Ungiltigkeit des LOP
bedeutet.
3) @,be L*(W),d.h. L*(P)=bflrein ¥e W I ¥ e M-mit Po=1%
b) ,,L**(B\O) = M- {Xo # 0}
a) Die Aussage b € L*(7) bedeutet die Existenz eines ¥ € W mit
(bo)o.o =b =L*(¥) = V*(¥) + L*(¥) (\7*(?/) =¥,-b=¥, '(bo)o,fz € B, L,(#)=0),
also
bo= ¥oho + 0 furt=0,
0=0+Lw)=0 furt=1,..T
und wegen bo = S? # 0 somit
Y%=1, L*() =0und V*(¥) =h.
Nach 2a) ist die Bedingung L*(¥) =0 &quivalent zu ¥ e ker L* = M. Damit ist L*(¥) =b fur ein ¥ € W
aquivalent zur Existenz eines ¥ € M+ mit ¥ = 1.
b) Analog ergibt sich allgemeiner fiir beliebiges festes A € R, dass L*(¥) = Ab flir ein ¥ € % genau dann gilt, wenn
esein ¥ e M+ gibt mit ¥, = A. Furdie 2 € R, A=0bzw. 41 # 0 fir erhdlt man daraus in der Mengenschreibweise
L*(R) = M-,
ker L*= L*"(0) = M- {Xo=0} =M V- und
L**(B\O) = M~ {Xo #+ O}.
Die erste dieser drei Aussagen wurde auch schon in 2a) bewiesen. Fur die zweite Aussage wurde schon in 2a) ein
Beweis angegeben, bei dem die Inklusion ker L* ¢ X+ verwendet wird und nur die ¥ € M~ betrachtet werden.

4) ,LOP & V X e L(#\) J1 additive Zerlegung X=Y +ZmitY € V,Z € M

& Fiir jedes X = L(h) € L(#), h € #, hat man die additive Zerlegung L(h) = V (h) + L(h) mit V (h) e V(#,)
=Vund L(h) € L(#,) =M, bei der voraussetzungsgemaB V (h) = V,(h) 1,, bzw. Vo(h) durch X eindeutig be-
stimmt ist. Also gilt in L(#\) das LOP.

= Fur X = L(h) € L(#), h € #, hat man zumindest die additive Zerlegung L(h) = V (h) + L(h) mit V(h) €V,
L(h) e M. Fir jede weitere Zerlegung X=Y+Z mit Y e V= V(#,), Ze M = L(#,) ist zu zeigen, dass Y
=V (h) und Z = L(h) ist. Nach 1 b) ist Y =L(g) = L(g) = V(g) = V,(9)-1,, miteinem g =g = (g,,0,..,0)"
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€ Hn. Weiter ist Z = L(f) = L(f) mit einem f = (f,,f,.., f;)" e #y und dem zugehorigen f =(0,f,,..., ;)"
€ Hn. Daraus erhélt man fur X die Darstellung

X=Y+Z=L(g) + L(f) =L(g + f)=L(K)
mitk=g + f = (g, f,.. f,)" €, k = g, kK = f und

V(k) =V (k) =V(g) =V(9)-
Auf Grund der Gultigkeit des LOP haben die beiden Duplikationsstrategien k und h von X den gleichen Startkapital-
einsatz:

\7(k) = Vo(k)'lo,g = Vo(g)'lo,g = \7(h) .
Demnach gilt Y =V (g) =V (k) =V(h) und Z=X-Y =L(h) — V(h) = L(h). Damit ist die Einzigkeit einer
derartigen additiven Zerlegung von X e L(#n) gezeigt.

5) ,.¥ X € V+ M 3J; additive Zerlegung X=Y+ZmitY e V,Z e M

AX e V+ M: J; additive Zerlegung X=Y+ZmitY e V,Z e M &

YV M=0“
Diese Aussage gilt allgemein fiir die Summe V+ M zweier Unterrdume Vund M eines Vektorraums. Eine derartige
Summe wird dann direkte Summe der Unterrdume genannt und mit V@ M bezeichnet. Fir zwei additive Zerlegun-
gen X=Y+Z=Y'+Z'von XmitY,Y € V,Z,Z° e MistA:=Y-Y'=Z-Z € Vn M. Daher bedeutet die Ein-
zigkeit dieser additiven Zerlegung fiir irgendein X € V+ M, dass es kein 4 € (Vn M)\ O gibt, also Vv M =0 ist.
Aus Vn M = O folgt dann aber auch die Einzigkeit der Zerlegung fiir jedes X € V+ M.

6), VN M=0 V¢ Mo M- ¢ V- < Mist eine Hyperebene von L(#)“:
a) Da Veindimensional ist, ist Vn M # O gleichbedeutend zu V c M bzw. Vn M = O gleichbedeutend zu V¢ M.
Aus V c M folgt V* > M* und umgekehrt folgt aus V* > M*+ auch V= VL ¢ M+L = M. Damit ist auch V¢ X
aquivalent zu M+ ¢ V+ ={X € W Xo = 0}.
b) Mit dem Dimensionssatz

dim (V+ M) +dim (VM) =dim V + dim ¥,
fur endlichdimensionale Unterrdume V und M eines Vektorraums erhalt man hier fir L(#) = V+ Mund dim V=1
die Dimensionsgleichung

dim L(#\) + dim (VA M) =1+ dim M.
Demnach ist V» ¥ = O dquivalent zu dim X = dim L(#\) - 1, also zur Hyperebenenstruktur von ¥ in L(#n).

7).,V M=0 & ker L* ist eine Hyperebene von ¥+ & X/~ =ker L* @ lin ¥ mit ¥ e (X \ ker L* C) W
Fur die direkten Summen M @ M+ = W und ker L & L*(7)) = #y erhélt man mit dem oben angegebenen Dimensi-
onssatz die Dimensionsgleichungen
dim %W =dim M+ dim X/,
dim %/ = dim ker L* + dim L(#n)
und zusammen mit der in 6) angegebenen Dimensionsgleichung
dim x4 =dim W-dim M
=dim ker L* + dim L(#) - dim 2/
=dimker L* + 1 -dim (V M).
Daher ist VX = O auch dquivalent zur Dimensionsgleichung dim ker L* = dim X/ - 1, also zur Hyperebenen-
struktur von ker L* in X/+. Die Hyperebenenstruktur von ker L* in X7+ ist &quivalent dazu, dass ¥/ die direkte

Summe von ker L* und einem eindimensionalen Unterraum ist:
M-=ker L* @ lin ¥ miteinem ¥ e X7+ \ ker L*:

Aus der Hyperebenenstruktur von ker L* in X7+ folgt ndmlich schon mit einem einzigen ¥ e A7+ \ ker L* fir die
zugehorige Unterraumsumme U := ker L* @ lin ¥ mittels der Dimensionsgleichung die Ubereinstimmung mit .
Umgekehrt folgt aus der Darstellung von X+ durch diese direkte Summe ker L* @ lin ¥ mittels der Dimensions-
gleichung auch die Hyperebenenstruktur von ker L* in 47+,

8) ,.ker L* ist eine Hyperebene von ¥+ < 3 ¥ € M+ \ ker L* mit L*(¥) = b*:

»<“ Dadim (Vn M) nur die Werte 1 oder 0 annehmen kann, ist nach der in 7) angegebenen Dimensionsgleichung
stets dim A7+ = dim ker L* + 1 oder dim X7+ = dim ker L*. Falls ein ¥ € X* \ ker L* existiert, ist somit dim X7+
genau um 1 groBer als dim ker L*, also ker L* eine Hyperebene von ¥/~
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»=: Falls ker L* eine Hyperebene von ¥/, also A7+ = ker L* + lin ¥ mit einem ¥ € X7+ \ ker L* ist, gilt nach 3b)
L*(¥) = b mit ¥ # 0. Ohne Einschrankung (ggf. durch Ubergang von ¥ zu ¥/¥) kann ¥ =1 und L*(¥)=b
angenommen werden.
9) APeM mitl*(Y)=b o L*WM)=8 oI¥PecWnitl*(¥V)=be
B FelL@F) mitL*(PH=b eFJ I cLFR) "M {X=1} o
AP e Mmit¥%=1 S M-V

a) Die Existenz eines ¥ € M* mit L*(¥) = b # 0 bedeutet nach 2a) dim L*(") =1 und

L*(") =[LX(P)] = 8.
Andernfalls (bei ungultigem LOP bzw. bei V n M #+ O) ist nach 7) ker L* keine Hyperebene von M+, sondern
ker L* = M, also fur alle ¥ € M+ der Funktionswert L*(¥) = ¥-b =0 und

L*(M*) =0.
b) Wegen 2a) M+ = L**(R) liegt ein beliebiges L*-Urbild von b € ®, also ein ¥ € % mit L*(¥) = b, notwendig
in M+, Weiter ist fur dieses ¥ € M* nach 3) die Bedingung L*(¥) = b gleichbedeutend zu ¥, = 1.
¢) Aus der Existenz eines L*-Urbildes von b in L(#) (€ ) folgt trivialerweise auch die Existenz eines L*-Urbildes
von b in 2. Es ist also nur noch die umgekehrte Richtung zu zeigen: Existiert ein ¥ e % mit L*(¥) = b, so folgt aus
der direkten orthogonalen Zerlegung %/ = L(#\) © ker L* die Existenz von 9 € L(#\) und Y € ker L* mit ¥ = 9+Y
und

b =L*(¥) = L*(9 + L*(Y) = L*(9).
Dieses L*-Urbild $von b in L(#y) ist (bei vorliegendem LOP) dann eindeutig bestimmt: Fir zwei L*-Urbilder 4, &
€ L(#n) von b gelten ndmlich nach 12a) ,,= fiir jedes X = L(h) € L(#n) die Preisgleichungen (PGY)

FX = FL(h) =L*(9)Th = bTh = Vo(h) = 2(X)
und analog $TX = #(X). Daher ist (% - HTX =0 fiir alle X e L(#n) und wegen der positiven Definitheit des auf
dem Vektorraum L(#n) betrachteten Skalarprodukts von 7/ (indem man X = & - 4 setzt) § - 9=0 bzw. $ = 4.

Aus der nach 12a) gultigen Darstellung von z(X) als Skalarprodukt ¥ ™x erhélt man auch die Linearitat der Abbil-
dung z : L(#n) — R. Die Einzigkeit von 4 e L(#\) ergibt sich auch mit dem Rieszschen Darstellungssatz, nach

dem sich die Linearform 7 : L(#y) — R auf dem endlichdimensionalen Vektorraum L(#y) auf genau eine Weise als
Skalarprodukt 7z(X) = X V X € L(#) mit einem & € L(#n) schreiben l&sst.
Fur dieses L*-Urbild & € L(#n) von b gilt wie fur die anderen L*-Urbilder ¥ von b in % nach 9b) auch 3 € M+ und
% = 1. Bei Giltigkeit des LOP gibt es also auch einen Bewertungsprozess 4 € L(#x) N X7+ mit $% = 1.
d) Die Existenz eines ¥ € M+ mit ¥ =1 ist wegen der Unterraumeigenschaft von X7+ gleichbedeutend zur Exis-
tenz eines ¥ € M+ mit ¥y # 0, also zu

Mg VE={X e W: Xo=0}.

10) ,,L*(M*) =B & L*(W) = 8 ® L*(M)“ und

»L*¥(M) =0 & LX(W) = L (M)
Nach 2) gilt stets L*(7) = L*(M) @ L*(¥7+). Bei giiltigem LOP ist nach 4) und 5) V» %/ = O, nach 7), 8) und 9)
L*(M*) =R und somit L*(%) = 8 @ L*(M). Bei ungiltigem LOP folgt nach 4) und 5) V M # O, nach 7)
ker L* = M+, nach 9) L*(M™") = O und somit L*() = L*(M). Daher gilt L*(M") =B und L*(%)) = L*(M) @ B
genau bei giltigem LOP und L*( /4) = O und L*(%)) = L*(M) genau bei ungiltigem LOP.

11) ,LOP & 3 X e L(#): V,(h) konstant fiir alle h e L'Y({X}) & ker L ¢ kerV, < 8c L*(W)
a) Zu beliebigem fest vorgegebenen X e L(#n) ist die allgemeine Ldsung der inhomogenen linearen Gleichung
L(h)=X
gegeben durch die Menge aller h =4+ f e Zi mit einer speziellen Lésung %‘ € #y der inhomogenen Gleichung
L(~°) = X und der allgemeinen Ldsung f € #n der homogenen Gleichung L(f) = 0. Bei Gultigkeit des LOP auf L(#n)
ist zumindest fiir ein X e L(#n) fur alle Duplikationsstrategien h von X der zum Zeitpunkt t = 0 in das Portfolio ein-
gebrachte Startkapitaleinsatz V,(h) = <b,h},, = bTh konstant:
V,(h) =V,(h) Yh ke LY {X}).
Dies ist wiederum dquivalent dazu, dass fir jede Ldsung f € #y der homogenen linearen Gleichung

L(f) =0,

also fur jedes f € L({0}) = ker L, auch V,(f) konstant 0 ist, also f eine Losung der homogenen linearen Gleichung



14 Mehrperiodenmodell

V,(f) =0
ist. In der Mengenschreibweise bedeutet dies fiir die Kerne der Abbildungen L und Vo = bT die Inklusion
ker L C kerV,.

Damit ist auch bei jedem beliebigen X = L(h‘) e L(#) fur alle Duplikationsstrategien h € h* + ker L c h* + ker Vg
der Startkapitaleinsatz V,(h) = V,(h") konstant, also das LOP giltig.
b) Weiter ist die Inklusion ker L ¢ kerV, = 8+ gleichbedeutend zur Inklusion

B =B C (kerL)* = L*(W).

12) ,BC L*(N) & (PGY) © (KPGY) © AP e Wmit L*¥) =0, %=1 A ¥ e I* mit P =1
Fir alle h € #n und ¥ € W mit der Normierung ¥ = 1 gelten die folgenden Beziehungen:

L*(#)"h =L*().hy, = (¥.L(), = #TL(h) (L* adjungiert zu L)
=¥ W(h) + ¥TL(h) (additive Zerlegung von L)
=1V, (h) + #TL(h) (Normierung % = 1)
=b'h + ¥TL(h)
=b'h + L*%®)"h (L* adjungiert zu L).

a),,8c L*(N) < (PGY)*:
»=: Aus der Inklusion B8 € L*(%)) bzw. der Existenz eines ¥ € W mit L*(¥) = b folgt das Gleichungssystem
(PGY) der Preisgleichungen fiir die duplizierbaren X = L(h) € L(#n):
#wTL(h) = L*(®)'h =b’h Vh e #.
»<“ Umgekehrt folgt aus der Existenz eines ¥ € W, mit dem fir alle X = L(h) € L(#) die Preisgleichungen
L*(%)"h = ¥7L(h) =b'h Vhe #
erfilllt sind, zunachst die Bedingung (L*(¥)-b)’"h=0 V¥ he #n und wegen der positiven Definitheit des
Skalarprodukts (indem man h = L*(¥)-b einsetzt) dann die Existenz eines ¥ € %/ mit L*(¥)-b =0 bzw.
L*(¥)=b. Dies bedeutetb € L*(7/) und Bc L*(W).
b) Mit der Bedingung
(PGYP) A¥e wWmit ¥TL(h)=b"h Yhe#
ist nach 12a) ,,<“ b = L*(¥) € L*(W) und nach 3) fur jedes L*-Urbild ¥ von b die Inzidenz ¥ € ¢+ und auch die

Normierung ¥, = 1 gesichert. Damit ist nach den oben angegebenen Beziehungen die Bedingung (PGY) dquivalent
zur Bedingung

(KPGY) A¥Pe Wmit ¥TL(h) =0 Yhe #, =1
und zur Bedingung
(KPG*¥) A% e Wmit L*(¥)"™h =0 Yh e, Y=1.

Letztere Bedingung ist wiederum wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts {.-ts, —gleichbedeutend zur
Bedingung

AV e Wmit L*¥) =0, %=1
und nach 2a) M* = ker L* zur Existenz eines ¥ e X/ mit ¥ = 1.
Die Bedingung (KPGW) liefert die Preisgleichungen ¥ "L(h) =0 V¥ h e # fir die Kapitalmarktgeschafte Z € W
= L(#,) = L(kerV,) und kann auch durch eine der beiden folgenden &quivalenten Bedingungen ersetzt werden:

AP ecwmit ¥'L(h) =0 Vhe kerV,, ¥ =1bzw.

AP e Wmit ¥'Z =0 VZeM, W =1.

13),BC L*(N) & L*(M) =B D L*(W)
a) V*(W) =B:,C“ Da V*(X) =Xob e B fur jedes X € Wist, gilt V *() ¢ B.,,2* Speziell fir X = 1,
=(1,0,...,0)T € Wistb=V*(X) € V*(). Daherist B=lin {b} c V*(W).
b) L*(7) c ®*: Fiir alle X € % und die speziellen Handelsstrategien h = h = (h,0,...,0)" € #y mit h=0 ergibt
sich die Gleichung

L (X)"h, = L*(X)™h = XTLL(h) = XTL(h) =0.
Da diese Gleichung fiir alle hy € RN gilt, folgt wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts (indem man ho
= L,(X) einsetzt)
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L,(X) =0.
Daher ist fir alle X € 7 speziell mith=h =b
L*(X)™b = Ly(X)™b, =0
bzw. L*(X) € B8, also L*(#}) c B~
c) L*(7) c B+ L*(W): Esist stets
L*(77) ={L*(X)=V*(X)+L*(X) : Xe W}
CV*(W) + L*(W)
=R+ L*(N)
und
BN L*(W) CBNBL=0.
d) ,,=“: Im Falle 8 ¢ L*(M), also bei giiltigem LOP, ist auch
L*(W) ={L*(X) =L*(X)- V*(X) : X € W}
CLX(7) -V *(w) =LX(7) + B
c L*(7).
Da dann mit c)
L*(7) € B+ L* (W) C L*(7),
gilt, folgt in diesem Fall insgesamt
L*(MW) =B® L*(W).
e) ,,«“: Umgekehrt folgt aus dieser Summendarstellung L*(%) = 8 @ L*(w) des L*-Bildes L*(%)) auch die
Inklusion 8 ¢ L*(/) und damit das LOP.

14) ,(VS) A LOP & L(#\) = M@ M- (= W) mitdim M- =1 < A1 ¥ € W mit L*(P) = b

a) ,,=“: Aus der Vollstdndigkeit (VS) des Marktmodells folgt L(#n) = W = M @ X+ und nach dem Dimensionssatz
dim ¥+ = dim L(#y) - dim M.

Aus dem LOP folgt mit 6) dim L(#\) = 1 + dim M. Insgesamt ergibt sich aus (VS) und LOP mit diesen beiden Di-

mensionsgleichungen fur X+ die Dimension dim X+ = 1. Die Unterraumstruktur flr ein vollstandiges Marktmodell

mit gultigem LOP ist in Abbildung 3 dargestellt.
»E“TAUS L(HN) = M @D M= W A dim M+ =1 folgt unmittelbar die Vollstandigkeit (VS), mit dem Dimensionssatz
noch

dim » =dim L(#n) - dim 2+ =dim L(#) - 1
und damit nach 6) das LOP.
b) Das LOP ist nach 9) &quivalent zur Existenz von mindestens einem ¥ € L** ({b}) (¢ (). Die gesamte L*-
Urbildmenge von b ist dann gegeben durch den affinen Unterraum

L** ({b}) = {¥} + ker L*.
Die Vollstandigkeit (VS) ist wegen W = L(#n) @ ker L* &quivalent zu ker L* = O. Unter Voraussetzung des LOP ist
die Vollstandigkeit dann gleichbedeutend dazu, dass b genau ein L*-Urbild besitzt:

L*" ({b}) = { ¥} + ker L* = {#}.
Das gleichzeitige Auftreten des LOP und der Vollstandigkeit (VS) ist also daquivalent dazu, dass b genau ein
L*-Urbild ¥ besitzt.
15),,(VS) Am=n; & L isomorph & L* isomorph*:
a) ,,=“: Die Vollstindigkeit (VS) bedeutet die Surjektivitit der Abbildung L. Aus der Dimensionsgleichung dim #i
=m =n; = dim W folgt mit dem Dimensionssatz fur die lineare Abbildung L

dim ker L =dim # — dim L(#) =m—n1 =0,
ker L = O und somit auch die Injektivitat von L. Insgesamt ist dann L ein Isomorphismus, d. h. eine bijektive lineare
Abbildung.
IR Fallg L ein Isomorphismus ist, bedeutet die Surjektivitat von L die Vollstandigkeit des Marktmodells und die
Injektivitat von L zunéchst ker L = O und mit dem Dimensionssatz fur eine lineare Abbildung dann

ny =dim % =dim L(#) =dim #-dimkerL=m-0=m.
b) Aus den oben angegebenen direkten Zerlegungen der Vektorrdume # und % in orthogonale Komplemente folgt,
dass L genau dann injektiv ist (ker L = O), wenn L* surjektiv ist (L*(7/) = #f) und analog dass L* genau dann

injektiv ist, wenn L surjektiv ist. Insgesamt ist die lineare Abbildung L genau dann bijektiv (isomorph), wenn L* bi-
jektiv ist.
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16) Die Arbitragefreiheit (AF) M N, = ( des Marktmodells
ist nach dem Alternativsatz’ tiber die Disjunktheit eines linearen Unterraums % zum schwach positiven Orthanten
W, ={X e W:X>0,d h. X>0und X # 0} dquivalent zur Existenz eines stochastischen Prozesses

De M N, (M, ={X e W:X>0}),

eines so genannten Zustands(preis)prozesses® des Marktmodells. Ohne Einschrankung (durch Ubergang von @ zu
@l dy) kann @ als ein mit @& = 1 normierter Zustandsprozess gewahlt werden, so dass @ ein positiver Bewertungs-
prozess ¥ des Marktmodells ist:
YeMmit¥%m=1 ¥>0.

Ein arbitragefreies Marktmodell ist also ein Marktmodell, in dem das LOP gilt und der Bewertungsprozess ¥ positiv
gewahlt werden kann. Damit erhalt man Charakterisierungen der Arbitragefreiheit, wenn man bei den mit ¥ ange-
gebenen Charakterisierungen des LOP das ¥ durch ein positives @ ersetzt. Diese Charakterisierungen sind in Ta-
belle 1 aufgelistet. Beispielsweise gelten im arbitragefreien Marktmodell ((S,0),7) die Preisgleichungen

@TL(h) = V,(h), h e #, mit einem positiven Bewertungsprozess @, so dass der Preis jedes duplizierbaren Zah-

lungsprofils X e L(#) als Skalarprodukt z(X) = @'X von X und dem positiven normierten Zustandspreisprozess

@ berechnet werden kann. Dies ist die Aussage des Fundamentalsatzes der Preistheorie® fiir das Mehrperioden-
modell.
Das gleichzeitige Auftreten der Arbitragefreiheit (AF) und der Vollstandigkeit (VS) ist &quivalent dazu, dass b ge-
nau ein L*-Urbild @ besitzt und dieses @ positiv ist. Weiter gilt in diesem Fall dann

L(#N) = M M+ (= W) mit M+ =[], @> 0. m

2 Formales Wahrscheinlichkeitsmaf3, Preismaf}, MartingalmaR und
risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf}

Fur die folgenden Betrachtungen sei die Arbitragefreiheit (AF) vorausgesetzt. Es werden nun ei-
nige in der Literatur vielzitierte Begriffe im Mehrperiodenmodell erldutert. Es sind dies die in
der Uberschrift aufgefiinrten Bezeichnungen und auRerdem die Begriffe Arrow-Debreu-Preis,
Zustandspreis, Ereignispreis, Arrow-Debreu-Preisvektor, Zustandspreisvektor, Ereignispreisvek-
tor, deterministischer Preisvektor und risikoneutrale Bewertung. Mittels der Duplizierbarkeit be-
stimmter Arrow-Debreu-Papiere (1ic, C € % = o(?)) werden dabei auch die meist weniger be-

achteten impliziten Pramissen dargestellt, unter denen diese Begriffe erst einen Sinn haben. Un-
ter der Voraussetzung (AF) und der Voraussetzung (FH) der Existenz von sog. festverzinslichen
Handelsstrategien existiert das fur alle Zeitpunkte t € | einheitliche formale (synthetische)
WahrscheinlichkeitsmaR Q. Unter diesen VVoraussetzungen kann dieses W-Mal3 Q auch Martin-
galmaR und risikoloses bzw. risikoneutrales WahrscheinlichkeitsmaR genannt werden. Auler-
dem kann unter diesen Voraussetzungen die Bewertung nach dem Duplikationsprinzip als Bar-
wertberechnung (Diskontierung) mit dem deterministischen Preisvektor P :=(do,...,d7)"
(dt = @(Q)) fur die Q-Erwartungswerte der Zustandsfunktionen X; bezuglich des sog. risikoneut-
ralen W-Males Q interpretiert werden und daher risikoneutrale Bewertung genannt werden.
Weiter kann das formale W-Mal} Q als Preismal} bezeichnet werden, wenn die VVoraussetzungen
(AF), (FH) und die Vollstandigkeit (VS) des Marktmodells vorliegen.

Das formale W-Mal
Die Arbitragefreiheit (AF) ist im Mehrperiodenmodell &quivalent zur Existenz eines normierten

Zustandspreisprozesses @, d. h. eines stochastischen Prozesses @ € M+ n ., mit @y = 1. Fir

7 Der Alternativsatz tber die Disjunktheit punktierter konvexer Kegel ist formuliert bei Pleier (2021) im mathema-
tischen Anhang auf S. 387-388 und auf der Website www.pleier-r.de. Der verwendete Spezialfall des
Alternativsatzes (iber die Disjunktheit eines linearen Unterraums % zum schwach positiven Orthanten 7/,
entspricht dem Alternativsatz von Stiemke (ber die Ldsbarkeit von homogenen linearen Ungleichungssystemen.

8  Die Bezeichnung Zustands(preis)prozess findet man bei Kremer (2011), S. 41, 175, 177.
® Kremer (2011) behandelt den Fundamentsatz der Preistheorie fiir das Mehrperiodenmodell auf S. 175, 176 und
flr das Einperiodenmodell auf S. 40.
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jedes t € | ist die A-messbare Zustandsfunktion & : Q — R auf jedem A: € 7 = Z(%) positiv
und konstant und somit auch eine Abbildung @ : 1 — [0,c0[. Diese kann von % aus zu einem
MaR

@ FH— [0,00[
auf der o-Algebra # = o( %) bzw. auf dem Messraum (Q, %) fortgesetzt werden: Fir

C= U A, € A=0o(P)

C2Ayer
wird der Funktionswert @&(C) definiert durch
#KC):= > @D(A,) = dic (7 ist endlich bei |Q| = K < o0).
CoA <R

Speziell firC=Q =Ao € Py ist

NQ)= Y @ (A,) =the= A<,

L=

Die Abbildung @ ist auf der o-Algebra % nichtnegativ, o-additiv und mit den Eigenschaften
(D) =0 und A(Q) < co ausgestattet, also ein endliches MaR auf #. Das zugehorige auf #
normierte Maf3

Qt:= A/ AQ)
ist ein Wahrscheinlichkeitsmal} Qt: &= — [0,1] (W-MaB, Q¢(Q) = 1) auf dem Messraum (Q,%).
Diese zu den Zeitpunkten t € | gehdrigen innerhalb des Marktmodells entwickelten (formalen,

synthetischen) W-MaRe Q: werden bei der Interpretation der Bewertung als Diskontierung der
Qt-Erwartungswerte der Zahlungen X; verwendet.

Falls fiir das Marktmodell neben der Arbitragefreiheit (AF) noch die zusatzliche Voraussetzung
(FH) der Existenz von sog. festverzinslichen Handelsstrategien angenommen wird, kann gezeigt
werden, dass jedes W-MaR Q: (t € 1) die Einschrankung des W-MaRes Q := Qr auf die Unter-
o-Algebra % von Fr = Q) (Potenzmenge von Q) ist.° Das W-MaR
Q: Q) —[01]

wird dann das (fir alle t € | einheitliche, simultane) formale W-Mal} des Marktmodells ge-
nannt. Dieses innerhalb des Marktmodells (aus dem Zustandspreisprozess @) entwickelte for-
male W-Mal3 Q hat nichts mit den tatsachlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten der Zustdnde wx
€ Q zu tun. Nachfolgend wird auch noch dargestellt, wann Q als Preismal3, Martingalmal} und
risikoneutrales W-Mal3 bezeichnet werden kann.

Das Preismalf3
Unter der VVoraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der Voraussetzung

(DPE) &' e L(7h) (C e 7= o(R)),

10 Ein Beweis fiir die Existenz des einheitlichen PreismaRes Q wird bei Kremer (2011), S. 198-199, und bei Pleier
(2018), S. 168-170, gegeben. Die Voraussetzung (FH) der Existenz von festverzinslichen Handelsstrategien #t

t=1,..T; n =0 fir s#t Lau@)Aux) =-Ru@)Aux) =- Su(AL) m(AL) =-p L) (Awm)
= Vi) (Aum) = S (An) 7 (ALy) =+ 1 fir Aum € Acsk, Acak € Pr) wird verwendet, um 1) die Existenz der zu

den Zeitintervallen [t-1,t] gehorigen einperiodischen deterministischen AD-Termingeschafte »* = (0,..,0,-
,1,0,..,0)T im Kapitalmarkt %/ mit ihren deterministischen einperiodischen Diskontfaktoren p > 0 zu zeigen, 2)

die Existenz der zu den Zeitintervallen [0,tf] gehorigen deterministischen AD-Kassageschéafte 5‘
= (-d,,0,..,0,1, o,_,,o)T im Kapitalmarkt %/ mit ihren deterministischen Diskontierungsfaktoren d; > 0 zu sichern,
3) die Existenz der deterministischen AD-Papiere ¢' =10 = (0,..,0,1,0,..,0)T im L-Bild L(#) mit ihren Preisen

dr zu gewéhrleisten, 4) die Beziehung di = pi-....or zwischen den Diskontierungsfaktoren di und den
Diskontfaktoren ps (s = 1,...,t) darzustellen und 5) die Existenz des fur alle Zeitpunkte t € | einheitlichen W-
MaRes Q := Qr (mit Q; = Q\T ) zu beweisen.
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dass also das stochastische Arrow-Debreu-Papier'! (AD-Papier, Elementar-Zahlungsprofil, Zu-
stands-Zahlungsprofil, reines, elementares oder primitives Wertpapier, Elementar-Claim, Zu-
stands-Claim, zustandsbedingter Zahlungsanspruch, englisch: state contingent claim)

£ :=1c=(0,.,01c0,.00" € W
(&C =1firs=tundalle w € C, £° =0 fiir s £ t oder w ¢ C) duplizierbar ist, wird der zum
Zeitintervall [0,t] und zum Ereignis C € % gehorige Funktionswert @&(C) = dic als Preis des

AD-Papiers ft’c im Marktmodell realisiert:

HEC) = 073 = Y 3B (A )EC(A,)

s=0 k=1

> @ (A,) = NC) = dic.

CoA eR
Das Mal} dic = @&(C) des Ereignisses C € 7 wird daher als Arrow-Debreu-Preis (AD-Preis),

Zustandspreis'? oder besser Ereignispreis bezeichnet. Das MaR @(C) von C kann auch als
(nicht normiertes) Preismal’ von C bezeichnet werden. Falls bei festem t e | fur alle C € % die

Voraussetzung (DPE'C) erfillt ist, kann das MaB @& : # —s [0,00[ als Abbildung auch als das

zum Zeitpunkt t € | gehorige Preismall bezeichnet werden. Die Bezeichnung des W-Malies
Qt(C) von C als (normiertes oder relatives) Preismal} von C wird unten noch begriindet.

Im Spezialfall C = Aik € 7= Z(F) (t € |, k € {1,....k}) besitzt das stochastische AD-Papier

§= dhmw, =1, =(0.,01,,,0.,0) €
unter der VVoraussetzung
(DPE™) £ e L(#)
den Preis

7(&Y) = @, (A) = dux

Insbesondere wird fir C = Q = Ag € % unter der Voraussetzung

(DPC) ' e L(#n),

dass also das deterministische AD-Papier?3
{'=¢6=1,=(0,.01,0.,0) =(0,.,010,.,0) e W

duplizierbar ist, der zum Intervall [0,t] bzw. Zeitpunkt t gehdrige deterministische (Ereig-
nis-)Preis
(") = Q) = d
im Marktmodell realisiert.
Weiter ist fur ein Elementarereignis C = Atk = {w«} € #r (k € {1,....K}) unter der Vorausset-

11 Die Idee der reinen Wertpapiere geht zuriick auf Gérard Debreu (1921-2004; 1983 Nobelpreis fir Wirtschafts-
wissenschaften, 1976 franzosischer Orden Légion d’honneur) und Kenneth J. Arrow (1921-2017; 1972 Nobel-
preis fir Wirtschaftswissenschaften, 1986 John-von-Neumann-Theorie-Preis).

12 Die Bezeichnung Zustandspreis ist streng genommen nur exakt fiir die Elementarereignisse C = Arx = {on} €

= P(Q) bzw. Zustinde wx € Q mit ihren AD-Papieren &™* und deren Preisen (&%) = @r({w}) = @r(wy)
= Ory = drk.
13 Dem deterministischen AD-Papier ¢' = 1i0 =(0,..,0,1,0,..,0)T des Marktmodells entspricht in der Realitét ein

festverzinsliches Wertpapier (Anleihe, Rentenpapier, Obligation, englisch: bond oder debenture) ohne Kupons
(Zinsscheine), also ohne Zinszahlungen wahrend der Laufzeit. Diese gesamtféallige Anleihe kann sowohl als
Aufzinsungspapier (z. B. Bundesschatzbrief Typ B) als auch als Abzinsungspapier (Nullkuponanleihe, Zero-
bond) vorkommen.
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zung
(DPETH) & e ()
der Preis der charakteristischen Funktion
.
go=1, =(0..01,) ew

des k-ten Zustands wx € 2 gegeben durch

&) = O (@) = Pry=dr.
Daher wird die Komponente @rx (k = 1,...,K) des Koordinaten-Tupels des Zustandspreisprozes-
ses @ als Zustandspreis des k-ten Zustands wx € 2 bezeichnet.

Das zum Zeitpunkt t € | gehdrige und aus den Ereignispreisen dix = @(Atx) bestehende Koordi-
naten-ke-Tupel

@= (0 (A D (A))

der #-messbaren Zustandsfunktion

k
= Zdt,klm
k=1

zur Basis 1A[k (k € {1,...,k}) von k1 kann als Arrow-Debreu-Preisvektor, Zustandspreisvek-

T

A

tor'* oder besser Ereignispreisvektor des Zeitpunkts t bezeichnet werden.
Weiter kann auch das zur Gesamtheit aller Zeitpunkte t € | gehtrige Koordinaten-n;-Tupel
D = (Do, Dy,..., Dn)7

=(LP(A) P (AL 5P (@) P (@)
= (L dy e dyy5e505,, 00 )T € R™
(n1=1+ks+ ... +ke1 + K) des Zustandsprozesses

T Kk
@ =33 dyL,,

t=0 k=1

zur W-Basis ]ﬂ\.k (tel, ke {l,....,k}) als (der zu allen Zeitpunkten t=0,...,T gehorige)

Ereignispreisvektor bezeichnet werden. Der Zustandsprozess @ = (@(w))ei0ece Selbst wird
auch als Zustandspreisprozess bezeichnet.

AuRerdem wird unter der Voraussetzung (DP{') fur alle t | das aus den Ereignispreisen &(Q)
= dt,¢ = dt des sicheren Ereignisses Q € % C % (t € 1) zusammengestellte (T+1)-Tupel

P:= &Q) := (d(Q),...,Dr(Q))" = (do,...,d7)"
deterministischer Preisvektor genannt.

Der mit dem zum Zeitpunkt t = 0 durchgefilhrten Kauf des AD-Papiers &' verbundene Zah-
lungsstrom
£ =-dic-L,, + £°
= (£°-dye, &€, 80,8
= (-6,¢,0,-40,1,0,.,0)" € M
ist genau dann duplizierbar, wenn das AD-Papier &£"© duplizierbar ist: Nach Beweisteil 1b) ist
namlich stets Y := - dic-d® =- die- 1y, € V < L(#h) und damit &'C =Y + & e L(#) genau

14 Die Bezeichnung Zustandspreisvektor ist eigentlich nur exakt fiir das zum Endzeitpunkt t = T gehorige und aus
den Zustandspreisen drx = @r(wk) bestehende Koordinaten-K-Tupel @&r = (@r(ws),. .., Pr(wk))T = (di,...,dik)".
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dann, wenn &£'¢ =-Y + E"C e L(#i) gilt. Unter den Voraussetzungen (AF) und (DPEYC) ist
AY) = -diea((®) =-ticdo = -dic, A EC) =dic, M EYC) = AY) + 2(&*°) =0 und somit £'C

€ M ein stochastisches Kapitalmarktgeschéft. Das Kapitalmarktgeschéft ft'c wird hier als das
zum AD-Papier £ gehorige stochastische Arrow-Debreu-Kassageschaft (AD-Kassage-

schaft) bezeichnet. Die positive Konstante

dic = &(C)
wird auch als der zum Zeitintervall [0,t] und Ereignis C € % gehorige stochastische Diskontie-
rungsfaktor bezeichnet. Weiter ist dann

aic = 1/dt,c
der zugehorige stochastische Aufzinsungsfaktor und

itc=aic-1=1dic-1
der zugehorige stochastische Zinssatz. Der Diskontierungsfaktor dic existiert dann im Kapital-
markt %/ des Marktmodells in dem Sinne, dass mit Hilfe des zugehdrigen Kapitalmarktgeschafts
f“c € M eine zum Zeitpunkt t € {1,....,T} und im Ereignis C e % stattfindende Zahlung X
= 75° =ylic (y € R) tatséchlich auf eine gleichwertige sichere Zahlung im Zeitpunkt s =0

transponiert bzw. abgezinst werden kann: Aus dem Zahlungsprofil X = y-1tc mit dem Preis z(X)
= yr(EY°) = ydic erhdlt man namlich durch Kombination (additive Ergénzung, Glattstellung,

Replizierung) mit dem Kapitalmarktgeschaft Z := - &' = (ydic,0,..,0,-41¢,0,..,0)T € M das
Zahlungsprofil
Y =X+ Z=(ydic,0,...,0)" = ydicloo

mit dem gleichen Preis «(Y) = ydic = #(X). Ebenso steht der Aufzinsungsfaktor a:c im Kapital-
markt %/ zur Verfigung, da mittels Z° = + ;/a[’cft'c = (+,0,..,0,ya1c1c,0,..,0)T € M eine im Zeit-
punkt s = 0 sicher stattfindende Zahlung y = Xo = Xo(€2) € R auf eine gleichwertige zum Zeit-
punkt t € {1,...,T} und im Ereignis C e % stattfindende Zahlung yatc transponiert bzw. aufge-
zinst werden kann.

Im Spezialfall C = Atk € 7 erhdlt man unter der Voraussetzung (DPEYK) das stochastische Kapi-
talmarktgeschéft

EY = (-dy0.1,,,0..0) & M
und im Spezialfall C = Q = Ag € 7 unter der Voraussetzung (DP(") das festverzinsliche (deter-
ministische) Kapitalmarktgeschaft

£t =(-d,0,.,010,.,0) e ™
mit dem deterministischen Diskontierungsfaktor d: = &(Q).

Sind die beiden Voraussetzungen (DPEYC) und (DPE) erfiillt, so ist der normierte Ereignispreis
Q(C) = aCY (@) = #(&)/ =(¢")
von C der Anteil des Ereignispreises &(C) des Zeitpunkts t und Ereignisses C € % am determi-

nistischen Ereignispreis &(2) des Zeitpunkts t, also der relative Ereignispreis zu t und C in Be-
zug auf den deterministischen Ereignispreis des Zeitpunkts t. Daher kann dann das oben defi-

nierte W-MaR Q,(C) des Ereignisses C auch als das zum Zeitpunkt t gehorige (relative, nor-

mierte) Preismaf3 von C bezeichnet werden. Zu festem t € | kann bei Gultigkeit der VVorausset-
zung (DPEYC) fiir alle C e % auch das fiir alle C e % definierte und innerhalb des Marktmodell

entwickelte (formale, synthetische) W-MaR Q:: # — [0,1] als das zum Zeitpunkt t gehdrige
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(relative) Preismal} bezeichnet werden. Diese Bezeichnung von @(C) als Zustands-, AD- oder
Ereignispreis und von Q,(C) als PreismaB wird oft auch noch ohne das Vorliegen der entspre-
chenden Voraussetzungen verwendet.

Unter den Voraussetzungen (AF) und (FH) ist auch (DPZY) fiir alle t e 1 erfiillt!® und jedes W-
MaR Q: (t € I) ist die Einschrankung des W-MaRes Q := Qr auf die Unter-c-Algebra % von #r
= MQ).% Es wird jetzt noch vorausgesetzt, dass fiir alle Zeitindizes t € | und alle Ereignisse C
e & C Fr = ?AQ) auch die Bedingung (DPE'©) erfilllt ist. Dies ist gleichbedeutend dazu, dass

alle 70-Basisvektoren W, ha, = YA = JT’,\k (tel, ke {l,.. kJ}) im Bildraum L(#\) liegen, also

die Vollstandigkeit (VS) des Marktmodells vorliegt.!” Unter den Voraussetzungen (AF), (FH)
und (VS) kann dann das (fir alle t € | einheitliche, simultane) formale W-Mal}
Q: NQ) —[01]

auch als PreismalR des Marktmodells bezeichnet.

Das MartingalmafR

Anmerkung zur bedingten Erwartung

Fur den im Mehrperiodenmodell vorliegenden Fall eines gefilterten W-Raum (Q,(%):e1,Q) mit den o-Algebren
Fo={0,Q}, Fr = TQ), dem endlichen Zustandsraum £ und dem auf den Ereignissen As € s (s < |) positiven W-
Mal Q : Q) — [0,1] wird fur eine F-messbare Zustandsfunktion X; und die Unter-o-Algebra 7% von % (s <t) die
bedingte Erwartung von X; unter der Hypothese 7 (bzw. beziiglich % oder gegeben %) folgendermalen definiert:

1
EZ(X,) = Eo(X|%) = —— > X, 1
F(X) = Eo(X|F) g aw & (A)Q(A) |1,

Die bedingte Erwartung
Ys = EQ(X1|7:5) = Z Ys(A;):I-AS

AP,
ist also die 7#-messbare Zustandsfunktion Ys, deren Funktionswerte
Ys(A )—— X (A)Q(A) = Eo(X(|A) (As € 7)
S S, Q(&) Q%As | S S,

jeweils durch den bedingten Erwartungswert EQ(XI|AS) von X: unter der Bedingung (Hypothese) As gegeben sind.*®

Die bedingte Erwartung Ys = EQ(Xt|(FS) lasst sich aulerdem charakterisieren als die eindeutig bestimmte Z-mess-
bare Zustandsfunktion Ys mit der Eigenschaft

Eo(Y,-1.) = Eo(X,-1.) firalle C e %,
Speziell fiir C = Q erhalt man die Aussage E,(Y,) = E,(X,). Dabei ist fir jede %-messbare Zustandsfunktion

Z:Q — R, die hier im Fall eines endlichen © und damit einer endlichen Partition % = Z(#) € & c P(2) auch Q-
integrierbar (beziiglich des W-MaRes Q auf % bzw. auf 7 = 9(Q)) ist, der Q-Integralwert

15 Einen Beweis dafiir, dass (FH) hinreichend fiir (DPCY) ist, findet man bei Pleier (2018), S. 164-165.

16 Ein Beweis fir die Existenz des einheitlichen PreismafRes Q wird bei Kremer (2011), S. 198-199 und bei Pleier
(2018), S. 168-170 gegeben.

17 Eine Begriindung fir die Charakterisierung der Vollstandigkeit durch die Bedingung (DPEC) Vtel, C € %
findet man bei Pleier (2018), S. 154.

18 Wegen der #- bzw. #-Messharkeit von X; ist namlich Xi(Ay) = Xi(w) fir o € A; € 7. Da Q = Qr ein W-MaR auf

Z X (A)Q(A)

A

der endlichen o-Algebra 7 = 9(Q) ist, gilt noch Q(A) = ZQ({a)}). Damit ist Q(&)
weh

Q(AS) Y X (@)Q(w) = Q(l&) J X.dQ der bedingte Q-Erwartungswert E,(X,|A)von X; unter der Bedin-
wel A

gung As.
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Eo(2) = [2dQ = Y Z(A)Q(A) = X Y Z(0)Q{e}) = 3 Z(@)Q(w)

Ae? A€eR weh we2

der Erwartungswert von Z beziiglich des W-MaRes Q.
Speziell fir s = 0 ist %= {®,Q}, o = 2(%o) = {€} und damit die bedingte Erwartung von X; bezliglich % gleich dem

Erwartungswert von X

Eo(X,|%)

> (—1 Y X, (A)Q(/\)]-lAS

A=02 Q(A) =
= 2 X (A)QAA) = Eo(X) .
Aer,

Mittels der bedingten Erwartung wird der Begriff des Martingals definiert. Ein an die Filtration F = (%)t adaptier-
ter reellwertiger stochastischer Prozess X heif3t ein Martingal oder #Martingal, wenn er die folgende Eigenschaft
besitzt:

EQ(XS+1|'FS) =Xs firs=0,...,T-1.
Mit der oben angegebenen charakterisierenden Eigenschaft der bedingten Erwartung erhélt man hier speziell fur
C=20, 1, =1die Aussage E,(X,,,) = E,(X,), so dass der Erwartungswert E,(X,) der Zustandsfunktionen X

fur alle t | konstant ist: Mit vollstdndiger Induktion ergibt sich namlich E,(X,) = E,(X,) = Xo. Fiir ein Martin-

gal X erwartet man also insbesondere, dass der zukiinftige Wert im Mittel mit dem heutigen Wert (ibereinstimmt,
also die Vorausschau nach dem Prinzip ,,Morgen wird wie heute sein* erfolgt. A

Unter der Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der Bedingung (FH), also der Existenz
von festverzinslichen Handelsstrategien, lasst sich die zum j-ten Finanzinstrument S! und zum

festen Zeitpunkt s e | gehorige diskontierte Preis-Zustandsfunktion M/ := d_S! darstellen als
Summe der bedingten Erwartung der zu einem festen spéteren Zeitpunkt t > s gehorigen diskon-
tierten Preis-Zustandsfunktion M/ = d.S/ und der bedingten Erwartung der diskontierten Divi-

denden-Zustandsfunktionen y) := d.5) des Zeitintervalls [s+1,t]:

. t )
dsi = EZ(dS!) + Y EF(ds))  furs<t
i=s+1

Im Spezialfall eines dividendenlosen Finanzinstruments SJ (61 = 0) ist der diskontierte Preispro-
zess M! = (M), =(dS/),, ein Martingal beziiglich des formalen W-MaBes Q und der

Filtration 7 = ()t des gefilterten W-Raums (Q,(%)te1,Q):
d;S! = Ex(d,S)) firs<t.

Durch die zusatzliche Voraussetzung (FH) ist auch (DP{') fiir alle t e | gesichert, so dass fir alle
t € | im Kapitalmarkt 2/ des Marktmodells tatséchlich die deterministischen AD-Kassageschafte

5‘ mit ihren deterministischen Diskontierungsfaktoren d; zur Verfiigung stehen.?® Aufgrund die-

ser Martingaleigenschaft wird das formale W-MalR Q auch MartingalmaR genannt. Der Zusam-
menhang zwischen der Arbitragefreiheit und der Martingaleigenschaft der dividendenlosen dis-
kontierten Preisprozesse wurde im Jahr 1979 von Harrison und Kreps gefunden.

Das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmaf}
Es sei wieder die Arbitragefreiheit (AF) und die Bedingung (FH) der Existenz von festverzinsli-
chen Handelsstrategien #' (t=1,...,T) vorausgesetzt. Damit ist auch im Kapitalmarkt X/ die

Existenz der zu den Zeitintervallen [t-1,t] gehorigen einperiodischen deterministischen AD-Ter-
mingeschafte

19 Ein Beweis fir die Martingaleigenschaft der dividendenlosen diskontierten Preisprozesse wird bei Kremer
(2011), S. 185-205, und bei Pleier (2018), S. 178-182, gegeben. Die Voraussetzung (FH) wird dabei verwendet,

um die Existenz des fir alle Zeitpunkte t € | einheitlichen W-Mafes Q := Qr (mit Q; = Q|¢ ) zu sichern.
20 Einen Beweis dafiir, dass (FH) hinreichend fur (DP{) fir alle t € 1 ist, findet man bei Pleier (2018), S. 164-165.
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1 =(.,.,0,-2,1,0,..,0)7
mit ihren deterministischen einperiodischen Diskontfaktoren ot > 0 gesichert. Weiter ist im Ka-
pitalmarkt %/ die Existenz der zu den Zeitintervallen [0,t] gehorigen deterministischen AD-

Kassageschéfte
' =(-d,0,.,010,.,0)"
mit ihren deterministischen Diskontierungsfaktoren d¢ > 0 gesichert und es gilt

de=pr-....pn
Aus der Martlngalelgenschaft eines diskontierten dividendenlosen Finanzinstruments S/ lasst

sich nun die Aussage herleiten (Beweis folgt unten), dass fur alle dividendenlosen Finanzinstru-
mente S! (im Fall SSj # 0) die bedingte Erwartung der im Zeitintervall [s,s+1] auftretenden
stochastischen Rendite
S
rsj+1 = sg,
bezuglich des formalen W-Malies Q unter der Hypothese % gleich ist und mit dem zum Zeitin-
tervall [s,s+1] gehorigen risikolosen (deterministischen) Zinssatz rs+1 Ubereinstimmt:
E¢ ( s+l) = Is+1.
Demzufolge ist dann (nach der obigen Bemerkung zur bedingten Erwartung speziell fir C = Q)
auch noch der Q-Erwartungswert der stochastischen Rendite rsj+1 (bezuglich dem auf {Q)
gegebenen W-MaR Q) gleich dem deterministischen Zinssatz rs.1:
EQ( 5+1) =E (E¢( +1)) = EQ(rs+1) = Is+1.
Aus diesem Grund wird das W-Mal? Q auch risikoloses bzw. risikoneutrales Wahrscheinlich-
keitsmal3 genannt.

SJ

Beweis: Es seienj e Jund s € {0,...,T-1} mit 57+ 0 und S} # O fest fixiert. Mit den Eigenschaften?! der bedingten
Erwartung erhélt man speziell fUr t = s+1 zunéchst die Gleichung

0= (E(d,;SL,)-d.8))/d,, (do/dsi1 = L prer = Qo1 = 1 + Feva)
= EF(SJy) - a..8) = EZ(S),) - S - 1.8/ (S Fe-messbar, EZ(.) linear)
= Eg(S),-8)) - r.s!.
Fur den Zs:1-messbaren Zuwachs
Asj+1 - Ss+1 S]

ist also die bedingte Erwartung beziiglich des formalen W-MaRes Q unter der Hypothese 7 gegeben durch
Zs:= EF(A,) = r,.S).

Da die Zustandsfunktion S} Z-messhar und somit auf jedem As e % konstant ist, ist auch die Zustandsfunktion
1/S) imFall S} # 0 auf jedem As e 7 konstant und damit #-messbar. Daher ist die im Zeitintervall [s,s+1] auftre-
tende stochastische Rendite
rlo= Ssj+1 SJ - Asj+1

s+l ° SSJ SS]
des Finanzinstruments Si als Produkt?? der .,-messbaren Funktionen A, und 1/S! ebenfalls %.:-messbar und
ihre bedingte Erwartung Rs := EZ (r.),) beziiglich des W-MaBes Q unter der Hypothese 7 ist gegeben durch die

Funktionswerte

2L Eigenschaften der bedingten Erwartung findet man z. B. bei Bauer (2002) WT, S. 120-127, 140, Deck (2006),
S. 121f, und speziell fur endliches £ und positives W-MaR Q bei Kremer (2011), S. 378, 382f.

22 Nach Bauer (1992) MI, S. 59, Satz 9.4 ist fiir zwei A-messbare numerische Funktionen f, g: 2 — R auch das
Produkt f-g A-messbar. Fir endliches Q kann die A-Messbarkeit des Produkts f-g auch mit der Konstanz von f-g
auf jedem A e ? = Z(A) geschlossen werden.
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_ 1 .
Rs(As) = EQ(rsJﬂ A) = @-ASZAS i (ALQ(AL) = Q(&) ASZAS Assﬁi'}g)l)Q(&ﬂ)
P NEM
= @ZS(A) = Is+1 (As € 175)

Somit ist die bedingte Erwartung Rs = Ej (r),) der stochastischen Rendite rl

s+1

gleich der im Marktmodell
vorliegenden deterministischen (risikolosen) Rendite rs.1:
E7: (r +l) Fs+1.

Weiter ist dann auch der Q-Erwartungswert der Rendite r.), gleich dem deterministischen Zinssatz rs:1:2

Eo(rl) = D rl(o)Q) = Y, > tL(AQA.)

we Ay AachA
As+1EWs+1
= > R(A)QA) =1, > Q(A)
AEPy Ae?,
= s+, O

Unter den Voraussetzungen (AF) und (FH) (letztere sichert auch die Existenz des deterministi-
schen Preisvektors P := (do,...,dr)" bzw. die Existenz der zugehorigen deterministischen AD-

Kassageschéfte g: ' im Kapitalmarkt %/ des Marktmodells) erfolgt also die Bewertung aller du-
plizierbaren Zahlungsprofile X € L(#n) € W durch die Barwertberechnung (Diskontierung) mit

dem Preisvektor P fir die Q-Erwartungswerte der Zustandsfunktionen X; beztglich des sog. risi-
koneutralen W-MaRes Q:%

0 = 27X = 330 (AX, (A) = 3430 (A)X (A)

t=0 k=1

_Zd -E (X)—Zd Eo(X,)
= PTEQ(X) BT(EQ(X) P)
mit Eq(X) := Eqo((Xo,....X1)T) := (Eo(X,).,..., Eg(X;))T € R™ Diese so genannte risikoneut-

rale Bewertung mit dem formalen W-MaR Q wurde bei der Untersuchung des zeitkontinuierli-
chen Black-Scholes-Merton-Modells von Cox und Ross im Jahr 1976 entdeckt.

Literatur

Bauer H. (1992), Mal3- und Integrationstheorie, Walter de Gruyter Verlag, Berlin New York,
2. Auflage, ISBN 978-3-11-013625-8

Bauer H. (2002), Wahrscheinlichkeitstheorie, Walter de Gruyter Verlag, Berlin New York,
5. Auflage, ISBN 978-3-11-017236-2

Kihn C. (2016), Stochastische Finanzmathematik, VVorlesungsskript der Johann Wolfgang
Goethe-Universitat Frankfurt am Main;
http://www.math.uni-frankfurt.de/~ismi/kuehn/stochfinance.pdf Stand: 15.08.2016.

2 Diese Aussage ergibt sich auch aus einer Eigenschaft der bedingten Erwartung ES(X) einer Q-integrierbaren
A-messbaren Funktion X : Q — R unter der Hypothese ¢ (4 o-Algebra in Q, ¢ Unter-o-Algebra von 4, Q W-
Mal auf A), ndmlich dass der Q-Erwartungswert der bedingten Erwartung mit dem Q-Erwartungswert der Funk-
tion Q-fast sicher Ubereinstimmt: Eq( ES(X)) = Eo(X) Q-f.s.

24 Diese Interpretation der Bewertung nach dem Duplikationsprinzip findet man beim entsprechenden Thema die-
ser Website oder bei Pleier (2018), S. 203-205.

© 2015 Rudolf Pleier D-92694 Etzenricht


http://www.math.uni-frankfurt.de/~ismi/kuehn/stochfinance.pdf

Mehrperiodenmodell 25

Deck T. (2006), Der It6-Kalkdl, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, ISBN 978-3-
540-25392-1

Kremer J. (2011), Portfoliotheorie, Risikomanagement und die Bewertung von Derivaten,
Springer, Berlin Heidelberg, ISBN 978-3-642-20867-6

Pleier R. (2021), Finanzmathematik, 2. Auflage, Tredition, Hamburg.
Pleier R. (2018), Diskrete stochastische Finanzmathematik, Pro Business, Berlin.



