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Die Beurteilung eines Zahlungsstroms X = (Xo,X1,...,X,)" € R hinsichtlich seiner Vorteil-
haftigkeit mit Hilfe der klassischen Methode des internen Zinssatzes (MIZ) verwendet ei-
nen festen, fiir alle Zinsperioden [k-1,k] (k= 1,...,n) der Laufzeit n € N konstanten und nicht
(in Haben- und Sollzinsfaktor) gespaltenen Kalkulationszinsfaktor ¢ = gx > 0 und einen eben-
falls auf die Zinsperioden bezogenen einzelnen internen Zinsfaktor go = gin(X) des Zahlungs-
stroms X. Als ein eingeschriankter Anwendungsbereich dieser MIZ wird in der Literatur gerne
die Menge der Verrechnungskonto-Zahlungsstrome (VK-Zahlungsstrome, sog. isoliert
durchfiihrbare Zahlungsstrome) X angegeben, die jeweils auf einem fiktiven Konto mit dem
internen Zinsfaktor ¢»(X) als Kontozinsfaktor verrechnet werden konnen, sodass die Konto-
stinde C; wihrend der Laufzeit keinen Vorzeichenwechsel aufweisen und der Kontoendstand
C, gleich Null ist. Fiir diese VK-Zahlungsstrome X ist die MIZ konsistent zur Kapitalwertme-
thode (KWM) und der jeweilige interne Zinsfaktor ¢;,(X) auch noch 6konomisch interpre-
tierbar als der Kontozinsfaktor eines Verrechnungskontos. Spezialfille der VK-Zahlungs-
strome sind die reguldren Zahlungsstrome und die Normalzahlungsstrome. Eine Verall-
gemeinerung der VK-Zahlungsstrome speziell mit positivem VK-Zinsfaktor wird durch die
NU-Zahlungsstrome gegeben, die genau einen positiven internen Zinsfaktor aufweisen, der
noch eine Vorzeichenwechselstelle der Endwertfunktion ist.

Bei der ndheren Untersuchung der VK-Zahlungsstrome X bzw. der zugehorigen Endwert-
funktionen E,(X,q) trifft man auf die Begriffe Quotientenpolynome, Horner-Schema und
Horner-Schema-Polynome, die hier nachfolgend eingehender behandelt werden. Insbesondere
wird auch eine Aussage iiber die Vielfalt der Verrechnungskontozinsfaktoren (VK-Zinsfakto-
ren) eines Zahlungsstroms hergeleitet.

Zum Anwendungsbereich der MIZ mit der ihr eigenen Verwendung eines einzelnen internen
Zinsfaktors ist anzumerken, dass dieser noch auf die Menge der NU- und NF-Zahlungsstrome
(Definition bei Pleier 2021, S. 293, 301) erweitert werden kann. Dabei wird bei der Begriin-
dung der MIZ fiir die NU-Zahlungsstrome aber schon deutlich, dass hierbei tatsdchlich die
Vielfachheiten der internen Zinsfaktoren eine entscheidende Rolle spielen. Eine genauere Un-
tersuchung dieses Gesichtspunkts fiihrt dann zu einer auf ganz R™! universell anwendbaren
Verallgemeinerung der Methode, ndmlich zur ,Methode der Vielfachheiten der internen Zins-
faktoren (MVIZ)‘. Damit ist das Mysterium des eingeschrinkten Anwendungsbereichs der
Methode des internen Zinssatzes gelost.

1 Horner-Schema, Horner-Schema-Polynome und Quotienten-
polynome

Die Quotientenpolynome stehen in enger Beziehung zu den Horner-Schema-Polynomen und
zur Taylorentwicklung. Die Wechselbeziehungen werden nachfolgend hergeleitet. Als An-
wendung der dabei auch fiir die k-ten Ableitungen der Horner-Schema-Polynome erhaltenen
Rekursionsformel konnen diverse Eigenschaften fiir einen positiven Darlehenszinsfaktors
bzw. positiven Anlagezinsfaktor hergeleitet werden.
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Ausgangspunkt der Betrachtungen ist ein Polynom P,(g) n-ten Grades, das finanzmathema-
tisch als Endwertfunktion E.(q) = E«(X,q) eines Zahlungsstroms X = (Xo,Xj,...,X,)" € R"'!
(Xo # 0) zum Kalkulationszinsfaktor ¢ angesehen werden kann:

Pu(q) = En(q) = Ex(X,q) = Xog" + X1g"" +... + Xu1q + Xo.
Der Polynomwert P,(q) = Eu(q) kann hinsichtlich des Rechenaufwands effizienter rekursiv
mittels des sog. Horner-Schemas' und der zugehérigen j-ten Horner-Schema-Polynome
Ej(g) berechnet werden:

Eo(q) = Xo,
Efq) =Ei(g)rqtX
=Xof + ..+ X G=1,...n),

Pn(q) =En(Q) = (((qu +Xl)‘q +X2)‘q + )q + X,

Statt der 2 - 1 rechnerisch aufwendigeren Multiplikationen? und der » Additionen bei der ex-
pliziten Berechnung des Polynomwerts P,(g) hat man bei rekursiven Berechnung nach dem
Horner-Schema nur n» Multiplikationen und » Additionen, also einen geringeren Rechenauf-
wand.

Die Horner-Schema-Polynome konnen auch als spezielle Quotientenpolynome angesehen
werden: In absteigender Reihenfolge (j =n, n-1, ..., 1) ergibt sich ndmlich das (j-1)-te Hor-
ner-Schema-Polynom Ej.1(g) als das zur Stelle go =0 gehorige Quotientenpolynom des j-ten
Horner-Schema-Polynoms Ej(g). Mit E;(0) = X; gilt ndmlich
E(@)-X. E(q-E.(0
Ei(q) - (@-X, _ E(q9)-E(0)

q-0

G=n,...,1;qg#0).

Die Koeftizienten des Polynoms Ej(g) sind dabei die ersten j+1 Koeffizienten Xi (k=0,...,))
des Polynoms P.(q) = En(q).

Allgemeiner lassen sich zu einer beliebig vorgegebenen Stelle go € R ausgehend vom Poly-
nom

Pu(q) = Xoq" + X1g"" +..+ X, (Xo #0)
und vom speziellen Polynomwert P,(qo) in absteigender Reihenfolge fiir m =n, n-1, ..., 1
sukzessive die Quotientenpolynome

L@ -P(q) _ X oty moio
Pui(q) = Pui(g;q0) = 22— = Za; Dy
q-94 =0
IR AR R AR (m=n,...,1; q # qo)
vom Grad m-1 bilden. Umgekehrt hat man bei bekanntem Quotientenpolynom Pp.-1(g) und

Funktionswert P,(qo) des Quotientenpolynoms Pn(g) (m = 0,...n) an der Stelle go auch in auf-
steigender Reihenfolge eine Rekursionsformel fiir das Quotientenpolynom P, (g):

! Das Horner-Schema und die Horner-Schema-Polynome sind benannt nach dem englischen Mathematiker

William George Horner (1786—1837). Die vom englischen Mathematiker Augustus De Morgan (1806-1871)
nach Horner benannte Rechenvorschrift zur Berechnung eines Polynomwerts bei wesentlich geringerem Re-
chenaufwand wurde aber schon 15 Jahre vorher im Jahr 1804 vom italienischen Mathematiker Paolo Ruffini
(1765—1822) veroffentlicht und war auch schon viel frither bekannt, ndmlich dem chinesischen Mathematiker
Jia Xian im 11. Jahrhundert, dem irakischen Mathematiker As-Samaw'al ibn Yahya al-Maghrib1 im 12. Jahr-
hundert und dem chinesischen Mathematiker Zhu Shijie im Jahr 1303. Eine Darstellung des Horner-Schemas
findet man beispielsweise im Duden (1985), S. 270-272.

Fiir die Bildung der Potenz ¢*> wird eine Multiplikation, fiir ¢> eine weitere Multiplikation mit ¢ usw. beno-
tigt. So werden fiir die Bildung der Potenzen ¢, ¢°, ..., ¢" insgesamt n - 1 Multiplikationen durchgefiihrt.
AnschlieBend werden fiir die Multiplikation der Potenzen ¢, ¢, ..., ¢" mit den Koeffizienten X; noch n weite-
re Multiplikationen bendtigt. Bei der expliziten Berechnung von P,(q) kommen zu den 2n - 1 Multiplika-
tionen dann noch n Additionen fiir die Aufsummierung der n+1 Monome Xjg"/ (j=0,...,n) hinzu.
Insgesamt benétigt man fiir die explizite Berechnung 3n -1 Rechenoperationen, fiir die rekursive
Berechnung nach dem Horner-Schema dagegen nur 2n Rechenoperationen.
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Pu(q) = (q - q0)Pn-1(q) + Pu(qo) (m=1,...n).
Durch Koeffizientenvergleich® dieser auf den beiden Seiten der Gleichung stehenden Poly-
nome

Pm(q) _ Za(m) m—j
und

m—1
(g - 40)Pm1(q) + Pu(go) =(q-q0)D_a\""q"" + Pu(qo)

j=0
m—1

_ (m=1) _m-—, (m l) m—

=>a\"g" - Z% 7+ Pulqo)
=0

erhilt man fiir die Koeffizienten der Potenzen g™ (j = O,. . .,m) die Gleichungen
@ =,
a}”’) :aﬁ”’*” 904, at" ™" G=1,...,m-1),

a," == qua,"" + Pn(qo).

Durch Auflésen des gestaffelten linearen Gleichungssystems nach den Koeffizienten a(m K

(7 =0,1,...,m-1) erhdlt man die folgende Rekursionsformel zur Berechnung der von der Stel-

"= a"(q,) des Quotientenpolynoms Pu-1(q)

le go abhingigen Koeffizienten q;,
= Pm-1(q;q0) und des ,,Divisionsrestes™ Pn(qo) aus den Koeffizienten a " des vorhergehenden

Polynoms Pn(q) (m = n,...,1):

=]l _ . _ _
¢w>-@m(_ =l = Xo=0),

(m ) o P (qO) q,a" (m 1)+a(m)

Dabei sind speziell fiir m = n die a}”) =X; (j=0,1,...,n) die Koeffizienten des Ausgangspoly-

noms P,(q) = Ex(g). In der schematischen Darstellung der Abbildung 1 fiir diese Rekursions-
formel, die als das zum Polynom P,.(g) und zur Stelle qo gehorige (einfache) Horner-Schema

bezeichnet wird, befinden sich die Koeffizienten a " des Polynoms P(q) in der ersten Zeile
und die Koeffizienten a ) des Polynoms P..-1(¢) und der Funktionswert P.(go) in der dritten
Zeile. Dieses Horner-Schema dient hier zur rekursiven Berechnung des Polynomwerts P.(qo)

. . . . —1
iiber die Zwischenergebnisse a;'" )

Pm (m) (m) (m) (m) (m)
(q) aO al aZ am 1 am
+ (m 1l (m— 1)1 1)1 (m 1]
l /ﬂo Cl /'q Cl d qo-d m—2 v /v qo Cl i
qo- ‘ am "> aD Pm(qo)

Abb. 1 Horner-Schema fiir das Polynom P,(q) und die Stelle ¢ = go zur Berechnung des Polynomwerts P,,(qo)
iiber die Zwischenergebnisse a\"™ (j=0,...,m-1).

3 Den Koeffizientenvergleich bzw. Identitdtssatz fiir Polynome findet man beispielsweise bei Hildebrandt

(2006), S. 164, Kor. 2, und Kéhler (2006), S. 217f, Kor. 15.9 u. Satz 15.10.
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Speziell fiir m = n wird in der nachfolgenden Abbildung 2 das Horner-Schema fiir die Be-
rechnung des Polynomwerts P,(qo) des Ausgangspolynoms P,(q) an der Stelle go iiber die

Zwischenergebnisse aﬁ"‘l) (7 =0,...,n-1) dargestellt. Die Koeffizienten aj"_” des Quotienten-

polynoms P,.1(q) geniigen dabei der Rekursionsformel
a(n—l) :XO,

al" =qa""+ X, G =1,..,n-1),
a = Puqo) = gl + X,
welche mit der obigen Rekursionsformel der Horner-Schema-Polynomwerte Ej(g) an der Stel-
le go Gibereinstimmt. Demnach stimmen die Koeffizienten aﬁ”_l) = aﬁ"‘“(qo) des Quotienten-
polynoms P,.1(g) mit den speziellen Horner-Schema-Werten Ej(qo) tiberein:
a"" = E(qo) fiirj=0,...,n-1,
Pu(q0) = g0, + X, = En(qo).

H(Q’) Xz X1 X
l q(] a(;u li /q“_ al(w—lﬂ o . C]u a,(,i 1) l ) q() a,{,”ll)
v / = A

qU L]H ’ X “[” . =E (qO) v o - a :1”11] =E n I(qu) ”(qo)

Abb. 2 Horner-Schema fiir das Polynom P,(q) und die Stelle ¢ = go zur Berechnung des Polynomwerts P.(qo)
tber die Zwischenergebnisse «!"™" = E{qo) (j=0,...,n-1).

Eine Anwendung dieser Eigenschaft fiir den Index m = n, also der Beziehung a;”_l) = Ej(qo),

erfolgt im Abschnitt 7.1 beim Beweis der Charakterisierung eines Verrechnungskontozins-
faktors (VK-Zinsfaktors) go von E,(g), d. h. einer Stelle go € R mit

Enx(go) =0, E(q0) = (Eo(q0),..., Ex(q0))" <O oder >0 =(0,...,0),
durch das Auftreten von Quotientenpolynomkoeffizienten a " ohne Vorzelchenwechsel

Als Folgerung erhdlt man hieraus noch die notwendige Nichtpositivitit der weiteren reellen
Nullstellen der Endwertfunktion £,(g) neben einem VK-Zinsfaktor go von X bzw. E.(g). Au-
Berdem wird eine Aussage iiber die Vielfalt der VK-Zinsfaktoren gefolgert.

Finanzmathematische Interpretation der Horner-Schema-Polynomwerte und der Quoti-
entenpolynomwerte
Die Horner-Schema-Polynomwerte

Ej(q) = EfX.q) = Ej-1(9)-q + X (Eo(g) =Xo; 7 =1,...,n)
zu einem Zahlungsstrom X € R""! und einer Stelle ¢ € R lassen sich interpretieren als die
Kontostdnde eines neu angelegten fiktiven Verrechnungskontos mit dem Kontozinsfaktor g,
auf welches zu den Zeitpunkten ¢ = die Zahlungen X; eingezahlt werden. Da in der Banken-
praxis im Allgemeinen der Haben- und Sollzinsfaktor eines Kontos sich unterscheiden, ist
diese Deutung der Ej(q) als Kontostéinde zu einem nicht gespaltenen Kontozinsfaktor ¢ reali-
tatsndher, wenn sie keinen Vorzeichenwechsel aufweisen:

E(q) = (Eo(Q),..., Ex(q))T > O oder < O.

Allgemeiner konnen auch die zu einem Zahlungsstrom X € R”"! und zu Stellen go, ¢ € R ge-
bildeten Quotientenpolynomwerte

Pu(q) = Aq-Pm-1(q) + Pm(qo) (Po(q) = Xo; Ag=¢q - qo;m=1,...,n)
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als die Kontostidnde eines Verrechnungskontos interpretiert werden, das den Kontozinsfaktor
Agq verwendet und auf welches die Zahlungen Y, := Pu(qo) zu den Zeitpunkten ¢ = m einge-

zahlt werden. Fir die realitdtsndhere Interpretation wird noch ein Vorzeichenwechsel der
Kontostédnde P (g) ausgeschlossen:
P(q) = (Po(q),..., Pu(q))T = O oder < O.

Im Spezialfall go=0 erhdlt man wieder die Aussage fiir die Horner-Schema-Polynome
Pu(q;90=0) = En(q).

2 Horner-Schema-Polynome der Quotientenpolynome
Ausgehend von dem zum Polynom P,(¢g) und zur Stelle go € R gehorigen Quotientenpolynom

Pu(q) berechnen sich nun fiir beliebiges m € {n, n-1, ..., 1} die zum Polynom P,(q) bzw.
dessen Koeffizienten aﬁ.'") (=0,...,m) und der Stelle g gehdrigen Horner-Schema-Polynom-

werte H;'”) (¢) (G=0,1,...,m) nach der folgenden Rekursionsformel:
H{"(q) = ay" (=Xo),
H](.m)(q) = q.H;inl)(q) + a;m) =a"g+a"g ..+ aﬁm) G=1,....m),
H\"(q) = Pn(q)-

Die Horner-Schema-Werte H](m) (@) (j=0,1,...,m) findet man also in der dritten Zeile des

zum Polynom P,(q) und zur Stelle ¢ gehorigen Horner-Schemas, das man erhilt, wenn man
in Abbildung 1 die Koeffizienten aﬁ’")(qo) ibernimmt und go durch ¢ ersetzt.

Speziell fiir den Index m = n sind wegen aﬁ.”) = X; die zum Ausgangspolynom P.(q) = En(q)

und zur Stelle g gehorigen Horner-Schema-Polynomwerte H;")(q) gleich den oben angege-
benen Ej(q) (siche Abbildung 2 mit g statt go):
H{"(q) = E(9) (G=0,1,...n).

Spezialfall: Die zur speziellen Stelle ¢ = go und zum Polynom P,.(q;q0) bzw. dessen Koeffizi-
enten aﬁm) (q,) (j=0,...,m) gehorigen Horner-Schema-Werte Hﬁm)(qo) werden in obiger Ab-

bildung 1 in der dritten Zeile berechnet und sind daher gleich den Koeffizienten aﬁm_l) des
Quotientenpolynoms P.-1(q):

Hj(‘m)(qo) _ aﬁm—l) G=0,1,...,m-1).
Der m-te Wert ist H"(q,) = Pu(qo).
Speziell fiir m =n gehéren zum Polynom P,(g) bzw. dessen Koeffizienten X; die Horner-
Schema-Werte H 5-")(%) =Ej(q0) (j=0,...n).

Fiir den Spezialfall go =0 wurde oben in Abschnitt 1 bereits das (j-1)-te Horner-Schema-
Polynom Ej.i(q) als das zur Stelle go =0 gehorige Quotientenpolynom des j-ten Horner-
Schema-Polynoms Ej(g) interpretiert. Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ergibt sich
daher ausgehend vom Polynom P.(q) = Ex(q) sukzessive fiir m = n-1, ..., 0, dass die Horner-
Schema-Polynome E.(q) des Ausgangspolynom P,(g) gleich den Quotientenpolynomen
Pn(g) des Ausgangspolynoms Pn(q) zur Stelle go = 0 sind:

Piu(q;q0=0) = En(q) (m=n,n-1,...,0).
Der Koeffizientenvergleich ergibt flir diesen Fall
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a}”’)(q():O) =X (G=0,...,m;m=n,...,0).
Demzufolge besitzen hier auch die Horner-Schema-Polynome H;m) (¢;9,=0) der Pu(q;q0=0)

und die Horner-Schema-Polynome Ej(g) von Pu(q) dieselben Koeffizienten a\(g,=0) = Xi
(k=0,...,)), sodass die Polynome gleich sind.

Im Spezialfall go = 0 stimmt das zu einem Quotientenpolynom P,(q) des Ausgangspolynoms
P.(q) gehorige j-te Horner-Schema-Polynom H;m) (¢;9,=0) tberein mit dem j-ten Horner-
Schema-Polynom Ej(g) des Ausgangspolynoms Pu(q):

Hj(.’”)(q;q0=0) =Ei(q) (G=0,...,m;m=0,...,n).

3 Volistandiges Horner-Schema

Die Nacheinanderberechnung der n Horner-Schemata fiir das Polynom P,(¢g) zur Bestimmung
der Koeffizienten der n Quotientenpolynome Py.-1(g) (m =n,...,1) zu einer fest vorgegebenen

Stelle go € R wird als vollstiindiges Horner-Schema bezeichnet. Dabei werden also der Rei-

he nach absteigend fiir m = n,...,1 die Koeffizienten a‘g.’"_l) des Quotientenpolynoms Pu-1(q)

und der Polynomwert P,(qo) berechnet. Nach n Schritten erhélt man das konstante Polynom
Po(g) = a¥ = Xo (0).

In der ausfiihrlichen schematischen Darstellung beginnt man mit dem (einfachen) Horner-

Schema zur Berechnung des Polynomwerts P.(qo) = En(qo) und schreibt in die erste Zeile die
(n) _
) =
von links nach rechts gemeinsam berechnet. Der erste Term der zweiten Zeile ist 0. Der erste
Term der dritten Zeile ist die Summe der dariiberstehenden Terme der ersten und zweiten Zei-

le, also hier gleich a{” = Xo. Die Terme der zweiten Zeile berechnen sich ab dem zweiten

Koeftfizienten a X; des Polynoms P,(g). Die zweite und dritte Zeile werden sukzessive

Term als Produkt von go und dem in der vorherigen Spalte stehenden Term der dritten Zeile.
Die Terme der dritten Zeile berechnen sich als Summe der dariberstehenden Terme der ersten

und zweiten Zeile. In der dritten Zeile stehen dann die Koeffizienten a;"_l) des Quotienten-

polynoms P,.1(g) und ganz rechts der Polynomwert P,(qo).
Man nimmt nun diese dritte Zeile als die erste Zeile des darauffolgenden Horner-Schemas zur
Berechnung des Polynomwerts P,-1(go) und fahrt fort bis zur Berechnung von Po(qo).

Fiir eine komprimierte Darstellung des vollstindigen Horner-Schemas ldsst man jede zweite
Zeile (zur Multiplikation mit go) weg und fiihrt in der darauffolgenden Zeile ab der Berech-
nung des zweiten Terms sogleich die beiden Rechenoperationen aus, also die Multiplikation
des linksstehenden Terms mit go und die Addition des dariiberstehenden Terms.* Man erhilt
dann das unten in der Abbildung 3 angegebene komprimierte vollstindige Horner-Schema,
bei dem in der ersten Zeile die Koeffizienten X; des Ausgangspolynoms P,(q) = Ex(q) stehen

und in den daruntergelegenen Zeilen jeweils die Koeffizienten a‘g.m_n (7 =0,...,m-1) des Quo-

tientenpolynoms Py.-1(¢) und ganz rechts der Polynomwert P,(qo) (m = n,...,1). In der ersten
Zeile des komprimierten Schemas stehen also die Koeffizienten X; des Ausgangspolynoms
P.(g) und in der ersten Koeffizientenspalte die Elemente a\” (m = n,...,0) mit dem Wert Xo.

© e . —1 .. . . . .
Die iibrigen Elemente a;m " des komprimierten Schemas erhélt man, indem man jeweils zum

4 Die komprimierte Darstellung des einfachen Horner-Schemas fiir die Berechnung des Polynomwerts P,(go)

= E.(qo) iiber die Zwischenergebnisse Ej(qo) (f = 0,...,n-1) findet man auch bei Arens et al. (2010), S. 96.
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go-fachen des links davon stehenden Koeftfizienten a ) den dariiberstehenden Koeffizienten

a™ (m=1) _ (m 1) (m)
a;"” addiert: a;" " =qqa;’, " +a;

Da das vollstindige Horner-Schema ganz rechts auch die Polynomwerte P.(qo) (m = n,...,0)
der Quotientenpolynome P.(g) an der Stelle go liefert, ist es, wie nachfolgend in Abschnitt 4
noch gezeigt wird, auch ein Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten b; der Entwicklung
von Pu(q) = Ex(q) an der Stelle qo, d. h. der Darstellung als Polynom in u = g - qo (b; := P{(qo)).
Und da diese Koeffizienten b; eng mit den Ableitungen P (g,) der Polynomfunktion Pu(q)

an der Stelle go zusammenhéngen, liefert das vollstdndige Horner-Schema auch ein Verfahren
zur Bestimmung dieser Ableitungen: P."(q,) = (n-)!b; = (n-))!P(qo).

Im Spezialfall go =0 haben alle Elemente der j-ten Koeffizientenspalte den Wert X;
(7=0,...,n), sodass die Quotientenpolynome P.(q) gleich den Horner-Schema-Polynomen
En(q) (m=n,...,0) sind.

Polynom | Koeffizienten | ] ‘
P,=E, |X,= a(”) K= af") X, =a" Xiey = cr,‘i'l): X = a? X,=a”
| _]v_+ [+ |+ J_+
Py Xo= a“' b Ay, ; P A g % 7 a'y & ’1 i Pl(qo) = E{40)
+ 1
Py XO ;]*7:]”' b ﬂ,lln )_ﬂ"’ a(:”':’ “Jol —:'D-b++ a}lﬁ’_’;:ﬂ.’. P 1(q0)
P V auu)
m ‘l, _ J_ + l J .
K 2 b7
P Xu=£i‘:]"' 1) 10’ “1“” 1 _‘j‘ab “’(:” ) 9o ;ml l_ibalm 1 aflii”]lL_b P..(q0)
' ~V o T TV
: e
P Xo="a KNy a” — Pqo)
g
Py=X, 0 :J.aéo) i_’?Pﬂ(]o)
Xn=?)n((]0)

Abb. 3 Vollstindiges Horner-Schemas fiir das Polynom P,(q) und die Stelle ¢ = go zur Berechnung der Koeffi-
zienten 4! der Quotientenpolynome P (q) (m = n-1,...,0) und der Funktionswerte Py(qo) (m = n,...,0)

in komprimierter Darstellung.

4 Entwicklung der Quotientenpolynome und deren k-ten Ablei-
tungen an der Stelle go

Durch die Ausfiihrung der n Divisionsschritte erhdlt man eine Darstellung des Polynoms
Pi(q) =bo(q-qo)" +br(q-qo)™ + ...+ ba1(q - qo) + bn

=>.b,(q-4,)"
=0
als Polynom in u = q - go mit den Koeffizienten

bj = Pi(qo) G=0,1,....n).

Aus der Rekursionsformel der Quotientenpolynome erhdlt man ndmlich nach dem Prinzip der
vollstdndigen Induktion die Entwicklung an der Stelle go:

Pu(q) = Pn(qo) * (g - q0)Pn-1(q)

= Pu(q0) * (g - q0)[Pn-1(q0) *+ (¢ - q0)Pn-2(q)]
= Pu(q0) + (¢ - q0)Pn-1(90) + (¢ - q0)*Pn2(q)
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= Pu(qo) + (g - q0)Pn-1(q0) + ...+ (q - q0)" Pn-m(q) (m=0,...,n)

= Pu(q0) + (q - q0)Pa1(q0) + ...+ (q - 40)"Po(q0)
= Zb‘/_ (g-q,)"" mit b; == Pj(qo).

Die Funktionswerte Pn(go) der Quotientenpolynome P (g) (m = 0,1,...,n) an der Stelle g = qo
stehen in enger Beziehung zu den Ableitungen des Ausgangspolynoms P,(q) an dieser Stelle:
Durch Koeffizientenvergleich der obigen Entwicklung von P,(¢q) an der Stelle go mit der Tay-
lorentwicklung®

n o p (k)
P = Y Dy
i k!
der Funktion P,(g) an der Stelle go erhédlt man ndmlich fiir die £-te Ableitung von P,(g) an der
Stelle go die Beziehung

P“(q,) = k'Pui(q0) = Kbk fiir k=0,1,...,n,

P%P(g,) =0 fiir k> n.
Das vollstindige Horner-Schema ist also auch ein Verfahren zur Bestimmung aller 4-ten Ab-
leitungen Pn(k)(qo) der Polynomfunktion P,(g) an einer Stelle go.

Analog zum Ausgangspolynom P,(g) erhdlt man auch fiir die Quotientenpolynome P.(q) an
der Stelle go die entsprechende Entwicklung

Pu(q) = Pm(qo) +(q - q0)Pm-1(q)

= Pu(q0) + Pm-1(q0)(q - qo) + ...+ Po(qo)(q - qo)"
=bw+bwi1(q-qo) + ... + bi(q - go)"" + bo(q - o)™

- Zb/(q'qo)mij (m=0,1,....,n)
=0
und fiir deren k-te Ableitung bei go die Beziehung:
P, (q,) = k!Pui(qo) = k!bmk fir k=0,1,...,m;m=0,...,n,
P,"(g,) =0 fiir k> m.

Speziell fiir k=m (m =0,1,...,n) ist die m-te Ableitung von P.(g) bei go
P,™(gy) =m!Po(qo) = m!Xo (+ 0).

Durch k-malige Differentiation der Entwicklung des Quotientenpolynoms P (g) an der Stelle
qo (als Polynom in u = g - qo) erhélt man die entsprechende Entwicklung der k-ten Ableitung

P, (q) des Quotientenpolynoms Py(q):
m—k
POg) =Y (m=j)--(mj-k+Dbu""™* (1= q - qo)
j=0

=m-...-(m-k+DXouw™* + ...+ k-...-1-bp (1 <k<m<n).

> Die Taylorentwicklung ist benannt nach dem britischen Mathematiker Brook Taylor (1685—-1731). Den Tay-

lorschen Satz mit der Taylorschen Formel und der Taylorentwicklung als den wichtigsten Satz der lokalen
Analysis findet man beispielsweise in Bronstein et al. (1997), S.352, 378-380, 641, im Teubner-
Taschenbuch der Mathematik, Teil 1 (1996), S. 269-273, 296-298, Duden (1985), S.600-603, dtv-Atlas zur
Mathematik, Band 2 (1994), S. 299, und Ké&hler (2006), S. 204-210.
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5 Zwei Rekursionsformeln fiir die k-ten Ableitungen der Quotien-
tenpolynome

Aus der Rekursionsformel der Quotientenpolynome P, (g) erhélt man auch zwei Rekursions-
formeln fiir die k-ten Ableitungen P’ = P )(¢) dieser Polynome. Mit den Abkiirzungen

u=u(q)=q - qound b, = Pn(qo) ergibt sich nimlich durch Differenzieren der obigen (in Ab-
schnitt 1 hergeleiteten) Rekursionsformel

Pu(q) = uPu-1(q) + bm (m=1,...,n)
nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion nach k&
Py’ =Pun1+ UPm-l,,

Pm" = 2Pm—1’ + qu—l”,

Pm(k) - kpr;fl‘” +y PP (k=1,2,....m,...)

m—1
bzw. wieder ausflihrlicher geschrieben die erste Rekursionsformel fiir die k-ten Ableitungen
der Quotientenpolynome:

P (q) =kP“"(q) +(q-q0)P")(q) (m=1,...mk=12,..).

Mittels vollstédndiger Induktion nach m lésst sich auch noch sukzessive die k-te Ableitung auf
der rechten Seite eliminieren. Es ist ndmlich

PY =kP* " +upP®) (Anwend. 1. Rek.formel auf P*))
=kPA ulk P +u P
=kP5Y +uk P+ PY) (Anwend. 1. Rek.formel auf P*))

=kP5Y +uk P + kB +um B

und wegen P =0 fiir k> 1
PO =kPS +uk P+ um kR

m—1
=k > u'P* ()
j=0

Weiter erhilt man wegen P“(¢) = 0 fiir die ersten k-1 Indizes j <k-1 und P%7"(q)

= (k-1)!Xo (# 0) schlieBlich die zweite Rekursionsformel, welche die k-te Ableitung von
P.(q) aus den (k-1)-ten Ableitungen der m - k+ 1 Polynome Pj(q) (k-1 <j < m-1) bestimmt:

m—1
P (q) =k Z (q-49,)P" " (q) (m=1,...,n; k=12,...)

Jj=k—1
= k[ (q-4)" (k-1)!X,+(q-4) B (@) +..+(q- )" B, “ (@) ].
In dieser Formel ist fiir 1 <k <m <n, g # qo zumindest der erste Summand von Null ver-
schieden.
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6 Zwei Rekursionsformeln fiir die k-ten Ableitungen der Horner-
Schema-Polynome

Im Spezialfall go =0 ergeben sich wegen der Ubereinstimmung Pu(q;q0=0) = Eun(q)
(m=0,...,n) aus den obigen Rekursionsformeln fiir die k-ten Ableitungen der Quotientenpoly-
nome auch zwei Rekursionsformeln fiir die A-ten Ableitungen der Horner-Schema-Polynome:

E(q) =kE, " (q) +qE,. " () (k=12,.;m=1,..n),

m—1
EV(q) =k > ¢'E, " (q)

j=k—1

= k[ g7 k-D1X, + ¢ E} (@) + .+ ES (@) (1 <k <m <),

Man erhilt diese Formeln auch durch mehrmaliges Differenzieren der Rekursionsformel
En(q) = qEn-1(q) + X

der Horner-Schema-Polynome. Die Erstere dieser beiden Rekursionsformeln findet man bei
Moore® (1979), S.118, und mit Bezug auf diesen auch bei Herzberger’ (1999), S.146, die die-
se bei Vorliegen eines positiven Darlehenszinsfaktors g1 (g1 > 0 mit E.(q1) =0, E(q1) = O)
zum Beweis der Positivitdt der A-ten Ableitungswerte E,ﬁk)(ql) (k=1,...,n) von E,(q) bei qi
und der daraus resultierenden Ungleichung E.(q) > E.(q1) fur die Endwertfunktion E,(q) und
zum Beweis der Positivitit der Ableitungen E*'(q) (k= 1,...,n) im Intervall g > ¢i verwen-
den. Diese und weitere Eigenschaften eines positiven Darlehenszinsfaktors werden im nach-

folgenden Abschnitt 7 hergeleitet. So kann dort fiir einen positiven Darlehenszinsfaktors g1
auf der positiven Halbachse ]0,00[ die Positivitit der Quotientenpolynome P,(q)

(m=n-1,...,0) und der k-ten Ableitungen P,“'(¢) bis zur Ordnung k=m und im Intervall
]g1,00[ die Positivitit der Horner-Schema-Polynome E.(g) (m = 0,1,...,n-1) und der k-ten Ab-
leitungen E'"(q) (k=1,..,m; m = 1,...,n) bewiesen werden.

7 Eigenschaften der Quotientenpolynome und Horner-Schema-
Polynome zu einem Verrechnungskontozinsfaktor

Bei der Beurteilung eines Zahlungsstroms X € R™"! hinsichtlich seiner Vorteilhaftigkeit mit-
tels der klassischen Methode des internen Zinssatzes (MIZ) wird in der Literatur als Anwen-
dungsbereich der MIZ gerne die Menge der Verrechnungskonto-Zahlungsstrome (VK-Zah-
lungsstréme, sog. isoliert durchfiihrbare Zahlungsstrome) angegeben.® Dies sind Zahlungs-
strome, die einen internen Zinsfaktor go € R besitzen, dessen Horner-Schema-Vektor E(go)
keinen Vorzeichenwechsel aufweist:

Ramon Edgar Moore (1929-2015) war ein US-amerikanischer Mathematiker, der vor allem bekannt ist fiir
seine Intervallarithmetik. Er war Professor an der University of Wisconsin-Madison, University of Texas-
Arlington und Ohio State University.
Jirgen Herzberger (1940-2009) war ein deutscher Mathematiker und Professor der Angewandten Mathe-
matik an der Universitdt Oldenburg.

In der Literatur werden diesbeziigliche Aussagen nur fiir einen positiven VK-Zinsfaktor go und o. E. meist fiir
Investitionen X formuliert. Dabei buchen Kilger (1965), S. 776, und mit Bezug auf diesen auch Blohm und
Lider (1995), S. 90f, und Gotze (2008), S. 97, die Investition X zu Gunsten eines Verrechnungskonto mit
dem Kontozinsfaktor ggo» =qo. Sie sprechen dann von dem zu allen Zahlungszeitpunkten nichtpositiven
»vermogenswert C; = Ei(X,qo) (£0,j=0,...,n) und bezeichnen X als sogenannte ,,isoliert durchfiihrbare In-
vestition (reine Investition)“, da beim Kreditkontostand C; kein Vorzeichenwechsel auftritt und somit
zusdtzlich zur Verbuchung auf dem Konto (mit Sollzinsfaktor gk, = qo) keine ergidnzende Kapitalanlage zu
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go € R mit Ex(qo) = 0 A E(q0) = (Eo(qo),. .., Ex(qo))" = O oder < O.
Ein derartiger interner Zinsfaktor go wird hier wegen der finanzmathematischen Interpretier-
barkeit des zugehdrigen Horner-Schema-Vektors als Kontostandsvektor als Verrechnungs-
kontozinsfaktor (VK-Zinsfaktor) des Zahlungsstroms X bezeichnet. Im Falle einer Investi-
tion X (Xo < 0) wird qo als Anlagezinsfaktor und im Falle einer Finanzierung X (Xo > 0) wird
qo als Darlehenszinsfaktor bezeichnet.
Im Falle eines positiven VK-Zinsfaktors qo ist dieser die einzige positive Nullstelle, eine ein-
fache Nullstelle und somit eine Vorzeichenwechselstelle der Endwertfunktion E.(g) (Beweis
unten in Abschnitt 7.1). Im Falle eines nichtpositiven VK-Zinsfaktors go ist die Endwertfunk-
tion E,(q) auf der positiven Halbachse nullstellenfrei, sodass kein positiver interner Zinsfaktor
existiert.’
Auf diese VK-Zahlungsstrome kann daher die MIZ mit der ihr eigenen Verwendung eines
einzelnen internen Zinsfaktors problemlos in Konsistenz zur Kapitalwertmethode angewandt
werden. AuBlerdem ist fiir diese Zahlungsstrome noch die beliebte 6konomische Interpre-
tierbarkeit des internen Zinsfaktors go als der Kontozinsfaktor gxz eines Verrechnungskontos
gegeben, auf welches der Zahlungsstrom gebucht wird und dessen Kontostinde C; = Ej(qo)
das Vorzeichen nicht wechseln.
In der nachfolgenden Abbildung 4 erfolgt eine grafische Darstellung der Zahlungen X; einer
Finanzierung X = (Xo,...,X»)" (Xo > 0) und der nichtnegativen Horner-Schema-Werte Ej(qgo) zu
einem positiven Darlehenszinsfaktor go.

einem Habenzinsfaktor bendtigt wird. Altrogge (1996), S. 313, 317, 325, dagegen bucht die Investition X zu
Lasten des Verrechnungskontos, bucht also die Zahlungen X; von einem Anlagekonto ab, und bezeichnet

dann die Nichtnegativitit der Kontostéinde é , =-E(X,q0) (=0, j=0,...,n) als die ,,nichtnegative Kapital-

bindung (Kapitalfestlegung)“ der Investition X auf dem Verrechnungskonto. Herzberger (1999), S. 144-146,
bucht ebenfalls X vom Konto ab und bezeichnet die Eigenschaft der Nichtnegativitdt der Anlagekontostéinde

C, als das ,Sparkontenprinzip“ bei der ,jdhrlichen Bilanz der Investition”. Ein umfassenderer

Anwendungsbereich der MIZ in Gestalt der Menge der NU- und NF-Zahlungsstrome (Definition bei Pleier,
2021, S. 293, 301) und auch eine auf ganz R"! universell anwendbare Verallgemeinerung der Methode wird
in den Themen ,Methode des internen Zinssatzes und Methode der Vielfachheiten der internen Zinsfaktoren®
und ,Charakterisierung der Endwertmethode mittels interner Zinsfaktoren® angegeben. Dabei wird bei der
Begriindung der MIZ fiir die NU-Zahlungsstrome schon deutlich, dass hierbei tatséchlich die Vielfachheiten
der internen Zinsfaktoren eine entscheidende Rolle spielen.

Wolfgang Kilger (1927-1986) war ein deutscher Wirtschaftswissenschaftler und Professor an der Universitét
des Saarlandes. Hans Blohm (1920-2005) war ein deutscher Wirtschaftswissenschaftler und Professor fiir
Produktionswirtschaft an der TU Berlin und der TU Chemnitz. Klaus Liider (1935-) ist ein deutscher Oko-
nom und Professor fiir Betriebswirtschaftslehre an der Universitdt Hamburg und der Deutschen Hochschule
Speyer. Uwe Gotze (1960-) ist ein deutscher Wirtschaftswissenschaftler und Professor fiir Unternechmens-
rechnung an der TU Chemnitz. Giinter Altrogge (1939—2014) war ein deutscher Okonom und Professor fiir
Betriebswirtschaftslehre an der Universitit Hamburg.

®  Eigenschaften eines VK-Zinsfaktors werden bei Pleier (2021), S. 286-290, 303f., bewiesen.
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Abb. 4 Grafische Darstellung der zeitlichen Entwicklung der Zahlungen X; einer Finanzierung X
= (X0,X1,X2,X3)T und der nichtnegativen Horner-Schema-Werte Ef(qo) zu einem positiven Darlehenszins-
faktor qo.

7.1 Charakterisierung eines Verrechnungskontozinsfaktors mittels Quotien-
tenpolynomkoeffizienten ohne Vorzeichenwechsel

Es wird nun eine funktionentheoretische Charakterisierung eines Verrechnungskontozinsfak-
tors qo eines Zahlungsstroms X € R™! (Xj # 0) mittels der Koeffizienten des Quotientenpoly-
noms P,-1(g) angegeben.

Eine reelle Zahl go € R ist genau dann ein Verrechnungskontozinsfaktor des Zahlungsstroms

X e R™!' (Xo # 0), d. h.

Ex(qo) =0 A E(go) > O oder <O,

wenn die Koeffizienten a; (= a;"_l)Z Ej(go) nach Abschnitt 1) des zur Stelle go und zur End-

wertfunktion E,(q) = P.(q) gehdrigen Quotientenpolynoms
n—1
Pui(q) = E,(q)- E,(q,) _ Z ajqn—l—j
q-49, 7=0
keinen Vorzeichenwechsel haben:
ar=X0>0,a;>20 firj=1,...,n-1 oder
a0=X0<0,a,<0 firj=1,...,n-1.

Der Beweis ergibt sich dadurch, dass nach Abschnitt 1 die Koeffizienten a; des Quotienten-
polynoms der Endwertfunktion E,(g) mit den Horner-Schema-Werten Eji(qo) der Stelle go
ibereinstimmen.

Die funktionentheoretische Bedeutung der Existenz eines Verrechnungskontozinsfaktors go
des Zahlungsstroms X € R™! (Xp # 0) liegt demnach in der Mdglichkeit einer Produktdarstel-

lung der Endwertfunktion

En(q) = En(q) - En(qo) = (q - q0)-Pn1(q)
mit dem Linearfaktor ¢g - go und einem Polynom P,.1(¢) vom Grad n-1, dessen Koeffizient ao
zur hdchsten Potenz ¢™! von Null verschieden ist und dessen weitere Koeffizienten ai, ..., an-1
im Falle ao > 0 alle nichtnegativ und im Falle ao < 0 alle nichtpositiv sind.
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Somit ist bei Vorliegen eines beliebigen Verrechnungskontozinsfaktors go € R das Quotien-

tenpolynom P,.1(g) stets nullstellenfrei auf ]0,00[: Beispielsweise gilt im Falle ap = Xo > 0 die
Abschitzung
Pu1(q) > aog™! > 0 fiir g > 0.

Aus der Produktdarstellung E,(q) = (g - qo)-Pn-1(q) ergeben sich dann die folgenden Aussagen
iber die Nullstellen von E,(q) auf der positiven Halbachse:

Nullstellenverteilung der Endwertfunktion £,(X,q) auf der positiven Halbachse ]0,o00[ fiir

einen VK-Zahlungsstrom X:

(1) Im Falle eines positiven VK-Zinsfaktors go des Zahlungsstroms X € R""! (Xp # 0) ist
die Stelle go eine einfache Nullstelle und die einzige positive Nullstelle von E.(q).

(2) Im Falle eines nichtpositiven VK-Zinsfaktors go ist £.(q) nullstellenfrei auf der positi-
ven Halbachse ]0,c0].

Bei Existenz eines positiven VK-Zinsfaktors gibt es insbesondere keinen weiteren positiven
VK-Zinsfaktor und bei Existenz eines nichtpositiven VK-Zinsfaktors gibt es gar keinen posi-
tiven VK-Zinsfaktor. Aufgrund der zweiten Aussage gibt es bei Existenz eines positiven VK-
Zinsfaktors dann auch noch keinen nichtpositiven VK-Zinsfaktor. Insgesamt erhélt man die
folgende Aussage zur Vielfalt der VK-Zinsfaktoren:

Vielfalt der VK-Zinsfaktoren eines Zahlungsstroms:

(1) Ein positiver VK-Zinsfaktor go des Zahlungsstroms X € R"! (Xo # 0) ist stets auf ganz
R der einzige VK-Zinsfaktor von X.

(2) Neben einem nichtpositiven VK-Zinsfaktor go gibt es keinen positiven VK-Zinsfaktor,
also hochstens noch nichtpositive VK-Zinsfaktoren. Die Anzahl K der nichtpositiven VK-
Zinsfaktoren kann dabei im Allgemeinen die Werte 1, 2, ..., n-2, n annehmen.'°

Aus der obigen Charakterisierung des Verrechnungskontozinsfaktors ergeben sich auBlerdem
die Folgerungen der nachfolgenden Abschnitte 7.2 bis 7.6.

7.2 Nullstellenfreiheit des ersten Quotientenpolynoms P,.1(q) und dessen k-
ten Ableitungen P")(g) auf der positiven Halbachse bei einem beliebi-

n-1

gen Verrechnungskontozinsfaktor go

Bei Vorliegen eines beliebigen Verrechnungskontozinsfaktors go € R des Zahlungsstroms

X (Xo # 0; En(qo) =0, E(qo) = O oder <O) sind das zur Endwertfunktion E,(q) = P.(q) und
zur Stelle go gehdrige erste Quotientenpolynom Py.-1(g) und alle seine Ableitungen P*)(g) bis

zur Ordnung k = n-1 auf der positiven Halbachse ¢ > 0 entweder positiv im Falle Xo > 0 oder
negativ im Falle Xo < 0:

n—1
Pui(q) =D.a,q""” >awg™ >0 firg>0 beiao=Xo>0bzw.
=0
<apg"' <0 firg>0 beiao=Xo<0,
n—l-k

> (n-1-j)- s (n-j-k)a,q" "
j=0

Rl(—kl) (@)

= (n-1)-...-(n-k)aog" "+ ... + k... 1-an-1

Diese letzte Aussage iiber die mogliche Anzahl der nichtpositiven VK-Zinsfaktoren eines Zahlungsstroms
wird bewiesen im Thema , Verrechnungskontozinsfaktoren eines Zahlungsstroms*.
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> (n-1)-...-(n-k)aog"'* >0 fiirg >0 bei ao =Xo> 0 bzw.
< (n-1)-...-(n-k)aog"'* <0 firg>0 beiao=Xo<0
(k=1,....,n-1; n>2).

Insbesondere folgt fiir einen beliebigen Darlehenszinsfaktor go € R (Xo > 0) bei n > 2 aus der
Positivitit der ersten Ableitung P._(q), dass das Quotientenpolynom P,.1(g) auf der positiven
Halbachse ]0,00[ streng monoton steigend ist. Daraus kann auch noch einmal geschlossen
werden, dass das Quotientenpolynom P,.1(g) positiv auf der positiven Halbachse ist:
Pui1(q) > Pn1(0) = an1 > 0 fiir ¢ > 0.

Die Positivitdt des Quotientenpolynoms P,-1(g) in ]0,00[ findet eine Anwendung im Beweis
der Nichtpositivitidt der weiteren Nullstellen'! von E,(g) neben einem beliebigen Darle-
henszinsfaktor go € R (siehe Abschnitt 7.1). Die Positivitdt der weiteren Quotientenpolynome
Pu(q) (m=n-2,...,1) auf der positiven Halbachse wird unten in Abschnitt 7.4 nur filir einen
nichtnegativen Darlehenszinsfaktor go bewiesen.

Speziell flir einen nichtnegativen bzw. positiven Verrechnungskontozinsfaktor go werden
nachfolgend noch weitere Eigenschaften fiir sdmtliche Quotientenpolynome P.(g) (m
=n-1,...,0) und Horner-Schema-Polynome E,.(g) angegeben. Es wird dies hier nur fiir einen
nichtnegativen bzw. positiven Darlehenszinstfaktor go des Zahlungsstroms X (Xo > 0; E.(qo)
=0, E(qo) > O) formuliert. Analoge Aussagen gelten aber auch fiir einen nichtnegativen bzw.
positiven Anlagezinsfaktor go eines Zahlungsstroms X (Xo < 0; Ex(qo) = 0, E(qo) < O).

7.3 Nichtnegativitat bzw. Positivitat der Koeffizienten der Quotientenpoly-
nome Px(q) und der Funktionswerte Pn(qo) fiir einen nichtnegativen bzw.
positiven Darlehenszinsfaktor qo

Fiir einen nichtnegativen Darlehenszinsfaktor go einer Finanzierung X (Xo > 0; Ex(qo) =0,
E(qo) = O) sind die im vollstindigen Horner-Schema der Endwertfunktion £,(g) und der Stel-

le go in Abbildung 3 angegebenen Koeffizienten a;m) (j=0,...,m) und die Funktionswerte
P(qo) = b der Quotientenpolynome P (gq) (m = n-1,...,0) alle nichtnegativ:
(m) P
a;" 20(@G=0,...,m),
Pu(go) =bm =20 (m=n-1,...,0).
Stets ist der bei der hichsten Potenz auftretende Koeffizient a{™ = Xo positiv und insbeson-

) —

dere bo = Po(qo) = a, Xo positiv.

Fiir einen positiven Darlehenszinsfaktor go sind die Koeffizienten a;m) (7 =0,...,m) der Quo-

tientenpolynome P,(q) fiir die Indizes m = n-2,...,0, also erst ab dem zweiten Quotientenpoly-
nom, und die Funktionswerte Pn(qo) = bn fiir die Indizes m =n-1,...,0, also ab dem ersten
Quotientenpolynom, alle positiv:

d"” >0(=0,..,m) firm=n-2,..0,

Pu(qo) =bn>0 fiir m = n-1,...,0.

Der Beweis ergibt sich nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion, indem man beim Index
m = n - 1 beginnt und den Induktionsschluss absteigend fiir die weiteren Indizes m durchfiihrt.
Induktionsbeginn fiir m =n - 1: Fiir einen Darlehenszinsfaktor go € R (Xo >0; E.(qo) =0,
E(qo) > O) sind im vollstindigen Horner-Schema des Polynoms E,(g) zunichst die in der

' Diese Aussage wird im Thema ,Verechnungskontozinsfaktoren eines Zahlungsstroms* bewiesen.
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zweiten Zeile der komprimierten Darstellung von Abbildung 3 aufgefiihrten Koeffizienten
nach Abschnitt 7.1 alle nichtnegativ und der erste Koeffizient (j = 0) sogar positiv:

ay"™" = ao = Eo(qo) = Xo >0, (G =0),
a"" =a;=Ef(q0)>0 G=1,..n-1).

J
Ist der Darlehenszinsfaktor go noch als nichtnegativ vorausgesetzt, dann folgt nach dem Prin-
zip der vollstandigen Induktion auch die Nichtnegativitit der Elemente in den nachfolgenden
Zeilen. Aus der Induktionsannahme fiir den Index m, also
a(()m) =Xo>0,

(m) .
a” =0 G=1,.m),

ergibt sich namlich der Induktionsschluss von m auf m-1 fiir m = n-1,...,1 und dabei jeweils
noch von j-1 auf firj = 1,...,m-1 folgendermafen:
A" =X>0 (= 0),
aﬁ"’_l) = qoaj.’_"f K +a§.’”) > qoaﬁ'_"f V>0 (G=1,....m-1).
Aus der Nichtnegativitit von go und der Koeffizienten der Quotientenpolynome folgt dann
noch die Nichtnegativitit der Funktionswerte:

bn=Pu(qo) = a" = qea\" +a\" > qal" >0 (j =m),

m—1
bo=Po(qo) = a\” =Xo>0 (m=0).

Ist der Darlehenszinsfaktor go positiv vorausgesetzt, so folgt unter Verwendung der oben be-
reits bewiesenen Nichtnegativitit der Koeffizienten a}”’) fiir die Indizes m = n-1,...,1 jeweils
per vollstindige Induktion von j-1 auf; fiir j = 1,...,m-1 noch die Positivitdt der Koeffizienten

(m-1)
a

o von Py.1(q) und des Funktionswerts Pm(qo):

a"" =Xo>0 (=0,
aﬁm_l) = qoajf’fl) +a§m) > qoaﬁ’f’fl) > () G=1,...,m-1),
b =Pu(qo) = a,' ™" = qea," " +ay” > qual” >0 (j =m),
bo=Po(qo) = a\” =Xo>0 (m=0).

O

7.4 Positivitat aller Quotientenpolynome P,(g) und der zugehdrigen k-ten
Ableitungen P,,Ek)(q) auf der positiven Halbachse fiir einen nichtnegati-
ven Darlehenszinsfaktor go

Aus der in Abschnitt 7.3 bewiesenen Nichtnegativitit der Koeffizienten a;m) der Quotienten-

polynome Pu(q) (m=0,...n-1) und der Positivitit von a\” fiir einen nichtnegativen Darle-
henszinsfaktor go ergibt sich nun auch die Positivitit der Quotientenpolynome P..(g) und die
Positivitit von deren Ableitungen P,*“’(¢q) auf der positiven Halbachse g > 0. Dagegen kann
aber aus der Nichtnegativitit der Koeffizienten b; der Entwicklung der P.(g) an der Stelle go
und der Positivitit von by diese Positivitit der P,(g) und P, (g) im nachfolgenden Abschnitt
7.5 nur im Intervall g > go gefolgert werden.

Fiir einen positiven Darlehenszinsfaktor go ergeben sich nach der in Abschnitt 7.3 begriinde-
ten Positivitit der Koeffizienten a}”’) (m=n-2,...,0) und der Funktionswerte Pn(qo)

(m = n-1,...,0) fiir die Quotientenpolynome P,(g) und deren k-ten Ableitungen P,*’(q) bis
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zur Ordnung k= m auf der positiven Halbachse ]0,c0[ auch noch die unten folgenden Ab-
schitzungen mit konstanten positiven unteren Schranken.

Fiir einen nichtnegativen Darlehenszinsfaktor go einer Finanzierung X (Xo > 0; Ex(qo) =0,
E(qo) = O) gelten fiir die Quotientenpolynome Pn(q) (m =1,...n-1) und deren k-ten Ablei-
tungen P,“’(¢q) bis zur Ordnung k = m auf der positiven Halbachse ]0,00[ folgende Abschit-

zungen:

Po(q) al” =Xo>0 (m=0),

Pm(q) = Za(m) m—j (m) " >0 ﬁll’q > () (m = 1’...,1_1)’

me=ZmJ) (m- j-k+Dayg" "™

w(m-k+Dal"q"™* + .+ k- 1-a"
> m-...-(m-k+1)a(§'">q'"*k >0 fiirg >0 (1 <k<m<n-1).

Fiir einen positiven Darlehenszinsfaktor go gelten fiir die Quotientenpolynome P,(q) vom
Grad m < n-2 und deren k-ten Ableitungen P,"(g) bis zur Ordnung k = m auf der positiven

Halbachse ]0,c0[ auch noch die folgenden Abschidtzungen mit konstanten positiven unteren
Schranken:

Pu(q) =D.a"q" >d" (>0) fiirg > 0 (m=1,...n-2),

7=0
m—k
POG) = X, (1= ])- (= -kt D g

>Ka™ (>0) fiir ¢ > 0 (1 <k<m<n2).

In der Abbildung 5 sind zum positiven Darlehenszinsfaktor go = 1,10 der bereits fiir die Ab-
bildung 4 verwendeten Finanzierung X = (Xo,X1,X2,X3)" =(100;20;-73;-77)" die Endwert-
funktion £3(g) und die auf der positiven Halbachse ]0,00[ positiven Quotientenpolynome Pi(q)
(=0, 1, 2) dargestellt.

500 —

Px(q)

Pi(q)

7
/ Po(q)

—p

q0 q

-100 -

Abb. 5 Grafische Darstellung der Endwertfunktion E3(g) und der auf ]0,00[ positiven Quotientenpolynome
Pi(g) fiir eine Finanzierung X mit einem positiven Darlehenszinsfaktor go.
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7.5 Positivitat der Quotientenpolynome P,,(q) und der zugehérigen k-ten Ab-
leitungen Rik)(q) im Intervall g > qo fiir einen nichtnegativen Darlehens-
zinsfaktor qo

Verwendet man bei Vorliegen eines nichtnegativen bzw. positiven Darlehenszinsfaktors go
einer Finanzierung X (Xo > 0; Eux(qo) =0, E(qo) = O) nur die in Abschnitt 7.4 angegebenen
Vorzeichenbedingungen fiir die Werte by, = Pu(qo) (m=0,...,n-1), so erhdlt man Ab-
schdtzungen und daraus die Positivitdt dieser Funktionen nur im kleineren Intervall ¢ > qo
(u=¢q - qo >0). Es haben ndamlich die Taylorentwicklungen der Quotientenpolynome (siche
Abschnitt 4)

Pu(q) = iju”’_j =bou" + ... + bmau + bn (u=gq-qgo;m=0,...,n-1,n)
J=0
an der Stelle go und die der zugehdrigen k-ten Ableitungen
m—k
B,“(q) = X (m=-j) e (m- j-k+Dbu"""
J=0
=m-...(m-k+)Xu" " +... +k-..-1-b,, (1 <k<m<n).

bis zur Ordnung k = m nichtnegative bzw. positive Koeffizienten und bei der héchsten Potenz
u™* (wegen by =Xo) den positiven Koeffizienten Xo fiir k=0 bzw. m-...-(m-k+1)X, fiir

1<k<m.

Fiir einen nichtnegativen Darlehenszinsfaktor go einer Finanzierung X (Xo > 0; Ex(qo) =0,
E(qo) > O) sind daher im Intervall g > go die Endwertfunktion E,(g), die Quotientenpolynome

Pu(g) vom Grad m mit 1 <m < n-1 und deren Ableitungen P,“'(q) der Ordnung k mit

1 <k < m < nalle positiv: Fiir ¢ > go erhdlt man ndmlich die Abschédtzungen

Eu(q) = bou" >0 fiir m=n,

Pu(q) = bou™ >0 firl <m <n-1,
Po(g) = a)” =Xo>0 firm=0,

PYg) =m--(m-k+D)Xu"">0 fiirl <k<m<n,
P (q) =m!Xo>0 flirk=m,0<m<n.

Weiter folgt aus der Giiltigkeit der Ungleichung

Pu(q) > b = Pu(qo)
im Intervall ]go,o0[, dass das Quotientenpolynom P.(g) in diesem Intervall keine weitere Stel-
le g besitzt, in der der Funktionswert P(go) angenommen wird. Speziell fiir den Index m =n
wird die Giiltigkeit der Ungleichung E.(q) > Ex(qo) = 0 im Intervall ]go,oo[ nachfolgend in Ab-
schnitt 7.6 auch noch iiber die Taylorentwicklung der Horner-Schema-Polynome hergeleitet.

7.6 Positivitat der Horner-Schema-Polynome Ex(q) (0 <m <n), der ersten
Ableitungen E»’(g) (1 <m <n) und Nichtnegativitit bzw. Positivitat der
k-ten Ableitungen E'“(q) (2<k< m<n) im Intervall g >qo fiir einen
nichtnegativen bzw. positiven Darlehenszinsfaktor go

Zunichst sind fiir einen nichtnegativen bzw. positiven Darlehenszinsfaktor go einer Finan-
zierung X (Xo > 0; En(qo) =0, E(go) = O) neben den Funktionswerten E,(qo) (m =0,1,...,n-1)
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auch die k-ten Ableitungen E'"'(g,) der Horner-Schema-Polynome Ex(gq) (m = 1,...,n) von der

ersten bis zur m-ten Ordnung an der Stelle ¢ = go alle nichtnegativ bzw. positiv. Man kann
nidmlich die folgenden Abschdtzungen beweisen:

Eo(go) =Xo>0,

En(qo) =0 firk=0;m=1,...,n-1,n,
En‘(q0)) =X0>0 firk=1<m<n,
E"(q,) =klgo™'Xo>0(>0) fir2 <k<m<n,
E®(g,) =0 firk>m,m=0,1,...,n

Ein Beweis fiir diese Abschidtzungen bzw. Vorzeichenbedingungen an der Stelle ¢ = go ergibt
sich nicht direkt aus den Koeffizienten X; der Horner-Schema-Polynome, da fiir diese (mit
Ausnahme von Xy) im Allgemeinen keine Vorzeichenbedingungen erfiillt sind. Vielmehr geht
man hier von der Nichtnegativitdt der Horner-Schema-Werte E,.(qo) (m = 0,...,n-1) des Darle-
henszinsfaktors go (> 0) aus und verwendet die in Abschnitt 6 angegebene zweite Rekursions-
formel fiir die k-ten Ableitungen E*)(¢q) der Horner-Schema-Polynome speziell an der Stelle
q = qo, also

m—1

E®(q)) =k D 4,/E " (q,) (1 <k<m<n),

J=k=1

und das Prinzip der vollstindigen Induktion. Mit E}j )(qo) =j!Xo (j =0,1,...,n) erhédlt man so

sukzessive
m—1
En‘(qo) = I-ZqojEj(qo) (Verwendung von Ej(go) > 0 fiirj = 1,...,m-1)
j=0
> 1¢90° Eo(qo) = Xo >0 (k=1;m=1,...,n),
m—1
Em“(QO) =2 ZCIOJEJ- '(qo) (E'J‘(qo) >0 ﬁlI'] =2,.. .,I’I’l-l)
J=
>2q0'E1’(qo) = 2qo1'Xo >0 (> 0) (k=2;m=2,....n)
und per vollstindiger Induktion (mit Induktionsschluss k-1 — k; k> 1)
m—1
ES (g0 =k D 4'E ™ (q0) (E"(g,) =0 fiirj=k,...,m-1)
j=k-1
> keqo* E5 " (q,) = 0"k X0 >0 (> 0) 2 <k<m<n).
Da die Horner-Schema-Polynome E.(q) vom Grad m sind, sind deren k-ten Ableitungen
E"(q) fiir k> m identisch Null und insbesondere £ (g,) = 0 fiir k> m. 0

Beweis der Aussagen in der Uberschrift von Abschnitt 7.6: Als Folgerung aus dieser eben
bewiesenen Nichtnegativitit bzw. Positivitit der Ableitungswerte E£”(¢,) (k=0,1,2,...,m) an

der Stelle eines nichtnegativen Darlehenszinsfaktors go erhdlt man mittels der Taylorent-
wicklung

m k) i
Ene) = 2 g-g,)

m

(")(q
= En(q0) + En‘(qo)(q - qo) + D —2—10 o) (q-9,)"

k=2
fiir das Horner-Schema-Polynom E,(¢q) im Intervall ¢ > go (= 0) dann noch die Ungleichung
En(q) = En(qo) + En‘(qo)(q - q0) (Em‘(qo) > 0 fiir m> 1)
> En(qo) >0 firm=1,....n-1,n.
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AuBlerdem gilt hier fiir den Index m = 0 fiir alle ¢ € R die Ungleichung Eo(g) = Xo > 0. Insge-
samt erhdlt man daher die folgende Aussage tiber die Horner-Schema-Polynome:

Fiir einen nichtnegativen Darlehenszinsfaktor go einer Finanzierung X (Xo > 0; En(q0) =0,
E(qo) = O) sind die Horner-Schema-Polynome E,(g) fiir alle Indizes m = 0,1,...,n im Intervall
q > qo positiv:

Eux(q) > 0 fiir g > go, m=0,1,...,n.

Speziell fiir den Index m = n wurde die Positivitdt der Endwertfunktion E,.(q) in ¢ > go bereits
oben im Abschnitt 7.5 liber die Quotientenpolynome bewiesen. Fiir den Fall go > 0 findet man
dieses Ergebnis (ohne explizite Angabe des Induktionsbeweises) bei Moore (1979), S.118.
Eine Verschiarfung der Aussage von Moore gibt Herzberger (1999), S.145f., indem er fiir ei-
nen positiven Darlehenszinsfaktor go mittels der Positivitdt des Quotientenpolynoms P,-1(g)
beweist, dass fiir die Endwertfunktion E.(q) sogar auf der gesamten positiven Halbachse
]0,00[ neben go keine weitere Nullstelle mehr existiert. Diese Aussage wird in Abschnitt 7.1
noch allgemeiner fiir einen beliebigen VK-Zinsfaktor go € R bewiesen.

Weiter erhélt man fiir einen nichtnegativen bzw. positiven Darlehenszinsfaktor go mittels
Differentiation der Taylorentwicklung der Horner-Schema-Polynome E.(q) (m = 1,...,n) aus
den obigen Abschitzungen fiir die Ableitungswerte E'”(q,) (k=0,1,2,..,m) im Intervall

q > gonoch die Abschitzungen mit konstanten unteren Schranken und damit die Nichtnegati-
vitit bzw. Positivitit der k-ten Ableitungen £ (q) (k= 1,...,m):

m p () .
Eig) = 270 -q,)
= Em‘(qO) > Xo >0 (QO = 05 k= 1)7
- E (j)(q) j—k
(k) — m 0 _ J
E(q) Z T

> Ey(q,) 2klgd™'Xo >(>)0 (qo=>0bzw. go>0;2 <k <m<n).

Bei einem nichtnegativen Darlehenszinsfaktor go sind also im Intervall g > go die Horner-
Schema-Polynome E..(gq) (m =0,1,...,n) und die ersten Ableitungen E,‘(q) (m = 1,...,n) posi-
tiv und die k-ten Ableitungen E"(q) (k>2; m = 0,...,n) nichtnegativ. Bei einem positiven
Darlehenszinsfaktor go sind im Intervall ¢ > go dariiberhinaus auch die k-ten Ableitungen
EX(q) (2 <k<m<n)positiv. 0
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