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Bei der Beschreibung eines Anwendungsbereichs der Methode des internen Zinssatzes fur die Beurteilung
eines einzelnen Zahlungsstroms X = (Xo,..., Xn)" € R™* bzw. fiir den Vergleich alternativer Zahlungsstréme
X, Y e R™ wird im Buch Finanzmathematik (Pleier 2021, S. 354) auch die Konsistenz dieses Vergleichs mit
der sogenannten SE-Halbordnung betrachtet.

Diese SE-Halbordnung wird als Durchschnittsrelation =, aller Endwert-Praferenzordnungen (E-Préferenz-
ordnungen) =gq (C R™ xR™!), q >0, gebildet. Sie wird daher im Folgenden als die (fir alle Kalkulations-
zinsfaktoren q) simultane Endwert-Halbordnung (SE-Halbordnung) bezeichnet. Da die zu verschiedenen
Vergleichszeitpunkten m gehdrigen und mit festem konstanten Kalkulationszinsfaktor q gebildeten Zeitwert-
Préferenzordnungen =z4 alle gleich sind und insbesondere mit der Endwert-Praferenzordnung tbereinstim-
men, kann diese Durchschnittsrelation >, ebenso auch simultane Zeitwert-Halbordnung (SZ-Halbordnung)
oder simultane Barwert-Halbordnung (SB-Halbordnung) genannt werden:
== A= () g
g>0
Definition und Charakterisierung der Relation >:
X =4Y (Xist mindestens so SE-vorteilhaft wie Y)
& X =gq Y furalleq>0
< En(X,q) = En(Y,q) flralleqg >0
< En(D,q) 20=Ey(O,q) furD=X-Yundalleg>0
< D =4 O.

Damit lasst sich die Relation >, durch die Menge der 4-nichtnegativen Vektoren charakterisieren: Mit der in
Abbildung 1 dargestellten zum Nullpunkt O gehdrigen Bessermenge
W:y(0) ={Z eR"™:Z>,0}
={Z e R™: Es(Z,9) = A(q)'Z > O fiir alle g > 0}
= (Hawo (A@ = (", ...,
q>0
der A-nichtnegativen Menge, gilt fiir die Relation =, die Charakterisierung
X=1Y &X-Y=D €W+A(O)
bzw. fiir die Bessermenge von Y die Darstellung als Minkowski-Summe
W+A(Y) =Y + W+A(O)

Diese Durchschnittsrelation = ist nun eine Halbordnung des Vektorraums R™?, also eine Relation mit den
fiinf Eigenschaften der Reflexivitat, Transitivitat, Identitivitat und Abgeschlossenheit beziglich der nichtne-
gativen Skalarmultiplikation und bezuglich der Addition. Weiter ist die Relation =, auch noch konvex und
monoton. Dabei tibernimmt die Durchschnittsrelation =, die Eigenschaften der Reflexivitat, Transitivitat, Ab-
geschlossenheit, Konvexitdt und Monotonie schon von den einzelnen Endwert-Praferenzordnungen >ggq
(g > 0) bzw. von den damit (bereinstimmenden Barwert-Préferenzordnungen =ggq, flr welche diese Eigen-
schaften bei Pleier (2021), S. 113-116 gezeigt werden. Die Identitivitit (Antisymmetrie) von >, wird nach-
folgend noch extra begriindet.

Die spezielle Bessermenge C := W.,(O) von O, also die Menge der 4-nichtnegativen Vektoren von R™?, ist

>

als Durchschnitt der topologisch abgeschlossenen homogenen Halbraume H, ., d >0, die auch konvexe

lineare Kegel sind, ebenfalls ein konvexer linearer Kegel. Es wird nun anschliel3end auch noch begriindet, dass
der konvexe lineare Kegel C = W.,(O) spitz ist, also keine Geraden durch den Nullpunkt enthélt. Gleichbe-
deutend dazu ist (siehe Beweis von Zusatz 8.1.2, b bei Pleier 2021, S. 372), dass der zugehdrige Linienraum,
d. h. der grofite im konvexen linearen Kegel enthaltene Vektorunterraum, trivial ist:

L:=Cn(-C)=0.
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Dann ist auch jede Bessermenge W..(Y) =Y + W.4(O) (Y e R™?) ein spitzer konvexer affiner Kegel mit Y
als Scheitelpunkt (Spitze) und dem hier von Y unabhéngigen spitzen konvexen linearen Kegel W.,4(O).

Wenn nun noch die Trivialitat des Linienraums L = C n (-C) gezeigt ist (Beweis folgt unten), so erhalt man

die Identitivitat (Antisymmetrie) von >, folgendermalien: Aus den Relationen X =, Y und Y =, X folgt wegen

der Charakterisierung von =, mittels C ndmlichD:=X-Y e Cund-D =Y - X € C, also
DeCn(C)=L=0

undsomitD =0 und X =Y.

Demzufolge ist dann die Relation >, eine Halbordnung (Teilweiseordnung) des Vektorraums R™?! und die
zugehorige Aquivalenzrelation (Indifferenzrelation) ~, =>, N =<, die Identitat ,,= auf R™: Die
Ubereinstimmung der 4-aquivalenten X und Y folgt namlich nach dem Identitatssatz fir Polynome (s. z. B.
Hildebrandt 2006, S. 164, Korollar 2).
X~ Y (Xistgenau so SE-vorteilhaft wie Y)
< En(X,q) = En(Y,q) furalleg >0
o X=Y.
Die zugehorige strenge Halbordnung >, = =, \ ~4 wird beschrieben durch die Bedingung
X>,Y (Xist SE-vorteilhafter als Y)
Xz YAD=X-Y+0O
D > A O
X eY + (W(O)\{O})
D=X-Y+0AEy(D,q) >0furalleq>0
En(D,q) > 0 fir D = X - Y und fir alle g > 0 bis auf maximal n Nullstellen des
Polynoms Ex(D,q):
Hétte namlich Eq(D,q) als Polynom n-ten Grades mindestens n + 1 verschiedene Nullstellen, so ware Eq(D,q)
gleich dem Nullpolynom und sein Koeffizientenvektor D gleich O (Hildebrandt 2006, S. 162f).

$80¢0¢

Weiter wird unten noch bewiesen, dass die Halbordnung >, im Gegensatz zu den einzelnen Préferenzordnun-
gen =eq nicht die Eigenschaft der Totalitat (der allgemeinen Vergleichbarkeit) besitzt und daher keine (To-
tal-)Ordnung des R™? ist. Da aus der Relation D > O auch die Relation D >, O bzw. aus X > Y auch X =, Y
folgt, ist die SE-Halbordnung =, eine Erweiterung der natiirlichen Halbordnung > (groRer-gleich). Der
nichtnegative Orthant RZ5 ist also im 4-nichtnegativen Kegel W.,(O) der SE-Halbordnung >, = A enthalten.
Der A-nichtnegative Kegel W.,(O) wiederum ist enthalten im polyedrischen (konvexen) linearen Kegel
T:={ZeR":Z,>0,Z,>0}.
Es gilt also die Inklusionskette:
RIG c Wi (O) CT.

Furn=1ist R?, =T, sodass die beiden Kegel R?, und W.,(O) Ubereinstimmen:
[Rio = W+A(O)
Demzufolge stimmt fiir n = 1 wegen der Charakterisierung der Relation =, durch die Menge der 4-nichtnega-

tiven Vektoren die SE-Halbordnung =, mit der nattrlichen Halbordnung > des Raums R? tiberein. Die strenge
SE-Halbordnung > (>4 M %) stimmt mit der strengen nattirlichen Halbordnung > (= m %) von R? Uiberein.

Fur n > 2 ist der nichtnegative Orthant R”; aber eine echte Teilmenge des 4-nichtnegativen Kegels W.,4(O)
und damit auch die natlrliche Halbordnung eine echte Teilmenge der SE-Halbordnung (Beweis folgt unten):
RIG & W.y(O) fiirn> 2.

Fir n = 2 wird gezeigt, dass der /4-nichtnegative Kegel W..4(O) ein von Ebenen und Parabeln begrenzter Teil-
raum des R?® ist. Eine grafische Darstellung wird in Abbildung 1 gegeben.

W.4(0)={D e R®: Dg>0,D,>0,D1>-2,/D,D, }.

Beweis: 1) Die Trivialitat des Linienraums L:=C n (-C): Esist Z € L := C n (-C) gleichbedeutend zu Z, -Z
€ C =W.,(O) bzw. zu
En(Z,q) = A(Q)TZ=2Zoq" + ... + Zo =0 fur alle g > 0.
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Fir festen Koeffizientenvektor Z < L ist die Polynomfunktion En(q) := En(Z,q) auf der positiven Halbachse
identisch Null. Sie hat also unendlich viele Nullstellen und ist somit nach dem Nullstellensatz der komplexen
Funktionentheorie oder nach dem GauB-d’Alembertschen Fundamentalsatz der Algebra (nach Jean
d’Alembert 1746 und Carl Friedrich GauB 1799) gleich dem Nullpolynom mit Z = O (siehe z. B. Hildebrandt
2006, S. 163, Satz 2). Zum Nachweis von Z = O lasst sich jedoch hier auch ein elementarer Beweis nach dem
Prinzip der vollstandigen Induktion angeben: Aus Ex(q) = 0 in ]0,c0[ folgt zundchst der Induktionsbeginn fur
k=0:
Zn= LI{\Q E,(q) =0.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt unter Verwendung der Induktionsannahme Z, = ... = Znx+1
=0 fir k-1 (k € {1,...,n}) dann auch noch

— I n—k . 1 —
Zny = L@(Zoq tot Zy gyl +Z,,) = Ll\ng$ E.(Z,q) =0.
Damit ist der Induktionsschluss k-1 — k bewiesen und es gilt Z, = ... =Zy=0,also Z=0Ound L = 0.

2) Die Halbordnung =, ist nicht total: Dazu wird nachfolgend ein spezielles Z € R™*\ (C U (-C)) angege-
ben, flr welches also Z ¢ C =W.4(O) und - Z ¢ C bzw. Z #, O und - Z #, O gilt. Auf Grund der zweiten
Bedingung gibt es dann ein g > 0 mit
- En(Z,9) =En(-Z,0°) <0,
und folglich
En(O,q°) =0 <En(Z,9°).
Daher gilt neben Z #, O auch noch O #, Z und das spezielle Paar (Z,0) ist mittels der Halbordnung =, nicht
vergleichbar. Somit ist die Halbordnung =, nicht total.
Fir Z kann man beispielsweise Z = (-1,0,...,0,1)" wahlen. Fir dieses Z erhélt man die Endwertfunktion
En(Z,q) =- qn + 11
dann mit g“ := 2 aus En(Z,q) = 1 - 2" < 0 die Bedingung Z #, O und mit q‘ :=% aus En(-Z,q)=1/2"-1<0
die Bedingung - Z #, O.

3) Die Inklusion W.4(O) c T={Z e R™ : Z;> 0, Z, > 0}: Aus Z € W+,(O) bzw. En(Z,q) >0 fir alle g >0
folgt mittels der Grenzwertbildung
Zy = !]'Q(](Zoq +...+Zn71q+Zn) = Iql{rg E.(Z,q) 20.
AuBerdem folgt aus Bn(Z,q) = En(Z,0)/q" > 0 fiir alle g > 0 durch Ubergang zum Grenzwert
Zy= Iim(Z0 +£+"'+Z_':j = 1limB,(Z,q) =0,
q—>® q q g0

also insgesamt Z eT.

4) Die Inklusion R[5 < W.4(0): Aus Z e RY5 bzw. Z > O folgt fur jedes g > 0 wegen A(q) > O auch die
Ungleichung Ex(Z,q) = A(q)TZ > 0, also Z € W+4(O).
Furn=1ist T= R?,, sodass nach Teil 3) auch die umgekehrte Inklusion gilt: W.,(O) c T = R?, . Insgesamt
ist fir n = 1 also

[Rio = W+A(O).
Die echte Inklusion RJ5 & W.,4(O) filr n > 2: Fir n > 2 ist der nichtnegative Orthant R eine echte Teil-
menge von W.(O), da es ein X € W.,(O) \ R gibt. Zum Beweis wird zwischen geradem und ungeradem
Grad des Polynoms Ex(Z,q) unterschieden. Beispielsweise gelten fiir geraden Grad n > 2 und das spezielle X
e R™! mit den Komponenten

i = ey

6= U RO

die Ungleichungen

n

En(X,q) = Zn)X,-q””' = qu”'j(-l)l' =(q-1)">0firalleq>0
j=0

j=0
und somit X € W.(O). Es gilt aber nicht X > O bzw. X € R . Beispielsweise gelten bei n=2 fir den

Zahlungsstrom X = (1,-2,1)" die Relationen X >, O und X # O.
Fur ungeraden Grad m > 3 ist m = n + 1 mit geradem n > 2. Setzt man Z; = X; fir j = 0,...,n mit den oben an-


http://de.wikipedia.org/wiki/Jean_d%E2%80%99Alembert
http://de.wikipedia.org/wiki/Jean_d%E2%80%99Alembert
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gegebenen X; und Zn = 0, so gelten fiir dieses Z  R™* die Ungleichungen
En(Z,q)= > Z,a"™ =X X,q"’ =q(a-1)"=0furalleq>0
j=0 j=0
und somit Z € W.4(O). Wegen X # O istauch Z # O bzw. Z ¢ R,

5) Die Beschreibung des A-nichtnegativen Kegels W.,(O) der SE-Halbordnung fur n = 2: Da nach Teil 3)
des Beweises der Kegel W.,4(O) im polyedrischen Kegel T liegt, wird W...(O) beschrieben durch die unendlich
vielen Ungleichungen
D2>0,D0>0, D1 >-DaJ/q - Doq furalleq>0
bzw. durch die drei Ungleichungen
D,>0,Dg>0,D; > sup h(Dz, Do, C]) = H(Dz,Do)
g>0

mit der Hilfsfunktion
h(Dz,Do,Q) = - Dz/q - Doq.
Betrachtet man zu dem fest gedachten Paar (D2,Do) > (0,0) noch die Hilfsfunktion
f(a) := h(D2,D0,0),
so gilt
f(q) =0 im Fall D, = Do =0,
f(q) =-Doq im Fall D> =0, Do >0,
f(q) =-D2/q im Fall Do =0, D> 0,
also in allen diesen drei Féllen
H(Dz,Do) =0.
Es ist jetzt also nur noch fur den Fall DoD, > 0 der Wert H(D2,Do) zu bestimmen. Die Ableitung
/(@) = D2/q? - Do
der Funktion f(q) hat die positive Nullstelle go = \/D, /|/D, und es ist/*(q) > 0in10,qo[ und*(a) < 0inJdo,co.
Daher ist qo die Stelle eines Maximums der Funktion f(g) in ]J0,co[ mit dem Funktionswert
f(qo) =-2 D0D2 = - W(Dz,Do).
Somit ergibt sich im Fall DD, > 0 der Wert

H(Dz,Do) =- Zﬂ’DOD2 .
Auch insgesamt erhélt man fiir alle D2, Do > 0 den Wert
H(D2,Do) = - 2,/D,D, =-w(D2,Do).

Fur die eben bewiesene Ungleichung
h<H=-wbzw.g:=-h>wfiirq>0, Do, D2 >0
gibt es auch einen elementaren Beweis: Bei fest vorgegebenen Zahlen Do, D2, g € R mit DD, >0und g >0
ergibt sich aus
g% - 4DoD2 = D2%/g? + 2D;Dg + Do?g? - 4DoD> = (D2/q - Dog)? = 0
die Ungleichung
g2 > 4DgD,
und mit anschlieRendem Wurzelziehen die Ungleichung
gl = w.
In der Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn D, = Dog? gilt. Aus dieser Ungleichung
erhdlt man im Fall g > 0, Do, D2 > 0 wegen g = D2/q + Dog > 0, |g| = g die Ungleichung
g=>whbzw.h<-w
und im Fall g > 0, Do, D> < 0 die Ungleichung
-g>wbzw. h>w.

Daher ergibt sich fir den A-nichtnegativen Kegel W.4(O) der von der D1,D,-Ebene (Do = 0), der Do,D1-Ebene
(D2 = 0) und den Parabeln D, = D1%/(4Do) (Do > 0 fest) und Do = D1%/(4D>) (D2 > 0 fest) begrenzte Bereich

W.s(0) ={D e R®: Dy >0, D,>0, D; >-2,/D,D, }. O
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Abb. 1 Der A-nichtnegative Kegel W+4(O) und der A-nichtpositive Kegel W-4(O) = - W+4(O) der SE-Halbordnung =4 = A fur die
Laufzeitn =2
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