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Der vorliegende Artikel liefert die Beweise zum Abschnitt 8.4 im Buch ,Finanzmathematik‘ des Autors, die
dort weggelassen wurden. Die hier im Text gegebenen Hinweise auf verschiedene Abschnitte beziehen sich
ebenfalls auf dieses Buch.
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1 Existenz und Einzigkeit der Duplizierung und der
Replizierung mit Termingeschaften

1.1 Ein Supplementsystem mit speziellen Termingeschaf-
ten

Fur die Duplizierung (Nachbildung, additive Zerlegung) und die Replizierung (Glattstellung,
additive Ergdnzung) der Zahlungsstrome X e R™! wird jetzt ein Supplementsystem L von
(n-j+1)-periodischen Termingeschaften auf dem unvollkommenen Kapitalmarkt K vorausge-
setzt, das eine Verallgemeinerung des von Kruschwitz (1998), S. 48f., verwendeten Systems
von einperiodischen Termingeschéften ist. Fir dieses Supplementsystem L und fur jede belie-
bige Beurteilungskurve W(u) = U + V() soll nun bewiesen werden, dass fiir jeden Zahlungs-
strom X e R die Duplizierung bzw. die Replizierung auf genau eine Weise moglich ist.

Nach der Festlegung einer dem Entscheider passenden Beurteilungskurve W(w) = U + V(Q),
eines geeigneten Supplementsystems L ¢ K und eines beliebig fixierten Basiszahlungsstroms
B (bei der Replizierung) kann mit den Konzepten der Duplizierung bzw. Replizierung jedem
Zahlungsstrom X e R™! mit Hilfe des Supplements S(X) e C,. aus der zulassigen

Supplementmenge C , eindeutig ein realer Margenzahlungsstrom W(u(X)) zugeordnet

werden, der zum Vergleich und zur Beurteilung der X e R™?! verwendet werden kann. Basie-
rend auf die Existenz und Einzigkeit der Duplizierung bzw. der Replizierung kann im Raum
R"! eine Priferenzordnung definiert werden.

Die Definition eines Supplementsystems L findet man in Abschnitt 5.1.3, S. 123, des unten
angegebenen Buchs des Autors, die Definition der zulassigen Supplementmenge C , unter

Beachtung der von Kruschwitz (1998), S. 57, formulierten Supplementbedingung als Verbot
der gleichzeitigen Ausfuhrung von Erganzungsgeschéften findet man in Abschnitt 5.1.5. Eine
moglichst allgemeine Definition der Duplizierung bzw. Replizierung wird in den
Abschnitten 5.1.4 bis 5.1.9 hinsichtlich deren Existenz und Einzigkeit untersucht. Plau-
sibilitatsbetrachtungen zum Ansatz der Duplizierung und Replizierung erfolgen in den Ab-
schnitten 2.2.1 und 2.2.2.

In der Menge K der Kapitalmarktgeschéfte des unvollkommenen Kapitalmarkts soll jetzt also
ein System L von n Investitionen

|j = SlJ_| = T|_J'|
und n Finanzierungen
F=si=-T

mit der durch die elementaren Zahlungsstrome TEjj festgelegten Zahlungsstromstruktur vor-
handen sein:

T =(LTg T

T =0T ... T2 )N,

2o
T =(0.0-LT T )T,
T = (00,1, TE T,

mit den Komponenten
TE"J_,k =0furk=0,...,j-2,
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T, =-1

E;.j1
und den Vorzeichenbedingungen
TEJJ-,J' >0,

TE"J_’k >0 firk =j+1,...,n,

j=1,...,n, Ej € M = {H,S}. Die Zahlungsstrome TEJ'j sind Termingeschafte im Zeitintervall
[i-1,n] mit der Laufzeit n-j+1. Dabei ist neben ! = T! e K im Allgemeinen T} ¢ K und nur
Fo=- TJ ein Kapitalmarktgeschéft. Diese elementaren Zahlungsstréme TEjj werden fir die
elegantere Formulierung des Beweises der eindeutigen Duplizierung bzw. Replizierung ver-
wendet. Mit diesen kann namlich auch bei negativem 4; mit 4, T =(-4;)-F auf die formal
gleiche Weise wie bei nichtnegativem 4; mit /1JT,j = Jj-P ein Supplement des Kapitalmarkts
gebildet werden. Bei den Investitionen TEJ'j erfolgt die erste Zahlung zum Zeitpunkt t=j-1

und zwar als Auszahlung von einer Geldeinheit: TE"]YJ.?1 = - 1. Zum darauffolgenden Zeitpunkt

t =] erfolgt eine Einzahlung (TEJ'J’j >0) und zu den anschlieBenden Zeitpunkten erfolgen
hochstens Einzahlungen, aber keine Auszahlungen mehr (TE"]_’k >0, k = j+1,...,n). Diese Zah-

lungsstromstruktur gleicht einer einmaligen Anlage zum Zeitpunkt t=j-1 auf einem
Anlagekonto, bei der zum unmittelbar nachfolgenden Zeitpunkt t=j eine Abhebung vom
Anlagekonto erfolgt und zu den weiteren Zeitpunkten hochstens Abhebungen und keine
weiteren Anlagen erfolgen.

Die hier vom Zinssatztyp Ej=H, S abhangigen (n-j+1)-periodischen Termingeschéfte TEjJ

sind eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.1.4 behandelten (n-j+1)-periodischen Termin-
geschafte T! des vollkommenen Kapitalmarkts. Als Spezialfall erhdlt man mit

T ;= Ui, =1+ ;¢ >0 und
T =0furk=j+L,...n

die von Kruschwitz (1998), S. 48f, verwendeten einperiodischen Termingeschafte
T =(0,...,0,-1+qj¢ 0,....,0)T,

die eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.1.4 behandelten einperiodischen Terminge-
schéfte des vollkommenen Kapitalmarkts sind.

Eine Modifikation Réi der Termingeschafte TEj; im Zusammenhang mit der Beurteilungskurve W(x) = V(x)

der Endentnahme wird in Abschnitt 6.1 bei der Darstellung der klassischen Endwertmethode als Spezialfall einer
R-Préferenzordnung verwendet. Diese Termingeschéfte Réj haben die Komponenten

RE"J_‘k =0firk=0,....j-2und k = j,...,n-1,
Réj,j—l =-1
RE, >0

und somit die Zahlungsstromstruktur von Nullkuponanleihen:
R’EJ =(0,...,0,-1,0,...,0, Ré,,n)T-

Da diese Termingeschafte Réj keinen Spezialfall der Termingeschéfte TEJ'J darstellen, muss in Abschnitt 6.1 die

Existenz und Einzigkeit der Replizierung mittels dieser Supplemente R,’;j noch extra bewiesen werden.

Es wird nun die besondere Wirkung beschrieben, wenn ein geeignetes Vielfaches des Zah-
lungsstroms TEJ'j mit einem anderen Zahlungsstrom kombiniert wird. Dazu wird der einfache
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1.1 Ein Supplementsystem mit speziellen Termingeschéaften

Fall betrachtet, dass zum Zeitpunkt t =j-1 (j € {1,...,n}) ein Finanzmittelbestand oder eine

Zahlung 4; vorliegt. Dieser bzw. diese kann auch als ein spezieller Zahlungsstrom
Z'=(0,..,0,4;,0..,0)" = g

angesehen werden. Dabei ist j der j-te Standardbasisvektor des R"*. Zur Zahlung Z 1.{1 =)

von Z! kann nun mit dem elementaren Zahlungsstrom TEij auf dem Kapitalmarkt das

Supplement (Erganzungsgeschéft)
T= 4T =%(0,..0-1T/

£ )
Ej=H bei 4 >0 und
Ej=S beil <0
gebildet werden, das fur die zeitliche Verschiebung (Transposition) der Zahlung 4; verwendet
werden kann. Nimmt man namlich zum Zahlungsstrom Z! das Kapitalmarktgeschaft T hinzu,
so erhalt man den Kombinationszahlungsstrom

YI=Z+T=(0,..,004T

Epj

TEjj,n )T e K mit

SATE )T
mit

Y =0 furk =0,...,j-1,

Y) = /leEj_'j furk=j,...,n.
Die Zahlung 4; des Zeitpunkts t = j-1 kann also mit dem Supplement T zum Zeitpunkt t = j-1
auf den Wert Null glattgestellt (repliziert) und als ,,aufgezinste (mit TEJ'J_'k multiplizierte) Zah-
lungen auf die nachfolgenden Zeitpunkte t =k =j,...,n verschoben (transferiert, transponiert)
werden. Hinsichtlich dieser Wirkung kann das Supplement (Erganzungsgeschéaft) T auch ge-
nauer als ein zur Zahlung 4; gehoriges Transponement (Verschiebungsgeschaft) bezeichnet

werden. Da hier auf nachfolgende Zeitpunkte transponiert wird, kann T auch als ein zu 4; ge-
horiges Postponement bezeichnet werden.

Die zu einem Indexvektor E = (E1,...,En) € M" aus den TEJ']_ gebildete (n+1)xn-Matrix

Te =(Tg..... T¢)
1 0 . . . 0
T, 1.0
T2, -1
=| . . A . e RODxn
Te | . TEJ'J_,J. -1 0
: |
e, - . . . T,

hat eine ,,untere Dreiecksgestalt”. Die Bezeichnung ist nicht ganz exakt, da Te keine quadrati-

sche Matrix, sondern eine (n+1)xn-Matrix ist. Die Matrix Te besteht aus n linear unabhangi-

gen Spalten und hat somit Rang Te = n. Ebenso hat dann auch die zu E gehdrige Matrix
Le=(Sg.....St)

vollen Spaltenrang. Der Normalenvektor Pe = (Peg,...,Pen)" (Pen := 1) der Hyperebene
He=IlinLe =linTe

ist Losung des homogenen linearen Gleichungssystems Pe™Te = O und berechnet sich nach

der Festlegung Pen = 1 sukzessive fir j = n-1,...,0 zu

_ 7Tn
PE,n—l - TEn,n PE,m

Pej1= TEjj’j Pej+...+ TEjJ-,n Pen G=n,...,0),
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Peo = Tél’lPE,l +...+ Tell,n Pen.
Ausgehend von Pe, =1 > 0 folgt bei Verwendung der VVorzeichenbedingungen TEJ'j'j > 0 und

TE"j’k > 0 fur k = j+1,...,n mittels vollstdndiger Induktion fir alle Indizes j=n,...,0 die

Positivitdt der Komponenten Pe,j des Normalenvektors Pe:

Pe> 0.
Nach dem Satz Uber die Disjunktheit einer Hyperebene und des schwach positiven Orthanten
haben die Hyperebene He mit dem positiven Normalenvektor Pe und der nichtnegative Or-
thant nur den trivialen Durchschnitt (He N R7;" = O). Inshesondere ist dann der konvexe

lineare Kegel Ce (c He), E € M", und insgesamt die zul&ssige Supplementmenge C,. ar
bitragefrei.

Die Duplizierung und die Replizierung erfolgt mit einem speziellen Supplementansatz S(X)
=S, der durch die Supplementbedingung
(SB) S=Lehk MtEeM" ke R},
4>0 firE=H,
;>0 flrEgj=S.
beschrieben wird. Bei Verwendung der Matrix Te an Stelle von Le lautet die Supplementbe-
dingung
(SBT) S=Tekh mitE e M", L € R",
Ej=H Dbei4 >0und
Ei=S bei<0.
Eine Linearkombination der elementaren Zahlungsstrome TEJ'j , fr welche die Supplementbe-

dingung (SBT) erfillt ist, wird hier auch als eine SB-Linearkombination der TEjj bezeichnet.

Nachfolgend wird nun bewiesen, dass das Supplementsystem L sowohl eine eindeutige
Duplizierung als auch eine eindeutige Replizierung der Zahlungsstrome des R™! ermoglicht.

1.2 Duplizierung mit den Termingeschaften

Die Duplizierungsgleichung

S(X) + V(u(X)) =X -U=:§
ergibt mit dem Supplementansatz S = TeA die Vektorgleichung

TepoA(X) = § - V(u(X)) =: - s(u(X))
mit einem A =A(X) € R", p = u(X) € J und einem Indexvektor E = E(X)  M", der die
Supplementbedingung (SBT) erfillt. In der Matrizenschreibweise lautet die Duplizierungs-
gleichung

o0 0 $o-Vo(u)
TE, 100 (A
Te, -1
. | . =
Te | . TEjj ;10
. N :
Te, -~ ... T, Ca V()

GemaR der Beweisidee von Kruschwitz (1976), S. 18-20, fur die Replizierung mit einperiodi-
schen Supplementen wird jetzt zu einem fest vorgegebenen Beurteilungsparameter i € J das
in A lineare Gleichungssystem
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1.2 Duplizierung mit den Termingeschéften 7

Ted =-s() =¢-V(w)
betrachtet. Da die Matrix Te eine untere Dreiecksgestalt hat mit den von den Supplementty-
pen Ej unabh&ngigen Elementen -1 in der Hauptdiagonalen, kénnen aus den ersten n Zeilen
des Gleichungssystems sukzessive fir j=1,...,n sowohl die Transformationsparameter A
=7j(1) € R als auch die Supplementtypen E;j = Ej(1) € M geméaR der Supplementbedingung
(SBT)

Ej(n) =H bei (1) 20,

Ej(u) =S bei () <0
bestimmt werden. Die Funktionen 4j(i) und Ej(u), die im Allgemeinen zundchst noch nicht
mit 2j(X) und E;j(X) (bereinstimmen, berechnen sich somit nach der folgenden
Rekursionsformel:

A1(H) = so(w),
Ei(u) =H bei A1(n) >0, Ei(n) =S bei A1(n) <0,
Z2(M) =sa(u) + T|zl1(y),1/11(l1),
E2(u) =H bei A2(p) >0, Ea(n) =S bei A2(n) <0,
) = 5400 + pa(h) mit ) 2= ST s A0,
Ei(w) =H bei 4;(u) >0, Ei(W) =S bei 4j(n) <0 (G=2,...,n),
In(h) = 5n1() * 70a(4),
En() =H bei An(u) >0, En(u) =S  bei An(p) < 0.
Hier bei der Duplizierung ist
i) = - 4i(K)

j-1
=Xj1 + ZT,;(AI)VJ_l-(pk (&) -Uja-Vja(v) (=1,...,n)
k=1

der zum Zeitpunkt t = j-1 vorhandene Finanzmittelbestand, der sich als Summe der Zahlungs-
stromkomponente Xj.1 und der auf den Zeitpunkt j-1 transponierten (,,aufgezinsten*) fritheren
Finanzmittelbestande ¢k(u) (k= 1,...,j-1) und nach der Entnahme der Marge Wj.1(1) = Uj1
+ Vj1(p) ergibt.
Zu jedem p e J ist also eindeutig der zugehorige Indexvektor E(u) und Transformationsvek-
tor A(1) € R" festgelegt. Diese Vektoren A(u) und E(p) liefern genau dann eine Lésung des
gesamten Gleichungssystems

TegA(H) = - s(u),
wenn auch noch die Gleichung der letzten (n+1)-ten Zeile erfillt ist,

Inea(h) = $a() + () = 0 mit () = ST 4 (1),

wenn also p eine Nullstelle der rekursiv definierten Hilfsfunktion An+1(pt) ist. Somit existiert
eine eindeutige Duplizierung von X e R™?! genau dann, wenn es genau eine Nullstelle
K = u(X) € J der Funktion An+1(pt) gibt. Nachfolgend wird nun ein Beweis flr die eindeutige
Duplizierung angegeben. Die wesentliche Grundlage der Beweisidee ist, dass die Matrix Te
eine Dreiecksgestalt hat, das Gleichungssystem daher sukzessive nach den Transformations-
parametern 4; aufgelost werden kann und dazu gemal der Supplementbedingung (SBT)
passend der Supplementtyp E;j bestimmt werden kann, noch bevor das zugehorige Supplement
Séj = leE"j fur die Auflosung nach den weiteren Transformationsparametern A« benotigt

wird. Des Weiteren wird mit Hilfe der Vorzeichenbedingungen fur die Matrixelemente TE"J_’k

die strenge Monotonie, Unbeschranktheit und Stetigkeit der Beurteilungskurve V(u) auf die
Funktion An+1(Q) Ubertragen. Aus dem Beweis ergibt sich auch eine Berechnungsmdoglichkeit
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fiir die Duplizierung eines beliebigen Zahlungsstroms X e R™?! bei Verwendung eines derar-
tigen Supplementsystems Uber die iterative Nullstellenbestimmung der Hilfsfunktion Zn+1().

Beweis der eindeutigen Duplizierung mit den Termingeschéaften: Fiir den Nachweis der Existenz von genau einer
Nullstelle der Funktion Jn+1(p) wird gezeigt, dass An+1 1 J — R eine bijektive Funktion ist. Flr die Injektivitét
wird bewiesen, dass An+1(|L) streng monoton steigend ist. Fiir die Surjektivitat wird bewiesen, dass An+1(M) stetig
und an den Intervallgrenzen unbeschrankt ist.

1) Als Erstes wird die Monotonie der Funktionen 2j(W), j = 1,...,n+1, bewiesen. Die Funktion

S(u) = -5+ V()

ist beztglich der strengen Halbordnung > des R™! streng monoton steigend. Zur Erinnerung: Fir einen Vektor
X e R™ gilt X > O genau dann, wenn X > O und X # O ist. Daher sind die Komponentenfunktionen

Si(w) = - G + Vi(W)
zumindest (schwach) monoton steigend (j = 0,...,n). Insbesondere ist dann auch A1(p) = so(x) monoton steigend.
Auf Grund der Nichtnegativitat der Matrixelemente TE"k(#),jfl (k =1,...,j-1) kann mit dem Prinzip der vollstandi-

gen Induktion nach j geschlossen werden, dass fur j = 1,...,n+1 die Funktionen
j-1
yira(p) = ZTEkk(y),j—l'lk(/'l) und
k=1

A(K) = sja(u) + yja(p)
monoton steigend sind.

2) Als Néchstes wird die strenge Monotonie von Aq+1(t) bewiesen. Dazu wird in J ein fest fixiertes Teilintervall
J° = [c,d] ¢ J betrachtet. Da V(u) in J bezuglich > streng monoton steigend ist, ist V(c) < V(d) bzw. V(u) nicht
konstant in J°. Demnach existiert ein kleinster Index i = i(J°) € {0,...,n}, so dass die Komponentenfunktionen
Vi(H) und si(u) = - G + Vi(W)
jeweils in J¢ nicht konstant sind. Da sij(x) und yi(it) monoton steigend sind und s;(pt) nicht konstant in J¢ ist, ist
dann auch
Aiv(H) = si() + (W)
nicht konstant in J*. Wegen der Monotonie von Zi+1(p) ist die Nichtkonstanz von Ais1(p) in J° gleichbedeutend
zur strengen Ungleichung Zis1(c) < Zi+1(d). Daraus kann nun auch die Nichtkonstanz der néchsten Funktion
Jir2(l) in J¢ geschlossen werden: Wegen TEii*(lu)M > 0 sind n&mlich auch die monoton steigenden Funktionen

T i At (1),
Yiser(W) = ZTEkk s A (1) + i e Aisa(l) und
k=1

Air2() = Siva(ee) + pisa ()
nicht konstant in J. Dieser Schluss von i+1 auf i+2 entspricht schon dem allgemeinen Induktionsschluss
j — j+1. Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt, dass fur alle Indizes j = i+1,...,n+1 die Funktionen
Zj(1) in J° nicht konstant sind. Insbesondere ist An+1(p) nicht konstant in J* und wegen der Monotonie von An+1(L)
dann An:1(C) < An+a1(d). Da die Stellen ¢, d € J, ¢ < d, beliebig gewahlt waren, ist somit A..1(p) in J streng mono-
ton steigend und damit auch injektiv.

3) Des Weiteren wird jetzt die Unbeschréanktheit von A.+1(p) an den Intervallgrenzen gezeigt. Da V(U) an den
Intervallgrenzen von J als unbeschrankt vorausgesetzt ist, gibt es Indizes m, p € {0,...,n} mit

V(W) — - oo beipg — a,

Vp(H) — + oo bei p— b.
Da die Funktionen Aj() monoton steigend sind, sind sie auch in ]a,0] nach oben beschrankt (4;(1) < 4;(0) fur
n<0) und in [0,b[ nach unten beschrankt (%j(n) = 4;(0) fur p >0). Weiter sind die Funktionen sm(u)
= - {m + V(W) und sp() = - ¢ + V() monoton steigend mit dem Grenzwertverhalten

Sm(l) — - 00 bei g — a,

Sp(1) — + oo bei g — b.

Da fir k= 1,...,m die Matrixelemente TEkk(y),m >0 sind und die Funktionen J(l) in ]a,0] nach oben beschrankt

sind, sind auch die Produkte TE“k(y)‘m -4, () und deren Summe

)= 3T A (1)

in ]a,0] nach oben beschrénkt. Demnach ergibt sich fiir die Funktion Am.1(p) das Grenzwertverhalten
Am+1(H) = Sm(u) + ym(H) — - 0o bei g — a.
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1.2 Duplizierung mit den Termingeschéften 9

Es wird jetzt mittels vollstandiger Induktion gezeigt, dass dieses Grenzwertverhalten fiir alle Funktionen 2;(p),
j=m+l1,...,n+1, vorliegt. Der Induktionsbeginn ist mit j = m+1 gegeben. Aus der Induktionsannahme, dass A;(lL)
fur einen Index j > m+1 dieses Grenzwertverhalten aufweist, folgt auch fur

j-1 )
/Ij“rl(IJ) = Sj(ﬂ) + ZTEkk(/J),j ﬂ“k(,u) +TEJJ(y),j 'ﬂj (ﬂ)
k=1

dieses Verhalten: Es sind ndmlich die beiden ersten Summanden in ]a,0] nach oben beschrankt und der dritte

Summand konvergiert wegen TEj,-(y),j >0 bei p— a gegen - co. Damit ist der Induktionsschluss j — j+1 er-

bracht. Insbesondere erhélt man fiir j = n+1 das Grenzwertverhalten
An1(M) — - oo bei 4 — a.
Analog kann An+1(M) — + co bei 4 — b gezeigt werden.

4) SchlieBlich wird jetzt noch die Stetigkeit der Funktionen 4;(u), j = 1,...,n+1, bewiesen. Mit den Funktionen
Vj(p) sind auch die sj() = - ¢ + Vj(W) stetig. Damit ist schon 21(l) = So(x) stetig und der Induktionsbeginn fir
j =1 gegeben. Mittels vollstdndiger Induktion wird nun die Stetigkeit aller 4;(1) gezeigt. Bei der Induktionsan-
nahme geht man flr einen Index j e {1,...,n} von der Stetigkeit aller A() mit 1 <k <j aus. Es wird nun jede

dieser Funktionen A«() noch néher betrachtet. Falls A(p) in J keine Nullstelle hat, ist TEkk(u),j als Funktion von

in J konstant und das Produkt TE“k (. M(K) In J stetig.

Falls (1) eine Nullstelle po € J besitzt, so gilt wegen der Monotonie
A(H) < Ak(po) =0 fur p € ]a,po] und
Zk(K) = Ak(Mo) = 0 flir g € [Ho,b[.

Zum fest gedachten Index k wird nun die Menge
M :={l € ]a,ho] : A1) < 0}

gebildet. Falls M = @ ist, gilt A(u) = 0 in Ja, o], Ak(W) = 0 in [Lo,b[, so dass TEkk(u),j =Tk

w,; In J konstant und das
Produkt

i) == TEkk () (M)

in J stetig ist. Falls M # @ ist, existiert fur die nichtleere, nach oben beschrénkte Teilmenge M von R nach dem
Vollstandigkeitsaxiom (Axiom vom Dedekindschen Schnitt) der Menge der reellen Zahlen das Supremum (die
kleinste obere Schranke) p1 := sup M von M und es gilt

a < M1 < Ho.
Wegen der Stetigkeit von (L) kann (1) = 0 gefolgert werden: Bei A(M1) < 0 wirde es namlich wegen der
Stetigkeit von A(p) auch ein p°, p1 < P < o, mit A1) < 0 geben, was aber im Widerspruch zur Definition von
M1 steht. Auf Grund der pa-Definition ist Ak(i) >0 in [ug,b[. Auf Grund der Monotonie von (W) ist (i) <0 in

la,pi: Zu jedem u € ]a,ps[ gibt es ndmlich ein x4 € M mit u < u* < u1, so dass wegen der Monotonie die Un-
k

gleichung Z() < Z(u) <0 folgt. Daher ist T, = T, fur p e Ja[und TE ), = T, fur g e [ui,b[. Das
Produkt zj(u) = T,Ekk(ﬂ),jlk(u) ist zundchst in den Teilintervallen Ja,ps[ und [pg,b[ und wegen Ax(41) = 0 auch an
der Stelle p = stetig:

/lli/r‘ng;j A () =0= TEkk(,,l),j A () = /Izi\rDlT;’j A (p) -
Aus der Stetigkeit dieser Produkte folgt dann auch die Stetigkeit fiir deren Summe

W)= YT A a)

und fiir die Summe

Ara (L) = sj(u) + i)
Damit ist der Induktionsschluss j — j+1 erbracht und die Stetigkeit der Funktionen (1), j = 1,...,n+1, in J be-
wiesen.

5) Aus der Stetigkeit der Funktion A.+1(t) und deren Unbeschréanktheit an den Intervallgrenzen folgt nach dem
Zwischenwertsatz von Bolzano (1741-1848) auch die Surjektivitat und insgesamt die Bijektivitat der Funktion
Jn+1 1 J — R. Daher besitzt An«1(l) in J genau eine Nullstelle u = x(X). Damit ist der Beweis der eindeutigen
Duplizierung mit dem speziellen Supplementsystem L abgeschlossen. O

Die Existenz und Einzigkeit der Duplizierung von X e R™* mit einem Supplement S(X)
€ C,,. und einem Beurteilungskurvenpunkt W(u(X)) = U + V(u(X)) € W(J) ist hier fur eine

Parameterdarstellung W(u) der Beurteilungskurve W nachgewiesen. In Abschnitt 8.3.4 wird
begrindet, dass die (Existenz und) Einzigkeit der Duplizierung auch gegeben ist, wenn die
Beurteilungskurve W als P-Aquivalenzklasse von Parameterdarstellungen gegeben ist.
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1.3 Replizierung mit den Termingeschaften

Die Replizierungsgleichung
SX)-V((X))=U-B-X=:¢&
ergibt mit dem Supplementansatz S¢ = Teh die Vektorgleichung
TepoA(X) = & + V(v(X)) =: - r(v(X))
mit einem A = A(X) € R", v = »(X) € J und einem Indexvektor E = E(X) € M", der die Sup-
plementbedingung (SBT) erflllt. Nach der Beweisidee von Kruschwitz (1976), S. 18-20, flr
die Replizierung mit einperiodischen Supplementen wird jetzt zu einem fest vorgegebenen
Beurteilungsparameter v € J das in A lineare Gleichungssystem
TEA=-r(v) =&+ V(v)
betrachtet. Da die (n+1)xn-Matrix Te eine untere Dreiecksgestalt und in der Hauptdiagonalen
die von den Supplementtypen Ej unabhangigen Elemente -1 besitzt, kénnen die ersten n Zei-
len des Gleichungssystems sukzessive fir j = 1,...,n nach den Transformationsparametern A
= Jj(v) € R aufgeldst werden und die Supplementtypen E; = Ej(v) € M nach der Supplement-
bedingung (SBT) bestimmt werden. Die Funktionen j(v) und Ej(v) berechnen sich nach der
folgenden Rekursionsformel:
A1(v) = ro(v),
Ei(v) =H beili(v) >0, E1(v) = S bei 11(v) <0,

AO) Sra0)+pa0)  mitgae) = ST AW,

Eij(v) =H bei(v)>0, Ej(v) = S bei 4j(») <0 (4=2,...,n).
Hier bei der Replizierung ist der Transformationsparameter

j-1 .
A() =Bja+ X+ D TE A W) - Ui - Via()( = 1,...n)
k=1

der zum Zeitpunkt t = j-1 vorhandene Finanzmittelbestand, der sich als Summe der Basiszah-
lung Bj-1, der Zahlungsstromkomponente Xj.1 und der auf den Zeitpunkt j-1 transponierten fri-
heren Finanzmittelbestande Ak(v) (k =1,...,j-1) und nach der Entnahme der Marge Wj.1(v) =
Uj1 + Vja(v) ergibt.
Zu jedem v € Jist also eindeutig der zugehdrige Indexvektor E(v) und Transformationsvektor
A(v) € R" festgelegt. Diese Vektoren A(v) und E(v) liefern genau dann eine Ldsung des Glei-
chungssystems

TeA(v) = - 1(v),
wenn auch noch die Gleichung der letzten Zeile erfillt ist,

Jne1(v) = ra(v) + pa(v) =0 mit pa(v) = Zn:TEkk(v)m A W),

wenn also v eine Nullstelle der rekursiv definierten Funktion An+1(v) ist. Somit existiert eine
eindeutige Replizierung von X e R™?! genau dann, wenn es genau eine Nullstelle v =1v(X)
e J der Funktion An+1(v) gibt. Wie oben bei der Duplizierung kann ein Beweis fiir die eindeu-
tige Replizierung bzw. fir die Existenz von genau einer Nullstelle der Funktion An+1(v) ange-
geben werden. Dazu wird bewiesen, dass An+1 : J — R eine bijektive und stetige Funktion ist.
Fur die Injektivitat wird die strenge Monotonie von /n+1(v) bewiesen. Fir die Surjektivitét
wird bewiesen, dass An+1(v) stetig und an den Intervallgrenzen unbeschréankt ist. Wéhrend bei
der Duplizierung die Vektorfunktion s(u) = - £ + V(«) streng monoton steigend ist, ist hier die
bei der Replizierung verwendete Vektorfunktion r(v) = - & - V(v) streng monoton fallend.
Demzufolge ergeben sich hier die 2j(v) als monoton fallend und An+1(v) als streng monoton
fallend mit dem Grenzwertverhalten An+1(v) — + o0 bei v—a und An1(v) — - 00 bei
v — b. Der ausfuhrliche Beweis wird hier weggelassen, da er analog zu dem entsprechenden
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Beweis bei der Duplizierung verlauft. Auch hier liefert der Beweis eine Berechnungsmdg-
lichkeit der Replizierung uber die iterative Nullstellenbestimmung der Hilfsfunktion An+1(v).
Es stellt sich hier die Frage, ob es neben dem hier verwendeten Supplementsystem L von spe-
ziellen Termingeschéften noch weitere Supplementsysteme gibt, flr welche die Existenz und
Einzigkeit der Duplizierung bzw. Replizierung gezeigt werden kann. Tatsachlich kann im
néachsten Abschnitt auch noch ein Supplementsystem von speziellen Kassageschéften angege-
ben werden, fur welches mit der gleichen Beweisidee die Existenz und Einzigkeit der Dupli-
zierung und der Replizierung nachgewiesen wird.



2 Existenz und Einzigkeit der Duplizierung und der
Replizierung mit Kassageschaften

An die Beurteilungskurve V(u) werden jetzt die gleichen Anforderungen wie in den Ab-
schnitten 4.1.5 und 5.1.8 des unten genannten Buchs des Autors gestellt. Als Supplementsys-
tem L wird jetzt in der Menge K der Kapitalmarktgeschéfte ein System von j-periodischen
Kassageschéften vorausgesetzt. Fir dieses System L und jede beliebige Beurteilungskurve
W(u) =U + V(u) kann wieder die Existenz und Eindeutigkeit der Duplizierung bzw. der
Replizierung bewiesen werden.

2.1 Ein Supplementsystem mit speziellen Kassageschaften

Fur die Konzepte der Duplizierung und der Replizierung soll jetzt auf dem unvollkommenen
Kapitalmarkt ein Supplementsystem von n Investitionen

|J = SJ = KJ
und n Finanzierungen
Fl=gl=-K!

mit der durch die elementaren Zahlungsstréme Kéj festgelegten Zahlungsstromstruktur
vorhanden sein:

Kt =(Kgp.1,0,...,0)7,

K2 _(KE 07 El’l’o S0)T,

KJ _(KE 01 El’ Kéjl’ 0,...,0)7,

Kn _(KEO’ El’ Klgnl’)’
mit den Vorzelchenbedlngungen
K, <0,
Ké W S0furk=1,...j-1,
und den Komponenten
K =1,
K&« =0furk=j+1,...n,
j=1,...,n, Ej € M ={H,S}. Die Zahlungsstromstruktur wird wie bei den Termingeschéaften
TE"J_ auch hier bei den Kassageschaften Kéj als Investition (lexikonegativer Zahlungsstrom)

angegeben. Wahrend aber in der Matrix Te unterhalb der negativen Hauptdiagonalen und der
positiven Subdiagonalen (der unter der Hauptdiagonalen gelegenen Diagonalen) nichtnegative
Elemente auftreten, hat man hier in der Matrix Ke zwischen der negativen ersten Zeile und

der positiven Subdiagonalen nichtpositive Elemente. Die Zahlungsstréme Kéj sind Kassage-
schafte im Zeitintervall [0,j] mit der Laufzeit j. Dabei ist im Allgemeinen K! ¢ K und nur
Fo=- K{ ein Kapitalmarktgeschéft. Diese elementaren Zahlungsstrome Kéj werden fir die

elegantere Formulierung des Beweises der eindeutigen Duplizierung bzw. Replizierung ver-
wendet. Bei den Investitionen Kél erfolgt zum Zeitpunkt t =0 eine Auszahlung: KE"P0 <0.

Zu den darauf folgenden Zeitpunkten t = 1,...,j-1 erfolgen hochstens Auszahlungen und keine

12



2.1 Ein Supplementsystem mit speziellen Kassageschaften 13

Einzahlungen. Erst zum Zeitpunkt t=j erfolgt die einzige Einzahlung in H6he von einer
Geldeinheit. Diese Zahlungstromstruktur gleicht einem Sparvorgang, bei dem tber Jahre hin-
weg Spareinlagen auf ein Anlagekonto eingezahlt werden und zum Zeitpunkt t =j das ge-
samte angesparte Kapital abgehoben wird.

Die hier vom Zinssatztyp Ej = H, S abh&ngigen j-periodischen Kassageschéfte Kéj sind eine
Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.1.4 behandelten j-periodischen Kassageschafte K/ des
vollkommenen Kapitalmarkts. Als Spezialfall erhalt man mit

K¢, =-d;e <Ound

Ke=0furk=1,..j-1
als Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.1.4 behandelten reinen Wertpapiere D! des vollkom-
menen Kapitalmarkts hier die reinen Wertpapiere

Ki =D{ =(-d;¢ .0,...,0,1,0,....0)T,
des unvollkommenen Kapitalmarkts. Diese besitzen die Zahlungsstromstruktur von Nullku-
ponanleihen. Diese speziellen Kassageschafte Kéj werden in Abschnitt 6.2 bei der Darstel-

lung der klassischen Kapitalwertmethode als Spezialfall einer R-Praferenzordnung verwendet.

Es wird nun die besondere Wirkung beschrieben, wenn ein passendes Vielfaches des Zah-
lungsstroms Kéj mit einem anderen Zahlungsstrom kombiniert wird. Dabei wird der einfache

Fall betrachtet, dass zum Zeitpunkt t=j (j € {1,...,n}) ein Finanzmittelbestand ¢; vorliegt.
Dieser kann als ein spezieller Zahlungsstrom

21 =(0,..,0,¢,0..,0)" = pjgj+1
angesehen werden. Dabei ist ej+1 der (j+1)-te Standardbasisvektor des R"?*. Zur Zahlung Z J.j

= ¢j kann nun mit dem elementaren Zahlungsstrom Kéj auf dem Kapitalmarkt das Supple-

ment (Ergédnzungsgeschaft)
K=2 KL =24(KL o KL KL 4,10,..,0)T e K

mit 4; = - ¢j, Ej = H bei 4; >0 und Ej = S bei 4; <0, gebildet werden, das fur die zeitliche Ver-
schiebung (Transposition) der Zahlung ¢; verwendet werden kann. Nimmt man ndmlich zum
Zahlungsstrom Z! das Kapitalmarktgeschaft K hinzu, so erhalt man den Kombinationszah-
lungsstrom

YI=Z+ K== (K AKL - AiK]

EJlj_l,O,...,O)T
mit
Y] =) ngyk = oj-(- K,;'J,k) firk=0,...,j-1
und
YJ) =0 furk=jj+1,....,n.
Die Zahlung ¢; des Zeitpunkts t = j kann also mit dem Supplement K zum Zeitpunkt t = j auf
den Wert Null glattgestellt (repliziert) und als ,,abgezinste* Zahlungen gj-(- KEjj,k) auf die

vorherigen Zeitpunkte t =k =0,...j-1 verschoben (transponiert) werden. Hinsichtlich dieser
Wirkung kann das Supplement (Erganzungsgeschéft) K auch genauer als ein zur Zahlung g;
gehdriges Transponement (Verschiebungsgeschéft) bezeichnet werden. Da hier auf vorherige
Zeitpunkte transponiert wird, kann K auch als ein zu ¢; gehtriges Anteponement bezeichnet
werden.
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Die zu einem Indexvektor E = (E,...,En) € M" aus den Kéj gebildete (n+1)xn-Matrix
Ke = (Kg,....K¢ )

Kllzl,o Kéz,o ' : ' Kgn,o
1 Kg, . . KE,
o 1 :

= . .1 K& KL (e RN
1 KE
0 ... 0 1

hat eine ,,obere Dreiecksgestalt®. Die Bezeichnung ist nicht ganz exakt, da Ke keine quadrati-
sche Matrix, sondern eine (n+1)xn-Matrix ist. Die Matrix Ke besteht aus n linear unabhangi-
gen Spalten und hat somit Rang Ke = n. Ebenso hat dann auch die Matrix

Le=(Sg.....St)
vollen Spaltenrang. Der Normalenvektor Pe = (Pey,...,PEn)T (Peo := 1) der Hyperebene

He =linLe =lin Ke
ist Losung des homogenen linearen Gleichungssystems PeTKe = O und berechnet sich nach
der Festlegung Pe := 1 sukzessive fiir j=1,...,n zu

Pe1=- Kél,o Peo >0,
Pej=- K{ Peo- K Pex...- KL | Pej1>0 (=2,...n).

Ausgehend von Peo =1 > 0 folgt bei Verwendung der Vorzeichenbedingungen mittels voll-
stdndiger Induktion fur alle Indizes j=0,1,...,n die Positivitdt der Komponenten Pe; des
Normalenvektors Pe:

Pe > O.
Nach dem Satz Uber die Disjunktheit einer Hyperebene und des schwach positiven Orthanten
haben die Hyperebene He mit dem positiven Normalenvektor Pe und der nichtnegative Or-
thant nur den trivialen Durchschnitt (He N R7;" = O). Inshesondere ist dann der konvexe

lineare Kegel Ce (c He), E € M", und insgesamt die zulassige Supplementmenge C _, ar-
bitragefrei.
Die Duplizierung und die Replizierung erfolgt mit einem speziellen Supplementansatz S(X)
=S, der durch die Supplementbedingung
(SB) S=Lek mitE e M" L e R",,
4j=>0 furEgj=H,
;>0 furEg;=S.
beschrieben wird. Bei Verwendung der Matrix Ke an Stelle von Le lautet die Supplementbe-
dingung

(SBK) S=Keh mitE e M", A € R",
Ej=H Dbei4 >0und
Ei=S bei}<0.

Eine Linearkombination der elementaren Zahlungsstréme Kéj , bei der die Supplementbedin-

gung (SBK) erfillt ist, wird hier auch als eine SB-Linearkombination der Kéj bezeichnet.

Nachfolgend wird nun bewiesen, dass das Supplementsystem L sowohl eine eindeutige
Duplizierung als auch eine eindeutige Replizierung der Zahlungsstrome des R™* ermoglicht.
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2.2 Duplizierung mit den Kassageschaften

Die Duplizierungsgleichung

X = S(X) + W(u(X)) = S(X) + U + V(u(X))
bzw.

SX) +V(u(X)=X-U=:¢
ergibt mit dem Supplementansatz S = KeA die Vektorgleichung

KepoM(X) = & - V(u(X)) =: + o(u(X)) (= - s(u(X)))
mit einem A =A(X) € R", p = u(X) € J und einem Indexvektor E = E(X) € M", der die
Supplementbedingung (SBK) erflllt. Geméall der Beweisidee von Kruschwitz (1976), S. 18-
20, fur die Replizierung mit einperiodischen Termingeschaften wird jetzt zu einem fest vor-
gegebenen Beurteilungsparameter i € J das in & lineare Gleichungssystem

KeAh =o(u) :=C- V(v
betrachtet. Da die Matrix Ke eine obere Dreiecksgestalt hat und in der Subdiagonalen (der un-
ter der Hauptdiagonalen gelegenen Diagonalen) die von den Supplementtypen E;j unabhéngi-
gen Elemente -1 auftreten, kbnnen aus den letzten n Zeilen des Gleichungssystems sukzessive
flr j =n,...,1 sowohl die Transformationsparameter 4; = Aj(1) € R als auch die Supplementty-
pen Ej = Ej(1) € M gemal} der Supplementbedingung (SBK) bestimmt werden. Die Funktio-
nen Aj(1) und E;j(p) berechnen sich nach der folgenden Rekursionsformel:

An(H) = on(w),

En(1) =H bei (W) >0, En(1) = S bei An(1) <0,

HH) = o) + m(K) mit () = - 2 KE A1),
k=j+1

Ej() =H bei 4j(n) >0, Ej(1) = S bei () <0(j =n-1,...,1).

Hier bei der Duplizierung ist

AW =X+ S CKE ) A - Ui Vi) = 1....0)

k=j+1

der zum Zeitpunkt t = j vorhandene Finanzmittelbestand, der sich als Summe der Zahlungs-
stromkomponente X; und der auf den Zeitpunkt j transponierten (,,abgezinsten) spateren Fi-
nanzmittelbestande Ax(1) (k = j+1,...,n) und nach der Entnahme der Marge W;j(Q) = U;j + Vj(W)
ergibt.
Zu jedem p e J ist eindeutig der zugehorige Indexvektor E(u) und Transformationsvektor
A(K) € R" festgelegt. Diese Vektoren A(u) und E(u) liefern genau dann eine Lésung des Glei-
chungssystems

KewA (W) = o(u),
wenn auch noch die Gleichung

Ao(H) 1= oo(u) + ro(H) = 0
der ersten Zeile erfillt ist, wenn also p eine Nullstelle der rekursiv definierten Funktion Ao(LL)
ist. Es existiert somit eine eindeutige Duplizierung von X e R™?! genau dann, wenn es genau
eine Nullstelle p = x(X) € J der Funktion Ao(u) gibt. Nachfolgend wird nun ein Beweis flr die
eindeutige Duplizierung skizziert. Durch den Beweis erhalt man auch eine Berechnungsmaog-
lichkeit fir die Duplizierung eines beliebigen Zahlungsstroms X e R™?! bei Verwendung ei-
nes derartigen Supplementsystems Uber die iterative Nullstellenbestimmung der Hilfsfunktion

Ao(H).

Beweis der eindeutigen Duplizierung mit den Kassageschaften: Zum Nachweis der Existenz von genau einer
Nullstelle der Funktion Ao(lt) wird die Bijektivitat und Stetigkeit der Funktion /o : J — R gezeigt. Fir die Injek-
tivitat von Ao(p) wird bewiesen, dass die () (j = n,...,1) monoton fallend sind und Zo(lt) Streng monoton fallend
ist. Flr die Surjektivitat von Zo(p) wird bewiesen, dass Jo(l) stetig und an den Intervallgrenzen unbeschréankt ist.
An die Stelle der streng monoton steigenden Funktion
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() = -5+ V()

und der monoton steigenden Funktionen A;(t) und
i
(k) = ZTEkk(y),j A (1)
k=1

im entsprechenden Beweis fiir die Termingeschéfte treten hier die streng monoton fallende Funktion

_ o(u) = - V(n)
und die monoton fallenden Funktionen 4;(u) und
Ki(W) = - z KEK(#),j A (1)
k=j+1
An Stelle der Vorzeichenbedingungen TE”J_,J. >0, TE"M. >0 (k=1,...,j-1; j = 1,...,n) des vorherigen Abschnitts
hat man hier die Bedingungen - KE"j,o >0, - K,';k,j >0 (k=j+1,...,n; j=1,...,n). Die strenge Monotonie von
Jo(p) folgt hier schon aus der schwachen Monotonie von oo(x) und der 4j(1) (j = 1,...,n) und der Tatsache, dass
es zu beliebig fixierten Stellen ¢, d € J, ¢ <d, bzw. zu beliebigem Teilintervall J° = [c,d] c J einen Index i = i(J°)
€ {0,...,n} gibt, so dass oi(x) in J° nicht konstant ist. Demzufolge ist ndmlich Zi(l) = oi() + xi(|L) nicht konstant

in J* und dann wegen KIiE,(,u),O <0auch

ro(H) = _KIiEi (0" () + i(_Kék(y),O) A (1)

ki
und

Ao(H) = oo(u) + Ko(H)
nicht konstant in J*. Da J° ¢ J beliebig war, ist Ao(1) streng monoton fallend in J. Aus der Bijektivitat und Ste-
tigkeit der Funktion 2o : J — R folgt die Existenz von genau einer Nullstelle x = u(X) von Ao(u). Der ausfihrli-
che Beweis der eindeutigen Duplizierung wird hier weggelassen, da er analog zu dem entsprechenden Beweis
fur die Duplizierung mit den speziellen Termingeschéften verlauft. o

2.3 Replizierung mit den Kassageschaften

Die Replizierungsgleichung

B + X + SY(X) = W(W(X)) = U + V(¥y(X))
bzw.

S‘X)-V((X))=U-B-X=:§
ergibt mit dem Supplementansatz S¢ = Keh die Vektorgleichung

KepgM(X) = & + V(1(X)) =: p(v(X)) (= - r(v(X)))
mit einem L = A(X) € R", v = v(X) € J und einem Indexvektor E = E(X) € M", der die Supp-
lementbedingung (SBK) erfillt. Nach der Beweisidee von Kruschwitz (1976), S. 18-20, fiir
die Replizierung mit einperiodischen Termingeschéften wird jetzt zu einem fest vorgegebenen
Beurteilungsparameter v € J das in A lineare Gleichungssystem

Ked =p(v) =&+ V(v)
betrachtet. Da die (n+1)xn-Matrix Ke eine obere Dreiecksgestalt und in der Subdiagonalen
(der unter der Hauptdiagonalen gelegenen Diagonalen) die von den Supplementtypen E;j un-
abhéngigen Elemente +1 besitzt, konnen die letzten n Zeilen des Gleichungssystems sukzes-
sive flr j =n,...,1 nach den Transformationsparametern ; = Jj(v) € R aufgelést werden und
die Supplementtypen E;j = Ej(v) € M nach der Supplementbedingung (SBK) bestimmt werden.
Die Funktionen 4j(v) und Ej(v) berechnen sich nach der folgenden Rekursionsformel:

n(v) = pa(v),

En(v) =Hbeiin(v) >0, En(v)=SDbeiin(v)<0,

Ai) = pi(v) + K(v) mit x(v) :=- D KE iAW),

k=j+1

Ei(v) =Hbeil(v)=>0, Ej(v)=Sbeilj()<0(=n-1,...,1).

Hier bei der Replizierung ist
oi(v)  =-4()
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= BJ + XJ + Z (_Kék(v),j)'gok(v) - UJ - VJ(V)(J = 1""an)
k=j+1
der zum Zeitpunkt t = j vorhandene Finanzmittelbestand, der sich als Summe der Zahlungs-
stromkomponente X;, der Basiszahlung Bj und der auf den Zeitpunkt j transponierten (,,abge-
zinsten®) spéteren Finanzmittelbestande ¢k(v) = Ak(v) (k=1,...,j-1) und nach der Entnahme
der Marge Wj(v) = Uj + Vj(v) ergibt.
Zu jedem v € Jist also eindeutig der zugehdrige Indexvektor E(v) und Transformationsvektor
A(v) € R" festgelegt. Diese Vektoren A(v) und E(v) liefern genau dann eine Losung des Glei-
chungssystems
KewA(v) = p(v),
wenn auch noch die Gleichung der ersten Zeile erfillt ist,
do(v) := po(v) + xo(v) = 0,
wenn also v eine Nullstelle der rekursiv definierten Funktion Ao(v) ist. Somit existiert eine ein-
deutige Replizierung von X € R™? genau dann, wenn es genau eine Nullstelle v = v(X) e J
der Funktion Ao(v) gibt. Wie oben bei der Duplizierung kann ein Beweis fir die eindeutige
Replizierung bzw. fiir die Existenz von genau einer Nullstelle der Funktion Ao(v) angegeben
werden. Das Beweisschema ist das gleiche wie bei der Duplizierung, nur dass die streng mo-
noton fallende Funktion o(x) =¢ - V(«) hier durch die streng monoton steigende Funktion
p(v) =& + V(v) ersetzt wird. Demzufolge ergeben sich hier die Jj(v) und xj(v) als monoton
steigend und Ao(v) als streng monoton steigend mit dem Grenzwertverhalten Ao(v) — - oo bei
v — aund Ao(v) — + oo bei v — b. Der ausfuhrliche Beweis wird hier weggelassen, da er
analog zu dem entsprechenden Beweis fur die Duplizierung mit den speziellen Kassage-
schaften verlauft. Durch den Beweis erhdlt man auch hier eine Berechnungsmaoglichkeit fur
die Replizierung bei Verwendung eines derartigen Supplementsystems tber die iterative Null-
stellenbestimmung der Hilfsfunktion Ao(j).



3 Monotonie der Praferenzordnungen zu den spe-
ziellen Supplementsystemen

Der Beweis der Monotonie der betrachteten Praferenzordnungen im R™?, die mit den speziel-
len Supplementsystemen konstruiert wurden, verwendet wieder die gleichen Hilfsfunktionen
wie der Beweis der eindeutigen Replizierung bzw. Duplizierung. Zum Nachweis der Monoto-
nie beispielsweise der R-Préferenzordnung =grw ist fur beliebige Zahlungsstrome X, X°
e R™! mit der Ungleichung

X > X
die Relation

X >rw X
mit der strengen Halbordnung >rw zu zeigen. Gleichbedeutend dazu ist es, die ,,strenge Mo-
notonie* der Priferenzfunktion

Wy (X) = W(»(X))
bzw. die ,,strenge Monotonie* der Nutzenfunktion

vrRw(X) = v(X)
nachzuweisen. Dazu ist zu vorgegebenen X, X e R™! mit X > X fir die Beurteilungs-
kurvenpunkte W(v(X*)), W(v(X)) € W(J) die strenge Ungleichung

W((X)) > W((X))
bzw. firr die Beurteilungsparameter v(X), v(X*) € J die strenge Ungleichung

V(X) > v(X)
zu beweisen. Eine analoge Aussage gilt fiir die Monotonie der D-Préferenzordnung =pw.
Zu beachten ist, dass bei dem hier verwendeten Begriff der ,,strengen Monotonie* fiir die auf
R™! definierten Funktionen wg, :R™ — W(J) und verw:R™ —J nur Argumente

(unabhangige Variable) X, X* € R™! betrachtet werden, die mittels der strengen Halbordnung
> verglichen werden kénnen.

3.1 Monotonie der R-Priferenzordnung beim Supplement-
system der Termingeschafte

Beim Beweis der Monotonie der R-Praferenzordnung =rw werden nun die beim Beweis der
eindeutigen Replizierung mit den Termingeschéften verwendeten Hilfsfunktionen

r(v) =- & - Vi(v), 4(v), Ej(v) und y;(v)
auch noch in Abhé&ngigkeit vom Parameter § = U - B - X bzw. & = U - B - X* betrachtet. Falls
fir die bezuglich v streng monoton fallenden Funktionen An+1(v,€) und An+1(v,€°) im gesamten
Intervall J die strenge Ungleichung

Ine1(V,E) < Anv1(v,E°) bei & > &°
nachgewiesen wird, so gilt fur deren eindeutig bestimmte Nullstellen vn+1(§) = v(X) und
vn+1(§°) = v(X*) die gewiinschte Ungleichung v(X) < v(X*).

Als wichtiges Hilfsmittel fir den nachfolgend gefuihrten Nachweis der Stetigkeit der im Ab-
schnitt 5.2.1 definierten Nutzenfunktionen und Préferenzfunktionen wird auch noch die Ste-
tigkeit der Hilfsfunktion An+1(v,€) bewiesen.

Beweis der Monotonie der R-Praferenzordnung =grw fiir das Supplementsystem L der Termingeschafte und der
strengen Monotonie der Hilfsfunktion A.+1(v,§): Fir die Funktion

r(vg) =-§-Vv()
gilt wegen der Voraussetzung X < X‘bzw. - & < - &* die Ungleichung

18
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r(vg) -r(n&)=-g+&=X-X"=A < 0.
Es gibt also einen Index k = k(A) € {0,...,n} mit

4;=0 furj=o0,... k-1,

A< 0 furj=k,

4;<0 fur j =k+1,...,n.
bzw.

I’j(v,g) = I’j(v,g‘) fUI’j =0,...,k-1,

rv(v,&) < n(v,&°) furj =k,

ri(v€) <ri(v,&) furj =k+1,...,n.
Muittels vollstandiger Induktion soll daraus fiir die Finanzmittelbestande die strenge Ungleichung
*) Ai(v,€) < 4(n,E9) furj=k+1,...,n+1, & > &

nachgewiesen werden.

Dazu wird als Erstes der Induktionsbeginn fiir die Félle k = 0 und k > 1 gesichert.
Falls k = 0 ist, ergibt sich unmittelbar die Ungleichung
A1(v,8) = ro(v,€) < ro(ng°) =1 (v.§")
und damit der Induktionsbeginn fiir den Index j = k+1 = 1.
Falls k > 1 ist, wird erst die ldentitét
Ai(v,E) = 4(v,E9) furj=1,...k
gezeigt und zwar wiederum mittels vollstandiger Induktion: Fur j = 1 erh&lt man den Induktionsbeginn
A1(v.8) = ro(v,8) = ro(v.&°) = 4(v.8").
Fur den Induktionsschluss von j-1 auf j (j = 2,...,k) erhalt man aus der Induktionsannahme
An(v,8) = An(v.E°),
En(v,€) = En(v,&°) furh=1,...j-1
fur die ersten j-1 Finanzmittelbestdnde und Supplementtypen zundchst fur die zu n =&, & gehdrigen Summen
der transponierten (,,aufgezinsten*) Finanzmittelbestande

j-1
yia(vim) = ZTEhh(v,n),J'A '/ln(V’ n)
h=1

die zugehdrigen ldentitaten
1i1(v.€) = 711 (v€")
und dann mittels der Rekursionsformel wegen j-1 < k-1 fir den Index j die gewinschten Identitaten
A(.8) = ria(wg) + 5a(v.€)
=118 + %4(v.8)
=24(v.€"),
Ei(v.8) =E(&).
Aus den damit per vollstdndiger Induktion bewiesenen Identitaten
(&) =n(vE),
En(v,€) =En(n,&) firh=1,...,k
folgt noch flir den Index j = k nach der Rekursionsformel die Gleichung
w(.&) = w(v.&%)
und daraus fur den Index j = k+1 nach der Rekursionsformel die Ungleichung
Ae1(v,8) = 1(v,8) + w(v.€)
<r(v€) + A(v.&°)
= /lk+1(v’g‘)>
welche nun auch fir k > 1 den Induktionsbeginn j = k+1 fiir die obige Behauptung der strengen Ungleichung (*)
darstellt.

Als Nachstes wird der Induktionsschluss von j-1 auf j (k+2 < j < n+1) der obigen Behauptung (*) erbracht. Dazu
geht man von der Induktionsannahme

(v,E) < n(v,E°), furh =k+1,...,j-1,
also der strengen Ungleichung fur die Finanzmittelbestande der Indizes h = k+1,...,j-1 aus. Zu beachten ist, dass
aullerdem fir die Indizes h = 1,...,k die Gleichheit gilt,

n(v,E) = n(n,E°) firh=1,...k,
also insgesamt die Ungleichung
(v,E) < n(v,E°) furh=1,...,j-1.

In der Rekursionsformel fir 4;(v,€),
j-1
4(v,8) = ra(v&) + (&) Mitya(n€) = YT (. a4 (V.E),

sollen nun bei fest gedachtem j die einzelnen Summanden in der Summe y;.1(v,€), also die transponierten Finanz-
mittelbestande
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w(1,E) 1= 11h(ME) 1= T oy ja A (V1E) (j fest fixiert),
flr die Parameter & und &° verglichen werden. Fir die Indizes h = 1,...,k sind jeweils die Finanzmittelbestdnde
(,€), An(v,E), die Supplementtypen En(v,£), En(v,E°) und damit auch die transponierten Finanzmittelbestdnde
gleich:

m(v.€) = m(v.§).

Fur die Indizes h = k+1,...,j-1 sind drei Falle zu unterscheiden:

o) 0 <n(vE) <In(vE),  En(v.E) = En(nE)=H,
B) (8 <An(vE€) <0,  En(v) =En(vE) =S,
0 (vE) <0<in(v.&), En(v.§) =S En(v,§)=H.

In den Féllen o) und B) sind fiir n = &, & die Matrixelemente TEhh(v,q),H gleich, nichtnegativ fir h < j-2 und posi-

tiv fur h = j-1. Somit folgt
m(v,E) < (v,&°) furh <j-2,
m(v,E) < m(v,&°) fur h =j-1.
Im Fall y) sind fiir n = &, & zwar die Matrixelemente TEhh(m)vjf1 im Allgemeinen verschieden, aber dennoch beide

nichtnegativ fur h < j-2 und positiv fur h = j-1. Somit folgen ebenfalls die Ungleichungen

m(v,E) <0 < m(v,€°) furh<j-2,

m(1,E) <0< m(vE°) furh=j-1.
Da in den Summen pj1(v,n), n =&, &°, der transponierten Finanzmittelbestinde der hochste Index h = j-1 (> k+1)
ist und flr diesen Index h = j-1 in allen drei Féllen ) - y) die strenge Ungleichung z(v,§) < mn(v,£°) gilt, ist auch
fur die Summen

Bl = L0, n=8.8

die strenge Ungleichung gultig:
11(v€) <7ia(v.§).
Da auferdem wegen j-1 > k+1 die schwache Ungleichung
ria(v.€) < ra(v.§°)
erfullt ist, erhdlt man mit Hilfe der Rekursionsformel dann die Ungleichung
4(vE) = ra(v.8) + 7j-1(v.E)
<ra(w€) +7i1(v.€°)
= 4(v.€9).
Damit gilt auch fir den Index j (k+2 < j < n+1) die strenge Ungleichung (*) fur die Finanzmittelbestdnde und der
Induktionsbeweis ist erbracht.
Speziell fir den Index j = n+1 sind also die letzten Finanzmittelbestande An+1(v,E) und An+1(v,&°) streng monoton
fallende Funktionen von v, welche in J die Ungleichung
in+1(v,§) < /1n+1(V,§‘)
erfillen. Fur ihre eindeutig bestimmten Nullstellen vq:1(&) = v(X) und vn:a(§°) = v(X¢) gilt daher v(X) < v(X)
und der Beweis fur die Monotonie der Praferenzordnung bzw. fur die strenge Monotonie der Nutzenfunktion und
der Préferenzfunktion ist abgeschlossen.

Beweis der Stetigkeit der rekursiv definierten Hilfsfunktion An+1(v,€) bei der Replizierung mit den Terminge-
schéaften: Die durch den Term

r(vg) =-5- V()
gegebene Funktion

r:(vg eJxR™ » r(vg) e R™
mit den Argumenten (unabhé&ngigen Variablen) v, &, ..., & ist als Summe der Terme - & und - V(v) stetig, wenn
dies fur die Funktion V(v) gilt. Fir die Parameterdarstellung W(v) = U + V(v) einer Beurteilungskurve ist die
Stetigkeit von V(v) = W(v) - U gegeben. Demzufolge sind die Komponentenfunktionen

r(v.8) =- &- Vi(v)
in (v,&) stetig fur die Indizes j = 0,...,n. Damit ist schon die erste Hilfsfunktion

A1(v,8) = ro(v§)
stetig und der Induktionsbeginn fir j =1 gesichert. Mittels vollstandiger Induktion soll jetzt die Stetigkeit der
Funktionen 4;(v,&), j = 1,...,n+1, bewiesen werden. Fir den Induktionsschluss von j-1 auf j (j = 2,...,n+1) wird
als Induktionsannahme die Stetigkeit der Funktionen in(v,E), h = 1,...,j-1, vorausgesetzt. Nachzuweisen ist die
Stetigkeit der Funktion

A(v,8) = 111(v,8) + yj1(v.8)

mit

(.8 = J2"]’7“1 (v.8),
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t10(v,8) 1= TEr:‘(v,;),j—l'ﬂ’h(Vva) .
Dazu genugt es, fur die fest gedachten Inzides j-1 und h die Stetigkeit der Funktion j.1(v,£) an einer beliebigen
Stelle (vo, £°%) e J x R™! zu begriinden.
Im Fall An(v0,E%) # O ist wegen der Stetigkeit der Funktion An(v,E) auch in einer hinreichend kleinen Umgebung
U = U(v0,E% von (0,E%) diese Funktion von Null verschieden und o. E. positiv. Der Fall mit negativen Funkti-
onswerten verlduft analog. Demzufolge ist En(v,&) = H konstant in U und zj.1n(v,&) = ijjfl-ﬂh(v,g) stetig in U
und insbesondere in (vo,EY).
Im Fall An(vo,E%) = 0 ist zwar En(v,) € {H,S} nicht konstant in einer Umgebung von (vo,£°), aber

TEhh(v‘g“),j—l € {T:,j—l ’TSh,j—l}
beschrankt fur alle (v,£) € J x R"™. Wegen der Stetigkeit von in(v,£) gilt

Mn(v,8) — Zn(v0,&°) = 0 bei (v.€) — (0.8
und damit

lim 7., =0=T" A (v5,8%) = t1h(v0,€0),

(v8)>(%.8%) B0 (08,01
was die Stetigkeit von j.1,n(v,E) in (0,E%) bedeutet.
Damit ist die Stetigkeit aller zj.1n(v,€) fur h=1,...,j-1, die Stetigkeit von ;.1(v,&) und von 2;(v,&) bewiesen und
der Induktionsschluss erbracht. o

3.2 Monotonie der D-Prdferenzordnung beim Supple-
mentsystem der Termingeschafte

Zum Nachweis der Monotonie der D-Préferenzordnung =pw ist fur beliebige Zahlungsstrome
X, X* € R™ mit

X >X

die Relation
X >pw X

bzw. fir die Beurteilungsparameter p(X) und p(X*) die strenge Ungleichung
H(X) > u(X)

zu zeigen. Dazu werden die beim Beweis der eindeutigen Duplizierung mit Termingeschéaften
verwendeten Hilfsfunktionen

Sj(u) = - ¢+ Vj(W), 4i(1), Ej(1) und (1)
auch noch in Abhéngigkeit vom Parameter { = X - U bzw. {* = X* - U betrachtet. Der Beweis
der Monotonie der D-Praferenzordnung verlduft analog zum entsprechenden Beweis fiir die
R-Praferenzordnung. Dabei tritt aber an die Stelle der in J streng monoton fallenden Funktion
r(v,§) = - & - V(v) hier die streng monoton steigende Funktion

S(u,6) =-C+ V()
mit der Ungleichung

s(u,6) > s(u,&).
Daraus folgt fiir die streng monoton steigenden Funktionen An+1(1,€) und An+1(K,€°) von [ im
gesamten Intervall J die strenge Ungleichung

An+1(1,8) > An+1(WLE°)
und fir deren eindeutig bestimmte Nullstellen pn+1(§) = u(X) und pn+1(§°) = p(X) die ge-
wiinschte Ungleichung pu(X) < p(X¢).
Ebenfalls analog zum entsprechenden Ergebnis bei der Replizierung mit den Termingeschéf-
ten ergibt sich auch hier bei der Duplizierung die Stetigkeit der rekursiv definierten Hilfs-
funktion An+1(v,E).
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3.3 Monotonie der R-Priaferenzordnung beim Supplement-
system der Kassageschifte

Beim Beweis der Monotonie der R-Préferenzordnung =grw ist fiir beliebige Zahlungsstréme X,
X e R™ mit X* > X fiir die Beurteilungsparameter v(X) und v(X*) die strenge Ungleichung

v(X) < v(X)
zu zeigen. Dazu werden die beim Beweis der eindeutigen Replizierung mit Kassageschéaften
verwendeten Hilfsfunktionen

pi(v) =& + Vj(v), 4i(v), Ej(v) und xj(v)
auch noch in Abhéangigkeit vom Parameter £ = U - B - X bzw. & = U - B - X* betrachtet. Der
Beweis verlauft nach dem gleichen Schema wie die obigen Monotoniebeweise. Ausgehend
von der in J streng monoton steigenden Funktion

p(vE) =&+ V(v)
und der Ungleichung

p(r&) > p(v.&)
folgt fir die streng monoton steigenden Funktionen Ao(v,€) und Jo(v,&°) im gesamten Intervall
J die strenge Ungleichung

Ao(v,€) > Ao(v.8")
und daher fiir deren eindeutig bestimmte Nullstellen vo(§) = v(X) und wo(§°) = v(X*) die ge-
winschte Ungleichung v(X) < v(X*).
Des Weiteren wird jetzt noch der Beweis fur die Stetigkeit der der rekursiv definierten Hilfs-
funktion Zo(v,&) angegeben. Er verlauft nach dem gleichen Schema wie der Beweis der Stetig-
keit der Hilfsfunktion An+1(v,E) beim Supplementsystem der Termingeschafte. Die Stetigkeit
der Hilfsfunktion Ao(v,€) wird noch fiir den Nachweis der Stetigkeit der im Abschnitt 5.2.1 de-
finierten Nutzenfunktionen und Préferenzfunktionen verwendet.

Beweis der Stetigkeit der Hilfsfunktion Ao(v,E) bei der Replizierung mit den Kassageschéften: Die durch den
Term
pP(vE) =8+ V() =-r(vg)
gegebene Funktion
p:(mE) € IXR™ s p(1,E) e R™
ist stetig, da die Funktion V(v) = W(v) - U stetig ist. Demzufolge sind die Komponentenfunktionen
piv.&) = ¢ + Vi(v)
in (v,&) stetig fur die Indizes j = 0,...,n. Damit ist schon die in der Rekursion zuerst berechnete Hilfsfunktion
n(v,8) = pa(v.E)
stetig und der Induktionsbeginn fir j = n gesichert. Mittels vollstandiger Induktion soll jetzt die Stetigkeit der
Funktionen 4j(v,&), j = n,...,0, bewiesen werden. Fiir den Induktionsschluss von j+1 auf j (j = 0,...,n-1) wird als
Induktionsannahme die Stetigkeit der Funktionen A,(v,§), h = j+1,...,n, vorausgesetzt. Nachzuweisen ist die Ste-
tigkeit der Funktion

4i(.8) = pi(v,&) + Ki(v.E)

n

e = D 4,(1,8),
h=j+1

Fin(v,8) :=- KEh(v,f),j Ay (V,8) .
Dazu genugt es, fir die fest gedachten Inzides j und h die Stetigkeit der Funktion & j(v,€) an einer beliebigen
Stelle (vo, £°) € J x R™?! zu begriinden.
Im Fall n(v0,E°) # 0 ist wegen der Stetigkeit der Funktion An(v,€) auch in einer hinreichend kleinen Umgebung
U = U(v0,£% von (0,E°) diese Funktion von Null verschieden und o. E. positiv. Der Fall mit negativen Funkti-
onswerten verlduft analog. Demzufolge ist En(v,€) = H konstant in U und djn(v,&) = - K,'_‘Lj -4, (v,&) stetig in U

mit

und insbesondere in (vo,°).
Im Fall An(vo,E°%) = 0 ist zwar En(v,) € {H,S} nicht konstant in einer Umgebung von (vo,£°), aber

Ko € {Kh; KS )
beschrankt fir alle (v,€). Wegen der Stetigkeit von in(v,&) gilt

© 2015 Rudolf Pleier D-92694 Etzenricht



3.4 Monotonie der D-Prdferenzordnung beim Supplementsystem der Kassageschafte 23

n(r,E) — n(10,E%) =0 bei (n,E) — (10,E9)
und damit

lim  ¢,,(1&) =0=- K" 20 (V,E%) = Gin(10.8),

8- En(0.2°).]
was die Stetigkeit von djn(v,£) in (0,E%) bedeutet.
Damit ist die Stetigkeit aller djn(v,€) fir h =j+1,...,n, die Stetigkeit von «j(v,&) und von 4;(v,&) bewiesen und der
Induktionsschluss erbracht. O

3.4 Monotonie der D-Priferenzordnung beim Supple-
mentsystem der Kassageschifte

Zum Beweis der Monotonie der D-Préferenzordnung =pw ist fiir beliebige Zahlungsstrome X,
X e R™ mit X* > X fur die Beurteilungsparameter x(X) und x(X*) die strenge Ungleichung

#(X) < p(X)
zu zeigen. Dazu werden die beim Beweis der eindeutigen Duplizierung mit Kassageschéften
verwendeten Hilfsfunktionen

aj(w) = G - Vi(H), 4i(W), Ei(1) und (v)
auch noch in Abhéangigkeit vom Parameter £ = X - U bzw. { = X - U betrachtet. Der Beweis
der Monotonie verlduft analog zu den obigen Monotoniebeweisen. Dabei tritt aber an die
Stelle der oben der Reihe nach verwendeten verwendeten Funktionen r(v,§) = - & - V(v), s(u,8)
=-C+ V(u) und p(v,&) = & + V(v) hier die streng monoton fallende Funktion

o(ut) =5- V) =-s(ut)
mit der Ungleichung

o(ub) < o(ut).
Daraus folgt fir die streng monoton fallenden Funktionen Ao(u,&) und Ao(u,&) im gesamten
Intervall J die strenge Ungleichung

Ao(W.E) < Zo(.EY)
und fur deren eindeutig bestimmte Nullstellen po(§) = p(X) und po(§*) = u(X*) die ge-
wiinschte Ungleichung pu(X) < pu(X*).
Ebenfalls analog zum entsprechenden Ergebnis bei der Replizierung mit den Kassageschaften
ergibt sich auch hier bei der Duplizierung mit den Kassageschaften die Stetigkeit der rekursiv
definierten Hilfsfunktion Ao(«,€). Die Stetigkeit der Hilfsfunktion Ao(v,€) wird noch fir den
Beweis der Stetigkeit der Nutzenfunktionen und Préferenzfunktionen verwendet.
Insgesamt liefern also die hier verwendeten Supplementsysteme von Termingeschaften und
Kassageschéften mit beliebigen Beurteilungskurven stets monotone Préaferenzordnungen.

4  Stetigkeit der Praferenzordnungen zu den spezi-
ellen Supplementsystemen

Fur die in den Abschnitt 8.4 des Buchs ,Finanzmathematik® angegebenen speziellen Supple-
mentsysteme L von Termingeschaften bzw. Kassageschéften wird nun die Stetigkeit der
Nutzenfunktionen upw und vrw, die Stetigkeit der Praferenzfunktionen wg, und wg, und

die Stetigkeit der Praferenzordnungen =pw und =grw bewiesen. Als wichtiges Hilfsmittel
wird dazu die in den vorherigen Abschnitten bewiesene Stetigkeit der Hilfsfunktionen
Zn+1(v,€) und Jo(v,€) und deren strenge Monotonie beziiglich der Variablen v verwendet. So ist
die Funktion An+1(v,&) bezlglich v streng monoton fallend bei der Replizierung mit den spezi-
ellen Termingeschéften und streng monoton steigend bei der Duplizierung mit den speziellen
Termingeschaften. Die Funktion lo(v,§) ist beziiglich v streng monoton steigend bei der
Replizierung mit den speziellen Kassageschaften und streng monoton fallend bei der
Duplizierung mit den speziellen Kassageschéften. Zum Beweis der Stetigkeit der Nutzenfunk-
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tionen wird nun der Satz Uber implizite Funktionen aus der Differenzialrechnung verwendet.
Diesen Satz samt Beweis findet man beispielsweise in den Analysis-Lehrbuchern von Erwe,
Bd. | (1962), S. 322-333, Grauert und Fischer, Bd. Il (1968), S. 92-96, und Mangoldt und
Knopp, Bd. 11 (1974), S. 358-378.

Beweis flir die Stetigkeit der Nutzenfunktionen und Préferenzfunktionen: Zu einem Zahlungsstrom X° e R™! ist
der Funktionswert vrw(X°) der R-Nutzenfunktion vew : R™* —s J die einzige Nullstelle vo = v(X°) der zur Repli-
zierung mit den Termingeschaften rekursiv definierten Funktion A(v) = Ana(v,E9), €=U - B - X°, als Funktion
von v. Der Punkt (1,£%) € J x R™? ist eine Nullstelle der Funktion An+1(v,£):

/1”+1(VO,§0) =0.
Da (v0,£%) ein innerer Punkt des Definitionsgebiets J x R™! der Funktion An+1(v,£) ist, ist auch in einer Umgebung
dieses Punktes die Funktion Aq+1(v,€) stetig und bezliglich der Variablen v streng monoton steigend. Demzufolge
Iasst sich der Satz tiber implizite Funktionen anwenden und es folgt, dass es zu vo und £° Umgebungen V(vo) und
U(&%) derart gibt, dass genau eine Funktion

v 1 UE) - V()
existiert mit

V(€) =,

Jns1(V(E) ,E) =0 furalle & € U(E).
Die Gleichung An1(v,£) = 0 ist also in einer Umgebung U(E%) von &° eindeutig nach & aufldsbar, wenn die Funk-
tionswerte auf eine beliebig klein vorgegebene Umgebung von vo begrenzt werden. Die Gleichung definiert auf
U(&°) eine so genannte implizite oder unentwickelte Funktion v(€) . Die Einzigkeit der Funktion v(€) auf U(£°)

ergibt sich aus der konstruktiven Forderung im Beweis des Satzes, dass man die Variable & auf eine beliebig
klein vorgebbare Umgebung von &° einschrankt. Weiter ergibt sich aus dem Satz auch die Stetigkeit der Funktion
v(€) an der Stelle £° mit dem vorgegebenen Funktionswert vo. Man sagt, dass die nachgewiesene lokale impli-
zite Funktion sich durch stetige Fortsetzung aus dem Anfangswert v(&°) = v ergibt.
Zu jedem & in der Umgebung U(&P) ist das zugehdrige v = v(&) eine Nullstelle von An.1(v,€) als Funktion von v
und stimmt daher mit der einzigen Nullstelle v = v(X) von An1(v,8), & = U - B - X, Uberein. Daher stimmt in einer
entsprechenden Umgebung U(X®) von X° = U - B - £° die Funktion v(X) mit der in X e U(X°) stetigen Funktion
v(U-B-X) (berein:

vew(X) = v(X) = ¥(U-B-X) fir X e U(X?).
Damit ist die Stetigkeit der R-Nutzenfunktion vrw(X) in X° bewiesen.

Analog lasst sich die Stetigkeit der D-Nutzenfunktion upw : R™! — J beweisen. Bei der Duplizierung mit den
Termingeschaften werden in der Rekursionsformel zur Definition der Funktion An.1(u,C) jetzt aber die Terme
=X-Uund s(u)=¢ -V( an Stelle von & =U-B - X und r(v,&) =- & - V(v) verwendet. Auf die gleiche
Weise lasst sich bei der Duplizierung und der Replizierung mit den speziellen Kassageschéften die Stetigkeit der
Nutzenfunktionen upw und vew beweisen. Zur rekursiven Definition der Funktion Ao(v,€) werden die Terme
E=U-B-Xundp(v) =&+ V(v) = - r(v) verwendet und zur Definition von Ao(u,£) die Terme { = X - U und o(u)
=§- V() = - s().

Mit der Stetigkeit der Nutzenfunktionen upw und vew ist dann auch die Stetigkeit der Praferenzfunktionen
Wy (X) = W(uow(X)),
Wey (X) = W(vrw(X))
als Zusammensetzungen von stetigen Funktionen nachgewiesen. o

Als Folgerung aus der Stetigkeit der Nutzenfunktion erh&lt man hier auch die Stetigkeit der
zugehdrigen Praferenzordnung. Beispielsweise wird die D-Préaferenzordnung =pw genau dann
als stetig bezeichnet, wenn es zu drei Zahlungsstromen X, Y, Z € R™! mit der Relation
X pw Y >pw Z auch einen Zahlungsstrom X(a) := Z + a(X - Z), o € 0,1, auf der (beziig-
lich der Relativtopologie offenen) Verbindungsstrecke ]Z,X[ der Zahlungsstréme Z und X
gibt, der zu Y DW-indifferent ist:
XepwY>pwZ = dae]0,1] mit
X@)=Z+a(X-2Z) >~y Y.

Analog zum nachfolgenden Beweis der Stetigkeit der D-Praferenzordnung erfolgt auch der
Beweis der Stetigkeit der R-Praferenzordnung =rw. Die Definition der Stetigkeit einer Prafe-
renzordnung fur allgemeinere Alternativen X, Y, Z findet man beispielsweise bei Kruschwitz
(1999), S. 30, und Jarrow (1988), S. 10.
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Beweis fur die Stetigkeit der D-Praferenzordnung =pw: Fir die drei Zahlungsstrome X, Y, Z gelte die Relation
X >pw Y >pw Z bzw. die Ungleichung pow(X) > uow(Y) > uow(Z). Da die affine (affin-lineare, inhomogen line-
are) Funktion

X(@=Z+ a(X-2)
insbesondere auf dem Einheitsintervall [0,1] stetig ist und die Nutzenfunktion upw(X) auf R™? stetig ist, ist auch
die durch die Zuordnungsvorschrift

(@) := pow(X ()
definierte zusammengesetzte Funktion w : [0,1] — J stetig. Es ist w(0) = upw(Z), »(1) = uow(X) und

= pow(Y) € Jo(0),0(1)[,
so dass nach dem Zwischenwertsatz von Bolzano (1741-1848) ein Argument «° < ]0,1[ existiert mit

o(a’) = u'.
Somit gibt es einen Zahlungsstrom X(«*) € ]Z,X[ mit upw(X(a*)) = w(a’) = 1 = pow(Y) bzw. mit X(a*) =y, Y.
Damit ist die Stetigkeit der D-Préaferenzordnung =pw bewiesen. o
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