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Nullstellenverteilung der Lösungen  
der homogenen linearen Differentialgleichung  
dritter Ordnung 
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Liste mit Ergebnissen 
Nachfolgend wird eine Auswahl von Ergebnissen der oben genannten Arbeit aufgelistet. Die 
Beweise dazu und die Bezüge zur entsprechenden Literatur findet man im Buch.  

1 Nullstellenverteilung bei komplexwertigen Lösungen 
und deren Ableitungen    

Satz 1.1 Ausschluss bestimmter Nullstellenkonfigurationen    
a) Für die komplexwertigen Koeffizienten p  C2(J), q  C1(J), r  C(J) von (L) seien mit einer re-
ellwertigen Funktion s  C3(J) in J die Gleichung  

(1.1) s’⋅Im p + s⋅Im(p’ - q)  0                            

und mit den Funktionen  

f0 =  Re 2 - ( ) ' ( )" - "'sr sq sp s ,  

f1 =  Re 3 ' - 2s sp

die unten noch jeweils angegebenen Bedingungen erfüllt. Dann gibt es für jede nichttriviale Lösung 
w von (L) keine Stellen c, d  J mit c < d und einer der folgenden Eigenschaften:  

(1)  w(c) = w’(c) = 0 = w(d) = w’(d),  f0 

 01, f1 ≥ 0;     

(2)  w(c) = w’(c) = 0 = w’(d) = w“(d),  f0 

 0 (≥), f1 ≥ 0, -s“+(sp)’-sq ≤ 0 (<);  

(3)  w’(c) = w“(c) = 0 = w’(d) = w“(d), -s“+(sp)’-sq  0, f0 = 2s Re r 


 0, f1 ≥ 0;  

(4)  w(c) = w’(c) = 0 = w(d),  f0 


 0, f1 ≤ 0, s ≥ 0;  

(5)  w’(c) = w“(c) = 0 = w(d),  f0 


 0 (≤), f1 ≤ 0, s ≥ 0, -s“+(sp)’-sq ≤ 0 (<). 

b) Sind für reellwertige p  C(J), q  C1(J), komplexwertiges r  C(J), s =  := exp∫p(x)dx und 

damit f0 = ⋅[2 Re r - pq - q’], f1 = ⋅p, Fs[w] = [w’2 - qw2 - 2Re( "ww )] die jeweils angegebe-

nen Bedingungen erfüllt, dann gibt es für keine nichttriviale Lösung w von (L)  Stellen c, d  J mit 
c < d und einer der folgenden Eigenschaften:  

(6)  w(c) = w’(c) = 0 = w“(d), 2 Re r - q’ - pq 


 0 (≤), p ≤ 0, q ≤ 0 (<); 

(7)  w’(c) = w“(c) = 0 = w“(d), Re r 


 0, p ≤ 0, q  0.                               

1  Die Schreibweise f0 


 0 (bzw. f0 


 0) mit dem Symbol 


 bzw. 


 soll bedeuten, dass f0 ≥ 0 (bzw. f0 ≤ 0) und f0 T 0 

in jedem Teilintervall von J ist.  
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Satz 1.2 Ausschluss bestimmter Nullstellenkonfigurationen    
a) Für die komplexwertigen Koeffizienten p  C2(J), q  C1(J), r  C(J) von (L), eine reellwertige 
Funktion s  C3(J), die Funktionen  

f0 =  Re 2 - ( ) ' ( )" - "'sr sq sp s  und  

f1 =  Re 3 ' - 2s sp

und die Differentialgleichung  
(1.10)  (f1v’)’ - f0v = 0 
seien in J die Bedingung (1.1) 

s’⋅Im p + s⋅Im(p’ - q)  0  

und die nachfolgend jeweils noch angegebenen Voraussetzungen erfüllt. Dann gibt es für jede 
nichttriviale Lösung w von (L) keine Stellen c, d  J mit c < d und einer der folgenden Eigenschaf-
ten:  

(1)  w(c) = w’(c) = 0 = w(d) = w’(d), f1 > 0, D(1.10);     

(2)  w(c) = w’(c) = 0 = w’(d) = w“(d), f1 > 0, D+(1.10), - s“ + (sp)’ - sq ≤ 0;  

(3) w(c) = w’(c) = 0 = w(d), f1 < 0, D(1.10), s ≥ 0;  

(4)  w’(c) = w“(c) = 0 = w(d), f1 < 0, D–(1.10), s ≥ 0, - s“ + (sp)’ - sq ≤ 0. 

b) Sind für reellwertige p  C(J), q  C1(J), komplexwertiges r  C(J) und das spezielle  

s =  = exp∫p(x)dx (f0 = ⋅[2 Re r - pq - q’], f1 = ⋅p)  

die unten noch angegebenen Bedingungen erfüllt, dann gibt es für keine nichttriviale Lösung w von 
(L) Stellen c, d  J mit c < d und der folgenden Eigenschaft:  

(5)  w(c) = w’(c) = 0 = w“(d), s = , p < 0, D+(1.10), q ≤ 0.               

Bei der Formulierung des Satzes 1.2 wird die Voraussetzung, dass die Differentialgleichung (1.10) 
in J die Eigenschaft D (= Diskonjugiertheit), D+ bzw. D– hat, abgekürzt angegeben durch D(1.10), 
D+(1.10) bzw. D–(1.10). Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung (1.10) hat in J die 
Eigenschaft D+, wenn es zu jedem Teilintervall [c,d]  J eine Lösung v gibt mit v > 0 in [c,d] und 

v’(d) ≥ 0; sie hat in J die Eigenschaft D– , wenn  es zu jedem Teilintervall [c,d]  J eine Lösung v

gibt mit v > 0 in [c,d] und v’(c) ≤ 0. 

Satz 1.3 Nullstellenfreiheit der Produktfunktion ww’w“  
Es seien die Koeffizienten p  C(J), q  C1(J) reellwertig und r  C(J) komplexwertig. Für die 
nichttriviale Lösung w von (L) gilt  

(ww’w“)(x)  0  
für alle x > x0 (x < x0), x, x0  J, falls eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:  

(1)  w(x0)  = w‘(x0) = 0,  s = , 2 Re r - pq - q’ 


 0 (


), p ≤ 0 (≥), q ≤ 0; 

(2) w(x0)  = w‘(x0) = 0,  s = , p < 0 (>), D+(1.10) (D–(1.10)), q ≤ 0;  

(3) w’(x0)  = w“(x0) = 0,  s = , Re r 


 0 (

), p ≤ 0 (≥), q  0.                     
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2 Beziehungen zwischen der linearen Differentialglei-
chung dritter Ordnung (L) und ihrer Adjungierten (L+)

Die Koeffizienten p, q, r der Differentialgleichung (L) seien jetzt reellwertig und stetig im Intervall 
J  . Speziell für s  1 liefert der Ausdruck   

B[y,z] := B1[y,z] = 
2

(2 )

0

(-1) [ ]k k k

k

y D z




  = "y z - 'y 1[ ]D z  + y 2[ ]D z .      

eine Bilinearform B : S  S+   des Raumpaars (S,S+). Die Bilinearform B besitzt noch zwei Ei-
genschaften, die eine Abschwächung der positiven Definitheit (B[y,y]   0 und [B[y,y] = 0  y = 0]) 
des skalaren Produkts eines euklidischen Vektorraums darstellen:  

1) Aus B[y,z] = 0 für alle y  S folgt z = 0;  

2) Aus B[y,z] = 0 für alle z ∈ S+ folgt y = 0.  

Da die Bilinearform B des Raumpaars (S,S+) diese beiden Eigenschaften besitzt, ist (S,S+;B) ein du-
ales Raumpaar mit dem die Dualität bestimmenden skalaren Produkt (Skalarprodukt) B.  

Zwischen den speziellen Lösungen (., )ju t  und 
2 (., )ku x


 gilt die Beziehung  

(2.1) ( ) ( , )k
ju x t  = 2

2(-1) [ ]( , )k j j
kD u t x  


 (x, t  J; k, j = 0, 1, 2).                

Eine übersichtliche Aufstellung der verschiedenen Fälle der Formel (2.1) gibt die folgende Tabelle 
2.1.  

Tab. 2.1 Übereinstimmung bestimmter Ableitungen bzw. verallgemeinerter Ableitungen der speziellen Lösungen 

( , )ju x t  und ( , )mu t x

 (-1)i ( )
2 ( , )k

iu x t
 = 

2(-1) [ ]( , ) ( , 0,1, 2)k i
kD u t x i k

 

k
i

k = 0 k = 1 k = 2 

i = 0  u2(x,t) = 
2 ( , )u t x  u2'(x,t) = - 

1 ( , )u t x  u2''(x,t) = 
0 ( , )u t x

i = 1  - u1(x,t) = 1
2[ ]( , )D u t x  - u1'(x,t) = - 1

1[ ]( , )D u t x     - u1''(x,t) = 1
1[ ]( , )D u t x

i = 2  u0(x,t) = 2
2[ ]( , )D u t x  u0'(x,t) = - 2

1[ ]( , )D u t x  u0''(x,t) = 2
1[ ]( , )D u t x

Definition von Klassen von Differentialgleichungen durch die Nullstellenfreiheit der Lösungen 

u2(.,t) bzw. 2 (., )u t

Die Differentialgleichung (L) gehört im Intervall J zur Klasse I
kC  (L  I ( )kC J ) genau dann, wenn  

( )
2(-1) ( , )k ku x t  > 0 für alle x, t  J mit x < t

gilt (k  {0, 1, 2, 3}).  

Die Differentialgleichung (L) gehört im Intervall J zur Klasse II
kC  (L  II( )kC J ) genau dann, wenn  

( )
2 ( , )ku x t  > 0   für alle x, t  J mit x > t

gilt (k  {0, 1, 2, 3}).  



4 Nullstellenverteilung der Lösungen

Für die Differentialgleichung (L+) soll analog L+  I
kC  (J) bzw. L+  II

kC  (J) bedeuten, dass  

2(-1) [ ]( , )k kD u x t  > 0 für alle x, t  J mit x < t  bzw.  

2[ ]( , )kD u x t  > 0   für alle x, t  J mit x > t

gilt (k  {0, 1, 2}).  

Ferner bedeute L  I ( )K J  (bzw. L  II ( )K J ), dass für jedes t  J die Lösung   

2(., )u t  keine einfache Nullstelle x  J mit x < t  (bzw. x > t)  

besitzt. Und L+  +
I ( )K J  (bzw. L+  +

II ( )K J ) bedeute, dass für jedes t  J die Lösung  

2 (., )u t  keine einfache Nullstelle x  J mit x < t (bzw. x > t)  

aufweist. 

(2.2) Charakterisierung der Klassen durch Lösungen der adjungierten Differentialgleichung

L  I
kC (J)  (L  II

kC (J))    2 ( , )ku x t
  > 0  für x > t   ( 2(-1) ( , )k

ku x t
  > 0 für x < t);    

L+  I
kC  (J)  (L+  II

kC  (J))   2 ( , )ku x t  > 0 für x > t   ( 2(-1) ( , )k
ku x t  > 0  für x < t).  

(2.3) Äquivalenzen für die Klassenzugehörigkeiten

L  IC (J)  (bzw. L  IIC (J))    L+  IIC  (J)  (bzw. L+  IC  (J)).       

L  KI]a,b[  (bzw. L  KII]a,b[)   L  IIK  ]a,b[  (bzw. L  IK  ]a,b[).   

(2.4) Zugehörigkeit zu den Klassen KI, KII , +
IK , IIK  an den Intervallgrenzen       

Für c, d  J mit c < d gilt:  
  a)  1) Aus L  KI]c,d[ folgt L  KI]c,d].      
   2) Aus L  KII]c,d[ folgt L  KII[c,d[. 

  b)  1) Aus L  +
IK ]c,d[ folgt L  +

IK ]c,d].  

   2) Aus L  IIK  ]c,d[ folgt L  IIK  [c,d[. 

Wechselbeziehungen zwischen den speziellen Lösungen uj(.,c) und (., )ju c

(2.5) 
2 1 2 1 0 2 0 0 1

2 1 2 1 0 2 0 0 1

[ , ], [ , ], [ , ],

1 1 1
[ , ], [ , ], [ , ].

u W u u u W u u u W u u

u W u u u W u u u W u u

  

  

  

     

  

  

Ist y = (y1,y2,y3) ein Fundamentalsystem von (L), dann ist das dazu mittels des Vektorprodukts ge-
bildete Tripel  

(2.6) z = 
1

'
[ ]W

y y
y

 = 2 3 1 3 1 2[ , ] [ , ] [ , ]
, - ,

[ ] [ ] [ ]

W y y W y y W y y

W W W

 
 
 y y y

wegen W+[z]  0 ein Fundamentalsystem von ( L ). Für die Komponenten yj und zk

= W[yk+1,yk+2]/W[y] der beiden Fundamentalsysteme y und z und die modulo 3 angegebenen Indizes 
j, k = 1, 2, 3 erhält man das Skalarprodukt:                 

(2.7) B[yj,zk] = W[yj,yk+1,yk+2]/W[ y ] = ,j k .                 
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Man bezeichnet daher z  als das zu y adjungierte Fundamentalsystem oder z als die (eindeutig 

bestimmte) duale Basis zu y. Beispielsweise gehört zum speziellen Fundamentalsystem von S bzw. 
zur speziellen S-Basis    

u0(.,x0), u1(.,x0), u2(.,x0)  S (x0  J)  
die duale S+-Basis   

2 0(., )u x , - 1 0(., )u x , 0 0(., )u x  S+.  

Auch umgekehrt erhält man aus dem Fundamentalsystem z mittels des Vektorprodukts wieder das 
Fundamentalsystem y:   

(2.8) 2 3 1 3 1 21 [ , ] [ , ] [ , ]
' ,- ,

[ ] [ ] [ ] [ ]

W z z W z z W z z

W W W W   

 
    

 
y z z

z z z z
.                 

Für die beiden Fundamentalsysteme y  und z ergibt sich die folgende Multiplikationstabelle.        

Tab. 2.2 Die Multiplikationstabelle mit den Skalarprodukten der Vektoren y(k) und Dm[z]             

(2.9) 

Die Koordinaten der speziellen Lösungen uj(.,t) und ( . , )ju t

(2.10) (-1)ku2-k(x,t)  = y(x)Dk[z](t),   
(2.11) 

2( -1) ( , )k
ku x t


  = y(k)(t)z(x) (t  J; k = 0, 1, 2).           

Satz 2.1 Die schwache Oszillation von S als hinreichende Bedingung für die Oszillation des 
dualen Raums S+

Falls S (bzw. S+) schwach oszillatorisch in J ist, dann ist auch S+ (bzw. S) oszillatorisch in J.  

Folgerung: Ausschluss der schwachen Oszillation durch die Nichtoszillation des dualen 
Raums   

Falls S+ (bzw. S) nichtoszillatorisch in J ist, dann ist S (bzw. S+) nicht schwach oszillatorisch in J, 
also entweder nichtoszillatorisch oder stark oszillatorisch.   

(2.12) Charakterisierung der Inzidenz der speziellen Lösungen uk(.,x0) und 
0(., )ku x  mit zwei-

dimensionalen Unterräumen bzw. der Orthogonalität der speziellen Lösungen zu be-

liebigen Lösungen z  S  und y  S:                               

Für z  S   (bzw. y  S) und x0  J gilt die Inzidenz  

u2-j(.,x0)  zS  = [z]  (bzw. 2 0(., )ju x
  yS  = [y])  

genau dann, wenn   
Dj[z](x0) = 0   (bzw. y(j)(x0) = 0)    

ist (j  {0, 1, 2}).  
Speziell für j = 0 gilt:  

u2(.,x0)   z  z(x0) = 0;  

2 0(., )u x  y  y(x0) = 0.   
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Satz 2.2 Die schwache Oszillation als hinreichende Bedingung für die Existenz eines stark 
oszillatorischen zweidimensionalen Unterraums im dualen Lösungsraum 

Ist S (bzw. S+) schwach oszillatorisch in J und wählt man y1  S \ {o}  (bzw. z1  S+ \ {o}) als nicht-

triviale nichtoszillatorische Lösung in J, dann ist der zweidimensionale Unterraum 
1yS   (bzw. 

1z
S ) 

stark oszillatorisch in J. Außerdem ist dann jeder zweidimensionale Unterraum von S+ (bzw. S) os-
zillatorisch in J.  

Folgerung:  Ausschluss der schwachen Oszillation durch die Existenz eines nichtoszillatori-
schen zweidimensionalen Unterraums im dualen Raum  

Besitzt S+ (bzw. S) einen in J nichtoszillatorischen zweidimensionalen Unterraum, dann ist S (bzw. 
S+) nicht schwach oszillatorisch in J.  

Es sei  
N (bzw. N+) die Menge aller in J nichtoszillatorischen Lösungen und  

O (bzw. O+) die Menge aller in J oszillatorischen Lösungen von (L) (bzw. ( )). 
Weiter sei  

N0 := N ∪ {o},  0N   := N+ ∪ {o},  

O0 := O ∪ {o},  0O   := O+ ∪ {o}.         

Satz 2.3 Charakterisierung spezieller Doppelkegelstrukturen für N0

1) Ist S = V + [u0] mit einem zweidimensionalen Unterraum V  N0 und einem eindimensionalen 
Unterraum [u0]  O0, so gilt  

N = S \ [u0],  O0 = [u0]   
 genau dann, wenn  

0 ( )
lim

( )x b

u x

v x
 = 0   v ∈ V \ {o} 

 ist. 

2) Weiter gelten unter dieser Voraussetzung S = V + [u0] (V  N0, [u0]  O0) die speziellen Struktu-
ren   

N0 = V,  O = S \ V
 genau dann, wenn  

0 ( )
lim inf

( )x b

u x

v x
 = - ∞  und  0 ( )

lim sup
( )x b

u x

v x
 = + ∞   v ∈ V \ {o}  

 erfüllt ist.     

Satz 2.4  Hinreichende Bedingung für die Diskonjugiertheit an den Intervallgrenzen  
Enthält S \ {o} (bzw. S+ \ {o}) eine in J nichtoszillatorische Lösung und der dazu duale Raum S+ 

(bzw. S) einen nichtoszillatorischen zweidimensionalen Unterraum, dann gibt es c, d  ]a,b[, sodass 

(L) und ( ) diskonjugiert sind in J ∩ [d,b] und in J ∩ [a,c].                                          

Zusatz: Lokale Diskonjugiertheit

1) Für jedes c ∈ J gibt es ein reelles  = (c) > 0, sodass die Differentialgleichungen (L) und (L+) 

diskonjugiert sind in [c-,c+] ∩ J.  

L

L
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2) Insbesondere folgt damit auch im Falle p  C(J) (statt p  C1(J)), dass auch die Lösung 2 (., )u c

in einer punktierten J-Umgebung von c positiv ist:  

2 ( , )u t c  = u2(c,t) > 0  für t  [c-,c[ ∪ ]c,c+], t  J.  
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3 Die Integralkurve in der projektiven Ebene 

Geometrische Interpretation der Nullstellen der Lösungen       

Die Integralkurve C in der projektiven Ebene 2:  

(3.1) C : x  J [ (x)]  2 := {[x]  3 : x  3 \ {o}}     

In 2 ist die zum Kurvenpunkt P = [y(x)] gehörige Tangente von C gegeben durch die Gerade  

[y,y‘] = z  mit z = y  y‘/W[y]  ( y, y‘).       

Die Krümmung (x) der Integralkurve C im Punkt P = [y(x)]  E := {[x] ∈ 2 : x3 = e3x  0} der 

euklidischen Ebene E berechnet sich aus der Parameterdarstellung in den kartesischen Koordinaten 
vj = yj/y3   (j = 1, 2) zu    

 = 
3 2

3

[ ]

sgn

W

h y

y
 0  

mit h := h1
2 + h2

2, hj := y3vj‘ (j = 1, 2). Die Krümmung  der Integralkurve C verschwindet in der 
euklidischen Ebene E nirgends. Wenn die Integralkurve C die Ferngerade  

H := 3e  = {u = (u1,u2,0)  X : u1, u2  , u3 = e3u = 0} 

im Kurvenpunkt P(x0) = [y(x0)] trifft, so hat  in x0 eine Nullstelle. Die Krümmung  wechselt das 
Vorzeichen genau dann, wenn die zur Ferngeraden gehörige Lösung von (L), hier in der obigen Be-
trachtung y3, das Vorzeichen wechselt.   

Die Multiplikationstabelle (2.9) bedeutet geometrisch, dass in 2 die Punkte 
[y], [y‘], [y“]  

und Geraden  

z , 2[ ]D z , 1[ ]D z

die Ecken und Seiten eines Dreiecks bilden. Zu jedem Kurvenpunkt [y(x)], x  J, der Integralkurve 
C erhält man damit das sogenannte begleitende Dreieck. Eine grafische Darstellung dieser Situa-
tion gibt die Abbildung 3.1.   

Abb. 3.1 Das begleitende Dreieck der Integralkurve C

 y

 ( )xy

( )xz

C

 '( )xy

 "( )xy

1[ ]( )D xz

2[ ]( )D xz
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Analytische Beschreibung von Inzidenzen in 2

Inzidenz des Punktes [d] mit einer Geraden c :

Der Punkt [d]  2 liegt auf der Geraden c  2, d. h. es gilt die Inzidenz   

[d]  c ,    

genau dann, wenn für die Lösungen z = dz  S+ und y = cy  S deren Skalarprodukt Null ist,  

(3.2) B[y,z] = cd = 0,  

also die Lösungen y und z orthogonal sind.                        

Inzidenz des Punktes [y(k)(x0)] mit einer Geraden c :

Es liegt die Inzidenz    

[y(k)(x0)]  c

genau dann vor, wenn für z = dz = y(k)(x0)z und y = cy die Relation  
B[y,z] = c (k)(x0) = y(k)(x0) = 0  

erfüllt ist. Der zur k-ten Ableitung des Fundamentalsystems y bei x = x0 gehörige Punkt [y(k)(x0)] 

 2 liegt auf der Geraden c  genau dann, wenn die k-te Ableitung y(k) der zu c gehörigen Lösung 

y = cy bei x = x0 eine Nullstelle hat.  

Spezialfall k = 0: Treffpunkt einer Geraden mit der Integralkurve: Die Gerade c  trifft die In-

tegralkurve C im Kurvenpunkt [y(x0)] genau dann, wenn y(x0) = 0 für die Lösung y = cy  ist:  

[y(x0)]  c  y(x0) = 0 für die Lösung y = cy  S.      

Schnittpunkt einer Geraden mit der Integralkurve: 

[y(x0)]  c , c  0( )xz  y(x0) = 0  y’(x0) für y = cy  S.        

Im noch spezielleren Fall, dass die Gerade c  durch die Tangente 0( )tz  im Kurvenpunkt [y(t0)] 

gegeben ist, erhält man die Charakterisierung für einen Treffpunkt einer Tangente mit der Integ-
ralkurve (siehe unten auch Berührpunkt einer Geraden mit der Integralkurve) mit der speziellen 
Lösung  

y = cy = z(t0)y =  2 0(., )u t  (  0):  

Die Tangente 0( )tz  trifft die Integralkurve C im Kurvenpunkt [y(x0)] genau dann, wenn 2 0 0( , )u x t

= 0 ist:   

[y(x0)]  0( )tz  2 0 0( , )u x t  = 0.       

Abb. 3.2 a) Schnittpunkt [y(x0)] einer Geraden c  mit der Integralkurve C: y(x0) = cy(x0) = 0;       

b) Schnittpunkt [y( 0x )] einer Tangente 0( )tz  mit der Integralkurve C: 2 0 0( , )u x t  = z(t0)y(x0) = 0    

y

 0 2 0( ) (., )t u tz

 0( )xy

C

 0( )xy 

   y y


 c
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Inzidenz eines Punktes [d] mit der Geraden 0[ ]( )kD xz :   

Es gilt genau dann die Inzidenz  

[d]  0[ ]( )kD xz ,    

wenn für z = dz und y = Dk[z](x0)y die Relation  
B[y,z] = Dk[z](x0)d = Dk[z](x0) = 0  

gilt. Auf der zur k-ten verallgemeinerten Ableitung des Fundamentalsystems z bei x = x0 gehörigen 

Geraden 0[ ]( )kD xz  2 liegt genau dann der Punkt [d], wenn die k-te verallgemeinerte Ablei-

tung Dk[z] der zu d gehörigen Lösung z = dz bei x = x0 eine Nullstelle hat. 
Tangente von einem Punkt aus an die Integralkurve (Spezialfall k = 0): Der Punkt [d] liegt auf 

der Tangente 0( )xz  des Kurvenpunkts [y(x0)] genau dann, wenn die Lösung z = dz in x0 eine 

Nullstelle hat:  

[d]  0( )xz  z(x0) = 0 für die Lösung z = dz  S+.      

Im noch spezielleren Fall, dass der Punkt [d] durch einen Kurvenpunkt [y(t0)] gegeben ist, erhält 
man eine Charakterisierung einer Tangente von einem Kurvenpunkt aus an die Integralkurve
mit der speziellen Lösung  

z = dz = y(t0)z =  2 0(., )u t  (  0):  

Vom Kurvenpunkt [y(t0)] aus gibt es eine an einem weiteren Kurvenpunkt [y(x0)] anliegende Tan-

gente 0( )xz  an die Integralkurve C genau dann, wenn 2 0 0( , )u x t  = 0 bzw. nach (2.1) (j = 2, k = 0) 

2 0 0( , )u t x  = 0 ist:  

[y(t0)]  0( )xz  2 0 0( , )u x t  = 0   2 0 0( , )u t x  = 0.   

Der weitere speziellere Fall, dass die durch den Punkt [y(t0)] gehende Tangente 0( )xz  des Kur-

venpunkts [y(x0)] auch noch mit der Tangente 0( )tz  des Kurvenpunkts [y(t0)] übereinstimmt, also 

eine Doppeltangente  

0( )xz  = 0( )tz

vorliegt, wird durch die Bedingung  
[u2(.,x0)] = [u2(.,t0)] 

charakterisiert. Der weitere speziellere Fall, dass der Kurvenpunkt [y(t0)] mit dem Kurvenpunkt 
[y(x0)] übereinstimmt, also ein Doppelpunkt  

[y(x0)] = [y(t0)]  
vorliegt, wird durch die Bedingung  

[ 2 0(., )u x ] = [ 2 0(., )u t ]  

charakterisiert.  
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Abb. 3.3 a) Tangente von [d] aus an C zum Kurvenpunkt [y(x0)]: z(x0) = dz(x0) = 0;   

b) Tangente von [y( 0t )] aus an C zum Kurvenpunkt [y( 0x )]: 2 0 0( , )u x t  = y(t0)z(x0) = 0;  

c) Doppeltangente 
0
ˆ( )xz  = 0̂( )tz  in den Kurvenpunkten [y( 0̂t )] und [y( 0x̂ )]: u2( 0̂t , 0x̂ ) = u2‘( 0̂t , 0x̂ ) = 0        

Übereinstimmung mit den speziellen Geraden 0[ ]( )kD xz bzw. Punkten [y(k)(x0)]  

Übereinstimmung von Geraden:  

c  = 0[ ]( )kD xz  [y] = [
2 0(., )ku x

] für y = cy  S \ {o} (k = 0, 1, 2).   

Berührpunkt einer Geraden mit der Integralkurve (Spezialfall k = 0): 

c  = 0( )xz  [y] = [
2 0(., )u x ] für y = cy  S \ {o}   

 y(x0) = y’(x0) = 0, y“(x0)  0 für y = cy  S.              
Der noch speziellere Fall einer Doppeltangente:  

0( )xz  = 0( )tz  [u2(.,x0)] = [u2(.,t0)]  (x0, t0  J). 

Übereinstimmung von Punkten:  
[d] = [y(k)(x0)]  [z] = [

2 0(., )ku x


] für z = dz  S+ \ {o}  (k = 0, 1, 2).  

Spezialfall k = 0: Punkt auf der Integralkurve  
[d] = [y(x0)]  [z] = [

2 0( ., )u x ] für z = dz  S+ \ {o}.   

Der noch speziellere Fall eines Doppelpunktes:  
[y(x0)] = [y(t0)]  [

2 0(., )u x ] = [
2 0( . , )u t ]  (x0, t0  J). 

Dem zum Kurvenparameter x0  J gehörigen speziellen Fundamentalsystem  

2 0( ., )u x , 
1 0( ., )u x , 

0 0(., )u x

von S und dem dazu adjungierten Fundamentalsystem  

0 0(., )u x , - 
1 0(., )u x , 

2 0(., )u x

von S+ sind also in der projektiven Ebene 2 die Geraden  

0( )xz , 1
0[ ]( )D xz , 2

0[ ]( )D xz

und die Punkte  
[y“(x0)], [y‘(x0)], [y(x0)]  

zugeordnet, also die Seiten und Ecken des begleitenden Dreiecks. Insbesondere ist (für k = 0) der 

Lösung 
2 0(., )u x  S die Tangente 0( )xz  zugeordnet und der Lösung 

2 0(., )u x  S+ der Kurven-

punkt [y(x0)].  

 0( )xy

   zd

0( )xz

C

0( )xz 

 0
ˆ( )xy

0( )t  y 

 0( )xy 0̂( )t  y

0
ˆ( )xz
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Abb. 3.4 Das begleitende Dreieck der Integralkurve C mit den zu den Ecken und Seiten gehörigen Lösungen     

Analytische Charakterisierung geometrischer Eigenschaften von C

Tab. 3.1 Äquivalente analytische Charakterisierungen spezieller geometrischer Eigenschaften der Integralkurve        

(3.3) Doppelpunkt (Selbsttreffen, DP) 
[y(c)] = [y(d)]                  

1)  [
2 (., )u c ] = [

2 (., )u d ];  

2)  
2 ( , )u d c  = D1[

2u  ](d,c) = 0;  

3)  u2(c,d) = u1(c,d) = 0.    

(3.4)  Doppeltangente (DT) 

( )cz  = ( )dz

1)  [u2(.,c)] = [u2(.,d)];  
2)  u2(d,c) = u2‘(d,c) = 0;  
3)  

2 ( , )u c d  = 
1 ( , )u c d  = 0.   

(3.5)  Doppelpunkt oder Doppeltangente     

[y(d)]  ( )cz , [y(c)]  ( )dz

3 verschiedene Fälle:  

a) [y(c)] = [y(d)] = ( )cz  ( )dz

b) [y(c),y(d)] = ( )cz  = ( )dz

c) [y(c)] = [y(d)] ⊊ ( )cz  = ( )dz

1)  u2(d,c) = u2(c,d) = 0;  
2)  

2 ( , )u c d  = 
2 ( , )u d c  = 0;  

3)  
2 ( , )u c d = 

2 '( , )u c d  = 0 oder 

u2(d,c) = u2‘(d,c) = 0;  
4)  [

2 (., )u c ] = [
2 (., )u d ] oder [u2(.,c)] = 

[u2(.,d)].    

(3.6)  Doppelpunkt und Doppeltangente 
(Selbstberührung(spunkt), SBP)          

[y(c)] = [y(d)] ⊊ ( )cz  = ( )dz

1)  [
2 (., )u c ] = [

2 (., )u d ] , [u2(.,c)] = [u2(.,d)]; 

2)  
2 ( , )u d c  = 1

2[ ]( , )D u d c = 0  

= u2(c,d)  = u2’(c,d);   
3)  u2(c,d)  = u2’(c,d) = u1(c,d) = 0;  
4)  

2 ( , )u d c  = 1
2[ ]( , )D u d c = 

1 ( , )u d c  = 0;  

5) 
2 ( , )u d c  = u1(c,d) = 0 = u2(d,c) =

1 ( , )u c d .     

(3.7)  Doppelpunkt und keine Doppeltangente 
(echte Selbstschneidung, Selbstschnei-
dung(spunkt), SSP)       

[y(c)] = [y(d)] = ( )cz  ( )dz

1)  [
2 (., )u c ] = [

2 (., )u d ] , [u2(.,c)]  [u2(.,d)];   

2)  
2 ( , )u d c  = 

2 '( , )u d c  = 0  u2‘(d,c);      

3)  
2 ( , )u d c  = 1

2[ ]( , )D u d c  = 0 
1 ( , )u c d ;     

4)  u2(c,d) = u2(d,c) = 0  u2’(d,c);  
5) 

2 ( , )u d c  = u1(c,d) = 0 
1 ( , )u c d .      

 ( )xy

( )xz

C

 '( )xy

 "( )xy

1[ ]( )D xz

2[ ]( )D xz

2 (., )u x  

1 (., )u x  

0 (., )u x  
2 (., )u x


  

1 (., )u x


  

0 (., )u x
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(3.8)  Doppeltangente und kein Doppelpunkt       

[y(c),y(d)] = ( )cz  = ( )dz

1)  [u2(.,c)] = [u2(.,d)] , [
2 (., )u c ]  [

2 (., )u d ];  

2)  u2(d,c) = u2‘(d,c) = u2(c,d) = u2‘(c,d) = 0 


2 '( , )u d c ;         

3)  u2(d,c) = u2‘(d,c) = 0  u1(c,d);      
4)  

2 ( , )u c d  = 
2 ( , )u d c = 0  1

2[ ]( , )D u d c ;  

5)   u2(d,c) = 
1 ( , )u c d  = 0  u1(c,d).     

a)  b)  

c, 1) c, 2) 

Abb. 3.5 Eine Integralkurve C mit a) einem Selbstschneidungspunkt (Doppelpunkt ohne Doppeltangente), b) einer 
Doppeltangente ohne Doppelpunkt,  c, 1) einem Selbstberührungspunkt (Doppelpunkt und Doppeltangente) 
ohne Selbstdurchsetzung und c, 2) einem Selbstberührungspunkt mit Selbstdurchsetzung       

Geometrische Beschreibung der Klassen I ( )kC J , II( )kC J , I ( )kC J
, II ( ),kC J ( )D J

L  I
kC (J)  bzw.  L  II

kC (J) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:   

[y(k)(x)]  ( )tz für alle x, t  J mit x < t  bzw. x > t.  

L+  I
kC  (J)  bzw.  L+  II

kC  (J) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:   

[y(x)]  [ ]( )kD tz   für alle x, t  J mit x < t  bzw. x > t.  

a)  b)  

Abb. 3.6 Eine Integralkurve C mit Spiralform ohne Selbsttreffen für a) die Klasse CI(J) mit nach außen verlaufender 
Spiralform und b) die Klasse CII(J) mit nach innen verlaufender Spiralform     

 ( )xy

( )tz

I ( )C C J

 ( )ty

 ( )xy ( )tz

II ( )C C J  ( )ty
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L  D(J)  := CI(J) ∩ CII(J) (Diskonjugiertheit der Differentialgleichung) gilt genau 

dann, wenn die folgende Aussage richtig ist:  

[y(x)]  ( )tz  für x  t, x, t  J.      

Abb. 3.7 Eine Integralkurve C mit der speziellen Spiralform der Klasse D(J) = CI(J)  CII(J)     

Geometrische Beschreibung der Klassen KI(J), KII(J), I ( )K J , II ( )K J

Beliebiges Intervall J:  
L  KI(J) (bzw. L  KII(J)) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage richtig ist:   

[y(x)]  ( )tz , x < t (bzw. x > t)   ( )xz  = ( )tz  (DT).  

L+  I ( )K J  (bzw. L+  II ( )K J ) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:   

[y(t)]  ( )xz , t > x (bzw. t < x)  [y(t)] = [y(x)] (DP).   

Offenes Intervall ]a,b[:  
L  KI(]a,b[) (bzw. L  KII(]a,b[)) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:   

[y(x)]  ( )tz , x < t (bzw. x > t)   ( )xz  = ( )tz , [y(x)] = [y(t)] (SBP).     

L+  I (] , [)K a b  (bzw. L+  II (] , [)K a b ) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage 

richtig ist:   

[y(t)]  ( )xz , t > x (bzw. t < x)  [y(t)] = [y(x)] , ( )tz  = ( )xz  (SBP).          

Folgerungen für Spezialfälle bei einem beliebigen Intervall J:   

Im Fall L  KI(J)  KII(J)) gilt die Aussage:   

[y(x)] = [y(t)] (DP) für x, t  J, x  t  ( )xz  = ( )tz  (SBP).           

Im Fall L+  I ( )K J  II ( )K J  gilt die Aussage:   

( )xz  = ( )tz  (DT) für x, t  J, x  t  [y(t)] = [y(x)] (SBP).           

Bei vorliegender Klassenzugehörigkeit  
L  KI]a,b[  KII]a,b[  

besitzt also das zum offenen Intervall ]a,b[ gehörige Kurvenstück notwendig eine der beiden Arten 
der Spiralform ohne Selbstschneidung, aber mit möglicher Selbstberührung. Dass die für ein be-
liebiges Intervall J geeignet definierte Spiralform von C auch hinreichend und damit charakteris-
tisch ist für die Klassenzugehörigkeit  

L  KI(J) ∪ KII(J),   

bei der im Parameterintervall J die Tangenten das vorhergehende bzw. das nachfolgende Kurven-
stück nicht schneiden, wird mit dem nachfolgenden Satz 4.10 gezeigt. Dazu wird in dessen Beweis-

 ( )xy ( )tz

( )C D J

 ( )ty ( )xy 
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teil 2) mit einer Fallunterscheidung und einem etwas aufwendigeren Beweis gezeigt, dass bei 
Nichtvorliegen dieser Klassenzugehörigkeit die Kurve C keine Spiralform aufweist. 

a)  b)  

Abb. 3.8 Eine Integralkurve C mit Spiralform bei möglicher Selbstberührung, aber ohne Selbstschneidung für a) die 
Klasse KI(J) mit nach außen verlaufender Spiralform und b) die Klasse KII(J) mit nach innen verlaufender 
Spiralform  

Weitere geometrische Eigenschaften der Klassen CI(J), CII(J), KI(J), KII(J)

Eigenschaften der Integralkurve für die verschiedenen Klassen  

a) Für ein beliebiges Intervall J gibt es bei der Klassenzugehörigkeit  

L  CI(J) ∪ CII(J) ( L+ 
II ( )C J 

I ( )C J )   

 insbesondere keine Stellen c, d  J, c  d, mit der Eigenschaft  
(3.5) Doppelpunkt oder Doppeltangente,  

 also keine Stellen mit einem der drei verschiedenen Unterfälle:  
(3.6) Selbstberührungspunkt (Doppelpunkt und Doppeltangente),  
(3.7) Selbstschneidungspunkt (Doppelpunkt ohne Doppeltangente) oder  
(3.8) Doppeltangente ohne Doppelpunkt.   

b) Für ein beliebiges Intervall J gibt es bei der Klassenzugehörigkeit    

L  KI(J) ∪ KII(J)  

 keine Stellen c, d  J, c  d, mit  
(3.7) Doppelpunkt ohne Doppeltangente  

 und bei  
L+ 

I ( )K J 
II ( )K J

 keine Stellen c, d  J, c  d, mit  
(3.8) Doppeltangente ohne Doppelpunkt.  

c) Speziell für ein offenes Intervall J = ]a,b[ gibt es demnach bei   

L  KI]a,b[ ∪ KII]a,b[ ( L+  +
II ] , [K a b  +

I ] , [K a b )  

 keine c, d  ]a,b[, c  d, mit  
(3.7) Doppelpunkt ohne Doppeltangente oder mit  
(3.8) Doppeltangente ohne Doppelpunkt.  

 ( )xy

( )tz

I ( )C K J

 ( )ty

 ( )xy

( )tz
II ( )C K J

 ( )ty
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Doppeltangente oder Doppelpunkt an den Kurvenenden  
a)  b)  

c)  d)  

Abb. 3.9 Eine Integralkurve C der Klasse KI(J)  KII(J) mit einer Doppeltangente ohne Doppelpunkt (siehe a und b) 

bzw. I ( )K J
 II( )K J

 mit einem Doppelpunkt ohne Doppeltangente (siehe c und d) am Ende oder Anfang 

des Kurvenstücks  

Beziehungen zwischen den Nullstellenverteilungen der Lösun-
gen von (L) und (L+)

Satz 3.1 Nullstellenanzahl bei zwei nicht orthogonalen Lösungen          

Es sei k  {0,1,2}, c, d  J, c < d.  

a)  Anzahl der Nullstellen von zy(k) für nicht orthogonale Lösungen z = 2 (., )ku c
  S+ und y  S

zwischen zwei doppelten Nullstellen von z

 Ist [ 2 (., )ku c
 ] = [ 2 (., )ku d

 ], y  S mit y(k)(c)y(k)(d)  0 (also y und z = 2 (., )ku c
 ) nicht orthogonal) 

und j bzw. m die Anzahl der (mit ihren Vielfachheiten gezählten) Nullstellen von z = 2 (., )ku c


bzw. y(k) in ]c,d[, dann ist k + j + m eine gerade Zahl.  

b)  Anzahl der Nullstellen von yDk[z] für nicht orthogonale Lösungen y = u2(.,c)  S und z  S+

zwischen zwei doppelten Nullstellen von y

 Ist [u2-k(.,c)] = [u2-k(.,d)], z ∈ S+ mit Dk[z](c)Dk[z](d)  0 (also y = u2-k(.,c) und z nicht orthogonal) 

und j bzw. m die Anzahl der (mit ihren Vielfachheiten gezählten) Nullstellen von y = u2-k(.,c) 
bzw. Dk[z] in ]c,d[, dann ist k + j + m eine gerade Zahl.  

I ( )C K J

bc

a

II ( )C K J

da

b

I ( )C K J

bc

a

d

ab

II ( )C K J
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a)  b) 

Abb. 3.10 a) Ein Doppelpunkt P der Integralkurve C, eine nicht durch P verlaufende Gerade G, die Anzahl der Tan-
genten von P aus an das Kurvenstück C]c,d[  und die Anzahl der Treffpunkte der Geraden G mit dem Kur-
venstück     

b) Eine Doppeltangente T der Integralkurve C, ein nicht auf T liegender Punkt Q, die Anzahl der Treff-
punkte der Geraden T mit dem Kurvenstück C]c,d[  und die Anzahl der Tangenten von Q aus an das Kurven-
stück       

Folgerungen zur Nullstellenanzahl bei nicht orthogonalen Lösungen    

1) a) Anzahl der Nullstellen von y(k) bei nicht orthogonalen Lösungen z = 2 (., )ku c
  S+ und 

y  S
 Ist zusätzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.1, a) noch die Lösung z = 2 (., )ku c

  nullstellen-

frei in ]c,d[, also j = 0, und m die Nullstellenanzahl von y(k) in ]c,d[, dann ist k + m eine gerade
Zahl.  

 b) Anzahl der Nullstellen von Dk[z] bei nicht orthogonalen Lösungen y = u2-k(.,c)  S und 
z  S+

Ist zusätzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.1, b) noch die Lösung y = u2-k(.,c) nullstellen-
frei in ]c,d[, also j = 0,  und m die Nullstellenanzahl von Dk[z] in ]c,d[, dann ist k + m eine gerade
Zahl.  

2) a) Anzahl der Nullstellen von nicht orthogonalen Lösungen z = 2 (., )u c  S+ und y  S

Ist [ 2 (., )u c ] = [ 2 (., )u d ] (k = 0) und existiert eine in [c,d] nullstellenfreie Lösung y0  S, dann ist 

die Anzahl j der (mit ihren Vielfachheiten gezählten) Nullstellen von z = 2 (., )u c gerade.  

 Ebenso ist die Anzahl m der (mit ihren Vielfachheiten gezählten) Nullstellen von jeder beliebi-
gen Lösung y  S mit y(c)  0 (und damit y(d)  0) in ]c,d[ eine gerade Zahl.   

 b) Anzahl der Nullstellen von nicht orthogonalen Lösungen y = u2(.,c)  S und z  S+

Ist [u2(.,c)] = [u2(.,d)] (k = 0) und existiert eine in [c,d] nullstellenfreie Lösung z0  S+, dann ist 
die Anzahl j der (mit ihren Vielfachheiten gezählten) Nullstellen von y = u2(.,c) gerade.  

 Ebenso ist die Anzahl m der (mit ihren Vielfachheiten gezählten) Nullstellen von jeder beliebi-
gen Lösung z  S+ mit z(c)  0 (und damit z(d)  0)  in ]c,d[ eine gerade Zahl.    

Bemerkung zur Existenz einer nullstellenfreien Lösung  

Eine hinreichende Bedingung für die Existenz von nullstellenfreien Lösungen von (L) und ( ) im 
abgeschlossenen Intervall [c,d] wird im unten folgenden Satz 4.9 durch L  KI  KII]c,d[ gegeben, 
da (L) stets nichtoszillatorisch ist in [c,d] für c, d  J.  

   ( ) ( ) [ ]c d P z  y y

[ ]G y c

C

0 0[ ]G y

[ ] [ ]Q z d

( ) ( ) [ ]z c z d T y  

C

0 0[ ]Q z

L
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Satz 3.2 Allgemeiner Trennungssatz für die Nullstellen von zwei Lösungen und der dazu or-
thogonalen Lösung

Es sei c, d  J, c < d.    

a) Sei y1, y2  S \ {o}, z  S+  mit  

[z] = [y1,y2], also z = W[y1,y2]  ( = exp∫p(x)dx),   

y1(x)  0 für alle x  ]c,d[  
 und an den Intervallgrenzen t = c, d je eine der vier folgenden Bedingungen erfüllt:    

α) 1) y1(t) = 0  y2(t) (Birkhoff 1911)  oder      

 2) y1(t) = y1‘(t) = y2(t) = 0  y2‘(t);    
) 1) y1(t)  0 = y2(t)   oder 
 2)  y1‘(t)  0 = y1(t) = y2(t) = y2‘(t).     

 Die Anzahl i der mit ihren Vielfachheiten gezählten Nullstellen der Produktfunktion y2⋅z (also 

der Nullstellen der orthogonalen Lösungen y2 und z) in ]c,d[ ist ungerade und insbesondere  1, 

falls für die Intervallgrenzen t = c  und t = d je eine der beiden Bedingungen von α) erfüllt ist 

oder für t = c  und t = d je eine der beiden Bedingungen von β) erfüllt ist (Existenz einer Null-
stelle von y2z);   

 die Anzahl i ist gerade, falls bei t = c und t = d die Bedingungen α) und ) gemischt auftreten.  

b) Eine analoge Aussage erhält man durch Vertauschen der Rollen von S und S+:  
 Sei z1, z2  S+ \ {o}, y  S mit  

[y] = [z1,z2], also y = W+[z1,z2]/,   
z1(x)  0 für alle x  ]c,d[  

 und an den Intervallgrenzen t = c, d je eine der vier folgenden Bedingungen erfüllt:    

α) 1) z1(t) = 0  z2(t)   oder                

 2) z1(t) = z1‘(t) = z2(t) = 0  z2‘(t);    
) 1) z1(t)  0 = z2(t)   oder 
 2)  z1‘(t)  0 = z1(t) = z2(t) = z2‘(t).     

 Die Anzahl i der mit ihren Vielfachheiten gezählten Nullstellen der Produktfunktion z2⋅y (also 

der Nullstellen der orthogonalen Lösungen z2 und y) in ]c,d[ ist ungerade und insbesondere  1, 

falls für die Intervallgrenzen t = c  und t = d je eine der beiden Bedingungen von α) erfüllt ist  

oder für t = c  und t = d je eine der beiden Bedingungen von ) erfüllt ist (Existenz einer Null-
stelle von z2y);   

 die Anzahl i ist gerade, falls bei t = c und t = d die Bedingungen α) und ) gemischt auftreten.  
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a)  
, 1) Birkhoff (1911) 

b) 
, 1)  

, 2)  , 2)  

β, 1)  β, 1)  

β, 2)  β, 2)  

Abb. 3.11 a) Darstellung der zu den Lösungen y1, y2  S \ {o} gehörigen Geraden G1 und G2, des zur Lösung 
z  S+ \ {o}, die zu y1, y2 orthogonal ist, gehörigen Schnittpunktes Q der Geraden G1 und G2, der Anzahl 
der Treffpunkte der Geraden G2 mit dem Kurvenstück C]c,d[  und der Anzahl der Tangenten von Q aus an 
das Kurvenstück für verschiedene Randbedingungen von y1, y2.     

b) Darstellung der zu den Lösungen z1, z2  S+ \ {o} gehörigen Punkte Q1 und Q2, der zur Lösung 
y  S \ {o}, die zu z1, z2 orthogonal ist, gehörigen Verbindungsgerade G der Punkte Q1 und Q2, der Anzahl 
der Tangenten von Q2 aus an das Kurvenstück C]c,d[  und der Anzahl der Treffpunkte der Geraden G mit 
dem Kurvenstück für verschiedene Randbedingungen von z1, z2.              

[ ]Q z
1 1[ ]G y

C

2 2[ ]G y

[ ( )]dy[ ( )]cy

[ ]G y

C

1 1[ ]Q z
2 2[ ]Q z

[ ( )]dy

[ ( )]cy

C

1 1[ ]G y

2 2[ ]G y

[ ( )] [ ( )] [ ]c d Q z  y y

1 1[ ]Q z

[ ]G y

C

2 2[ ]Q z

[ ]Q z 1 1[ ]G y

C

2 2[ ]G y

[ ( )]dy

[ ( )]cy

1 1[ ]Q z

[ ]G y

2 2[ ]Q z

[ ( )]dy

[ ( )]cy

1 1[ ]G y

C

2 2[ ]G y

[ ( )] [ ( )] [ ]c d Q z  y y

1 1[ ]Q z

[ ]G y

2 2

[ ( )] [ ( )]

[ ]

c d

Q z

 



y y

C



20 Nullstellenverteilung der Lösungen

Folgerungen zur Nullstellenanzahl einer speziellen Lösung bzw. zur Existenz einer Nullstelle 
einer speziellen Lösung  

a) Ist [ 2 (., )u c ] = [ 2 (., )u d ] und existieren im Intervall [c,d] nullstellenfreie Lösungen y0  S und 

z0  S+, dann ist für die bis auf einen konstanten Faktor   0 eindeutig bestimmte Lösung y  S 
mit  

[y] = [z0, 2 (., )u c ]

 die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezählten Nullstellen in ]c,d[ ungerade und somit insbe-
sondere  1.         

b)  Eine analoge Aussage erhält man durch Vertauschung der Rollen von S und S+:  
 Ist [u2(.,c)] = [u2(.,d)] und existieren im Intervall [c,d] nullstellenfreie Lösungen y0  S und 

z0  S+, dann ist für die bis auf einen konstanten Faktor   0 eindeutig bestimmte Lösung z  S+

mit  
[z] = [y0,u2(.,c)]

 die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezählten Nullstellen in ]c,d[ ungerade und insbesondere 
 1.     

a)  b)  

Abb. 3.12 a) Darstellung der zu den Lösungen z1 = z0, z2 = 2 (., )u c
 S+ \ {o}gehörigen Punkte Q0 und P, der zu den 

Lösungen y0, y  S \ {o} gehörigen Geraden G0 und G und der Anzahl der Treffpunkte der Geraden G mit 
dem Kurvenstück C]c,d[ 

b) Darstellung der zu den Lösungen y1 = y0, y2 = u2(.,c)  S \ {o}gehörigen Geraden G0 und T, der zu den 
Lösungen z0, z  S+ \ {o} gehörigen Punkte  Q0 und Q und der Anzahl der Tangenten von Q aus an das 
Kurvenstück C]c,d[ 
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Satz 3.3 Existenz einer Nullstelle der Produktfunktion von zwei orthogonalen Lösungen 
Es sei c, d  J, c  d.    

a)  Ist y  S \ {o}, z  S+\ {o},  
B[y,z] = 0  

und noch eine der folgenden Randbedingungen erfüllt, dann hat y⋅z mindestens eine Nullstelle in 

]c,d[ (bzw. ]d,c[):    
1) y(c) = 0 (= y(d)),  [z]  [ 2 (., )u c ] = [ 2 (., )u d ];  

2) y(c) = 0  y(d),  2 ( , )u d c  = 0, [z]  [ 2 (., )u c ] (  [ 2 (., )u d ]).      

 Setzt man noch die Nullstellenfreiheit von y in ]c,d[ voraus, so kann die Existenz einer (einfa-
chen) Nullstelle von z in ]c,d[ gefolgert werden; setzt man die Nullstellenfreiheit von z in ]c,d[ 
voraus, so kann die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von y in ]c,d[ gefolgert werden.  

b) Eine analoge Aussage erhält man durch Vertauschen der Rollen von S und S+:  
 Ist y  S\ {o}, z  S+\ {o},  

B[y,z] = 0  

und noch eine der folgenden Randbedingungen erfüllt, dann hat y⋅z mindestens eine Nullstelle in 

]c,d[ (bzw. ]d,c[):          
1) z(c) = 0 (= z(d)),  [y]  [u2(.,c)] = [u2(.,d)];    
2) z(c) = 0  z(d),  u2(d,c) = 0, [y]  [u2(.,c)] (  [u2(.,d)]).     

 Setzt man noch die Nullstellenfreiheit von z in ]c,d[ voraus, so kann die Existenz einer (einfa-
chen) Nullstelle von y in ]c,d[ gefolgert werden; setzt man die Nullstellenfreiheit von y in ]c,d[ 
voraus, so kann die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von z in ]c,d[ gefolgert werden.  
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a, 1)  b, 1)  

a, 2)  b, 2)  

Abb. 3.13 a, 1) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[  mit Kurvendoppelpunkt P bei c und d, des Punktes Q  P, der Ge-
raden G durch P und Q hier ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstück und einer Tangente von Q aus an das 
Kurvenstück 

a, 2) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[  mit Treffpunkt P = [y(c)] der Tangente T = ( )dz , aber ohne 

Kurvendoppelpunkt bei c und d, des Punktes Q  P, der Geraden G durch P und Q, aber nicht durch [y(d)] 
und damit verschieden von der Tangente T,  wobei hier G ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstück ist, und 
Darstellung einer Tangente von Q aus an das Kurvenstück              

b, 1) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[  mit Doppeltangente T bei c und d, der Geraden G  T, des 
Schnittpunktes Q der Geraden T und G, von dem aus hier keine Tangente an das Kurvenstück geht, und ei-
nes Treffpunktes der Geraden G mit dem Kurvenstück   

b, 2) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[  mit Treffpunkt P = [y(d)] der Tangente T = ( )cz , aber ohne 

Doppeltangente bei c und d, der Geraden G  T, des Schnittpunktes Q der Geraden T und G, von dem aus 
hier keine Tangente an das Kurvenstück geht, und eines Treffpunktes der Geraden G mit dem Kurvenstück  

Satz 3.4 Existenz einer einfachen Nullstelle einer Lösung bei Nichtdiskonjugiertheit in [c,d]
und Nullstellenfreiheit einer orthogonalen Lösung in ]c,d[

Es sei c, d  J, c < d, y  S \ {o}, z  S+ \ {o},  
B[y,z] = 0,  

die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in [c,d] und  
d = η(c)  

der erste rechte konjugierte Punkt von c.  

a) Falls y ( Sz) im offenen Intervall ]c,d[ nullstellenfrei ist und     

(3.9) [z]  [ 2 (., )u c  + (1-) 2 (., )u d ]  für alle   [0,1]      

 gilt, dann hat z mindestens eine (einfache) Nullstelle in ]c,d[.  
 Umgekehrt kann aus der Nullstellenfreiheit von z in ]c,d[ auch die Existenz einer (einfachen) 

Nullstelle von y gefolgert werden.  
 Eine andere Formulierung der Aussage a) ist, dass bei gültiger Bedingung (3.9) die Produktfunk-

tion yz eine Nullstelle in ]c,d[ besitzt.  
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b)  Falls z ( yS 
) im offenen Intervall ]c,d[ nullstellenfrei ist und     

(3.10) [y]  [u2(.,c) + (1-)u2(.,d)]  für alle   [0,1]        

 gilt, dann hat y mindestens eine (einfache) Nullstelle in ]c,d[.  
 Umgekehrt kann aus der Nullstellenfreiheit von y in ]c,d[ auch die Existenz einer (einfachen) 

Nullstelle von z gefolgert werden.  
 Eine andere Formulierung der Aussage b) ist, dass bei gültiger Bedingung (3.10) die Produkt-

funktion yz eine Nullstelle in ]c,d[ besitzt. 

1, )  1, β)  

Abb. 3.14 1, ) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[  mit der Doppeltangente T = ( )cz  = ( )dz , der zu y gehörigen 

Geraden G ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstück, des zu z gehörigen Schnittpunktes Q von G und T und 
einer Tangente von Q aus an das Kurvenstück.  

1, β) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[ , wobei die Tangente T = ( )cz  den Kurvenpunkt P = [y(d)] trifft, 

aber keine Doppeltangente vorliegt, der zu y und y  = u2(.,d) gehörigen Geraden G und T  jeweils ohne 

Treffpunkt mit dem Kurvenstück, des zu z gehörigen Punktes Q auf G für die beiden Fälle i) Q = T  G
und ii) Q = T  G und einer Tangente von Q aus an das Kurvenstück.               

2, )  2, β)  

Abb. 3.15 2, ) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[  mit dem Kurvendoppelpunkt P = [y(c)] = [y(d)], der Geraden G
durch P und ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstück, des Punktes Q auf G mit Q  P und einer Tangente 
von Q aus an das Kurvenstück        

2, β) Darstellung des Kurvenstücks C]c,d[ , wobei die zum Kurvenpunkt P1 = [y(c)] gehörige Tangente T

= ( )cz  den Kurvenpunkt P0 = [y(d)] trifft, aber kein Doppelpunkt vorliegt, der Geraden G durch P0 und 

ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstück, des Punktes Q, der auf G, aber nicht auf der (rot gestrichelt gezeich-
neten) Verbindungsstrecke von P1 und P0 liegt, und einer Tangente von Q aus an das Kurvenstück       
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Satz 3.5 Existenz einer einfachen Nullstelle einer Lösung im abgeschlossenen Intervall [c,d]
bei Nichtdiskonjugiertheit in [c,d] und einer speziellen orthogonalen Lösung  

Es seien y und z nichttriviale orthogonale Lösungen von S bzw. S+, also  
B[y,z] = 0,  

die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert im abgeschlossenen Intervall [c,d] und    
d = η(c)   

der erste konjugierte Punkt von c.  

a) Falls z zu den speziellen Lösungen mit  
[z] = [z],   [0,1],  (z :=  2 (., )u c  + (1-) 2 (., )u d )  

 gehört, dann besitzt z keine Nullstelle im offenen Intervall ]c,d[, aber eine Nullstelle an mindes-
tens einer Intervallgrenze c oder d und y ( Sz) eine Nullstelle x0 im abgeschlossenen Intervall 
[c,d]. Falls diese Nullstelle x0 von y im offenen Intervall ]c,d[ liegt, ist sie eine einfache Null-
stelle von y.   

b)  Falls y zu den speziellen Lösungen mit  
[y] = [y],   [0,1],  (y :=  2 (., )u c  + (1-) 2 (., )u d )  

 gehört, dann besitzt y keine Nullstelle im offenen Intervall ]c,d[, aber eine Nullstelle an mindes-

tens einer Intervallgrenze c oder d und z ( yS  ) eine Nullstelle t0 im abgeschlossenen Intervall 

[c,d]. Falls diese Nullstelle t0 von z im offenen Intervall ]c,d[ liegt, ist sie eine einfache Nullstelle 
von z.   

a, )  a, β)  

Abb. 3.16 a, ) Darstellung des Kurvenstücks C[c,d] mit dem Kurvendoppelpunkt P = [y(c)] = [y(d)], des Punktes 
Q = P, der Geraden G durch Q = P und ein Treffpunkt von G mit dem Kurvenstück       

a, β) Darstellung des Kurvenstücks C[c,d], wobei die zum Kurvenpunkt P1 = [y(c)] gehörige Tangente T

= ( )cz  den Kurvenpunkt P0 = [y(d)] trifft, aber kein Doppelpunkt vorliegt, des Punktes Q auf der Verbin-

dungstrecke von P1 und P0, der Geraden G durch Q und ein Treffpunkt von G mit dem Kurvenstück       

Zusatz zur Existenz einer einfachen Nullstelle einer Lösung im offenen Intervall ]c,d[ bei 
Nichtdiskonjugiertheit und Nullstellenfreiheit einer orthogonalen Lösung im abge-
schlossenen Intervall [c,d]

Es sei die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert im abgeschlossenen Intervall [c,d], es sei  
d = η(c)   

der erste konjugierte Punkt von c und es seien y und z nichttriviale orthogonale Lösungen von S
bzw. S+ :  

B[y,z] = 0.   

a) Falls y nullstellenfrei im abgeschlossenen Intervall [c,d] ist, so ist für z ( yS  ) die Bedingung 

(3.9) von Satz 3.4 erfüllt und damit die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von z im offenen In-
tervall ]c,d[ gesichert.  
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b) Falls z nullstellenfrei im abgeschlossenen Intervall [c,d] ist, so ist für y ( Sz) die Bedingung 
(3.10) von Satz 3.4 erfüllt und damit die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von y im offenen 
Intervall ]c,d[ gesichert. 
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4 Eigenschaften der Klassen KI und KII

Diskonjugiertheit 

Satz 4.1 Hinreichende Bedingung für die Diskonjugiertheit der Differentialgleichung im 
halboffenen bzw. abgeschlossenen Intervall  

Es sei c, d  J, c < d.  

a) 1) Falls  

2 (., )u c  > 0 in ]c,d], z. B. bei L  CI[c,d],   

 und v eine Lösung von (L) ist mit  
v(c) = 0 und v > 0 in ]c,d[,  

 dann hat jede von v linear unabhängige Lösung u von (L) höchstens zwei (mit ihren Vielfachhei-
ten gezählte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L) diskonjugiert ist im halboffenen 
Intervall [c,d[.  

 Falls noch  
v > 0 in ]c,d] 

ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen Intervall [c,d].  

 2) Falls 

2 (., )u d  > 0 in [c,d[, z. B. bei L  CII[c,d],   

 und v eine Lösung von (L) ist mit  
v(d) = 0 und v > 0 in ]c,d[,  

 dann hat jede von v linear unabhängige Lösung u von (L) höchstens zwei (mit ihren Vielfachhei-
ten gezählte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L) diskonjugiert ist im halboffenen 
Intervall ]c,d].  

 Falls noch  
v > 0 in [c,d[ 

ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen Intervall [c,d].  

b) 1) Falls  
u2(.,c) > 0 in ]c,d], z. B. bei L  CII[c,d] bzw. L+  CI

+[c,d],    
 und z eine Lösung von (L+) ist mit  

z(c) = 0 und z > 0 in ]c,d[,  
 dann hat jede von z linear unabhängige Lösung w von (L+) höchstens zwei (mit ihren Vielfach-

heiten gezählte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L+) diskonjugiert ist im halboffe-
nen Intervall [c,d[.  

 Falls noch  
z > 0 in ]c,d] 

ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L+) im abgeschlossenen Intervall [c,d].  

 2) Falls 
u2(.,d) > 0 in [c,d[, z. B. bei L  CI[c,d] bzw. L+  CII

+[c,d],      
 und z eine Lösung von (L+) ist mit  

z(d) = 0 und z > 0 in ]c,d[,  
 dann hat jede von z linear unabhängige Lösung w von (L+) höchstens zwei (mit ihren Vielfach-

heiten gezählte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L) diskonjugiert ist im halboffenen 
Intervall ]c,d].  

 Falls noch  
z > 0 in [c,d[ 

ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen Intervall [c,d].  
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a, 1)  b, 1)  

Abb. 4.1 a, 1) Das abgeschlossene Kurvenstücks C[c,d], der zur Lösung 2 (., )u c
 S+ gehörige Kurvenpunkt P = [y(c)]  

ohne weitere Tangente an das Kurvenstück (außer ( )cz ), die zur Lösung v  S gehörige Gerade G durch 

den Kurvenpunkt P = [y(c)]  und ohne weiteren Treffpunkt mit dem Kurvenstück, eine beliebige Gerade H
mit höchstens zwei Treffpunkten mit dem Kurvenstück        

b, 1) Das abgeschlossene Kurvenstücks C[c,d], die zur Lösung u2(.,c)  S gehörige Tangente T = ( )cz  des 

Kurvenpunkts P = [y(c)]  ohne weiteren Treffpunkt mit dem Kurvenstück, der zur Lösung z  S+ gehörige  

Punkt Q auf der Tangente T = ( )cz  und ohne weitere Tangente an das Kurvenstück, ein beliebiger Punkt R

mit höchstens zwei Tangenten an das Kurvenstück       

Folgerung:  Hinreichende Bedingung für die Diskonjugiertheit der Differentialgleichung im 
abgeschlossenen Intervall 

(4.1) 2 (., )u c  > 0 , u2(.,c) > 0 in ]c,d]  ⇒ (L) diskonjugiert in [c,d].             

Satz 4.2 Charakterisierungen der Diskonjugiertheit der Differentialgleichung mittels der 

Klassen CI , CII , IC 
IIC   und der Positivität spezieller Lösungen   

1) Für ein beliebiges Intervall J   (mit den Randpunkten a, b    {-∞,+∞}) sind die folgen-
den Aussagen alle zueinander äquivalent:     

) L  D(J)  
β) L  CI(J)  CII(J)  

γ) L+  I ( )C J  II ( )C J

δ) L+  D+(J)   

2) Im Fall a  J ist L  D(J) äquivalent zur Bedingung  

ε) 2 (., )u a  > 0 , u2(.,a) > 0 in J \ {a}.   

 Im Fall b  J ist L  D(J) äquivalent zur Bedingung 

ϕ) 2 (., )u b
 > 0 , u2(.,b) > 0 in J \ {b}.   

Satz 4.3 Äquivalenz der Diskonjugiertheit im offenen Intervall mit der Diskonjugiertheit in 
den halboffenen Intervallen  

Ist c, d  J und die Differentialgleichung  
(L) diskonjugiert im offenen Intervall ]c,d[,  
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dann ist auch  
(L) diskonjugiert jeweils in den halboffenen Intervallen [c,d[ und ]c,d].         

Satz 4.4 Äquivalenz der Klassenzugehörigkeit L  CI, L  CII, L  D im abgeschlossenen In-
tervall zur entsprechenden Klassenzugehörigkeit in einem umfassenderen Intervall

Es sei c, d  J und c < d.  

1)  Ist L  CI[c,d], dann gilt mit einem ε > 0 auch L  CI in [c-ε,d+ε]  J.      

2) Ist L  CII[c,d], dann gilt mit einem ε > 0 auch L  CII in [c-ε,d+ε]  J.       

3) Ist (L) in [c,d] diskonjugiert, dann ist mit einem ε > 0 (L) auch diskonjugiert in [c-ε,d+ε]  J.       

Satz 4.5 Charakterisierungen der Diskonjugiertheit im abgeschlossenen Intervall [c,d] mit-

tels der Klassen KI, KII, IK  , IIK  und der Positivität spezieller Lösungen

Es sei c, d  J und c < d.  

a)  Die Differentialgleichungen (L) und (L+) sind genau dann in [c,d] diskonjugiert, wenn eine der 
folgenden Bedingungen erfüllt ist:      

 1) L  KI[c,d] und u2(.,c) > 0 in ]c,d];  

 2)  L  KII[c,d] und u2(.,d) > 0 in [c,d[.       

b)  Die Differentialgleichungen (L) und (L+) sind genau dann in [c,d] diskonjugiert, wenn eine der 
folgenden Bedingungen erfüllt ist:      

 1) L+  I [ , ]K c d  und 2 (., )u c  > 0 in ]c,d];  

 2)  L+  II[ , ]K c d  und 2 (., )u d  > 0 in [c,d[.       

Charakterisierung der nichtoszillatorischen Lösungen als die 
nullstellenfreien Lösungen   

Satz 4.6 Hinreichende Bedingung für die Übereinstimmung der nichtoszillatorischen Lösun-
gen mit den nullstellenfreien Lösungen

a) Falls L  KI]a,b[ (bzw. L  KII]a,b[) und (L) oszillatorisch in J = [a,b[ (bzw. J = ]a,b]) ist, 
stimmt die Menge N der in J nichtoszillatorischen Lösungen von (L) überein mit der Menge M 0

der in J nullstellenfreien Lösungen von (L):    
N = M 0.  

b) Falls L+  I ] , [K a b  (bzw. L+  II ] , [K a b ) und (L+) oszillatorisch in J = [a,b[ (bzw. J = ]a,b]) ist, 

stimmt die Menge N+ der in J nichtoszillatorischen Lösungen von (L+) überein mit der Menge 
M 0+ der in J nullstellenfreien Lösungen von (L+):    

N+ = M 0+.      
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Oszillation von (L) und (L+)

Satz 4.7 Hinreichende Bedingung für die Existenz von vorzeichenwechselfreien Lösungen,
stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterräumen und die Äquivalenz der Os-
zillation von (L) und (L+)        

1) Gilt L  KI]a,b[  KII]a,b[, dann gibt es Lösungen y0  S \ {o} und z0  S+ \ {o} mit  
y0  0, z0  0 in J.  

2) Gilt L  KI]a,b[  KII]a,b[ und ist (L) oder (L+) oszillatorisch in J, dann sind die beiden  zweidi-

mensionalen Unterräume 
0yS
 ( S+) und 

0zS  ( S) (y0  0, z0  0 in J) in J stark oszillatorisch.  

3) Gilt L  KI]a,b[  KII]a,b[, dann ist die Differentialgleichung (L) genau dann in J oszillatorisch, 
wenn die Differentialgleichung (L+) in J oszillatorisch ist.     

Diskonjugiertheit an den Intervallgrenzen    

Satz 4.8 Hinreichende Bedingung für die Äquivalenz der Nichtoszillation mit der Diskonju-
giertheit an den Intervallgrenzen

Es sei L  KI]a,b[  KII]a,b[. Falls (L) oder (L+) nichtoszillatorisch in J ist, dann gibt es Stellen c, d
 ]a,b[, sodass (L) und (L+) diskonjugiert sind in [a,c]  J und in [d,b]  J.     

Folgerung:  Hinreichende Bedingung für die Oszillation 
Ist L  KI]a,b[  KII]a,b[ und (L) in jedem Intervall [d,b]  J nichtdiskonjugiert, dann sind (L) und 
(L+) in [a,b[ oszillatorisch.       

Existenz von nullstellenfreien Lösungen    

Satz 4.9 Hinreichende Bedingung für die Existenz eines nullstellenfreien Fundamentalsys-
tems   

Ist L  KI]a,b[  KII]a,b[ und (L) oder (L+) nichtoszillatorisch in J, dann besitzen (L) und (L+) je-
weils ein Fundamentalsystem aus drei in J nullstellenfreien Lösungen.      

Anmerkung: Da im abgeschlossenen Intervall [a,b] (L) stets nichtoszillatorisch ist, folgt die Exis-
tenz eines in [a,b] nullstellenfreien Fundamentalsystems allein schon aus der Voraussetzung 
L  KI]a,b[  KII]a,b[.    
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Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der 

Klasse KI ∪ KII durch die Spiralform der Integralkurve     

Der nachfolgende Hilfssatz 4.4 gibt eine hinreichende Bedingung für die Existenz einer Nullstelle 
bestimmter Lösungen im Innern eines Nichtdiskonjugiertheitsintervalls und kommt bei den Be-
weisen von Satz 3.4, Hilfssatz 4.6 und Satz 4.10 (hier siebenmal) zum Einsatz.        

Hilfssatz 4.4  Hinreichende Bedingung für die Existenz einer Nullstelle bestimmter Lösungen 
im offenen Intervall ]c,d[

Es sei c, d, t0  J, c < d.  

a) 1)  Ist t0 < c, L  KI]t0,d[, u2(d,c) = 0, y  S \ {o} mit  
y(t0) = 0  

und im Fall eines Doppelpunkts (3.3) an den Stellen t0, c noch  
[y]  [u2(.,c)],  

  dann hat y eine Nullstelle in ]c,d[.     
  Die Behauptung gilt auch für t0 = c mit y(c) = 0 und [y]  [u2(.,c)], wenn für die Stellen c und 

d kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente (3.7) vorliegt.  

 2)  Ist t0 > d, L  KII]c,t0[, u2(c,d) = 0, y  S \ {o} mit  
y(t0) = 0  

und im Fall eines Doppelpunkts (3.3) an den Stellen d, t0 noch  
[y]  [u2(.,d)],  

  dann hat y eine Nullstelle in ]c,d[.     
  Die Behauptung gilt auch für t0 = d mit y(d) = 0 und [y]  [u2(.,d)], wenn für die Stellen c

und d kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente (3.7) vorliegt.  

b) 1)  Ist t0 > d, L  KI]c,t0[ ( L+  II 0] , [K c t ), 2 ( , )u c d  = 0, z  S+ \ {o} mit  

z(t0) = 0  
und im Fall einer Doppeltangente (3.4) an den Stellen d, t0 noch  

[z]  [ 2 (., )u d ],  

  dann hat z eine Nullstelle in ]c,d[.     
  Die Behauptung gilt auch für t0 = d mit z(d) = 0 und [z]  [ 2 (., )u d ], wenn für die Stellen c

und d keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt (3.8) vorliegt.  

 2)  Ist t0 < c, L  KII]t0,d[ ( L+  I 0] , [K t d ), 2 ( , )u d c  = 0, z  S \ {o} mit  

z(t0) = 0  
und im Fall einer Doppeltangente (3.4) an den Stellen t0, c noch  

[z]  [ 2 (., )u c ],  

  dann hat z eine Nullstelle in ]c,d[.     
  Die Behauptung gilt auch für t0 = c mit z(c) = 0 und [z]  [ 2 (., )u c ], wenn für die Stellen c

und d keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt (3.8) vorliegt.   
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I) L  KI II) L  KII

Abb. 4.2 Ein Kurvenstück der Integralkurve C mit Spiralform bei möglicher Selbstberührung, im Fall I L  KI nach 
außen verlaufend und im Fall II L  KII nach innen verlaufend. Im Fall I liege ein Treffpunkt [y(d)] der Tan-

gente ( )cz  vor, im Fall II liege der Kurvenpunkt [y(c)] auf der Tangente ( )dz . Jede Gerade durch den 

Kurvenpunkt [y(t0)] trifft dann auch das Kurvenstück C]c,d[ und jeder Punkt auf der Tangente 0( )tz   des 

Kurvenpunkts 0( )t  y   liegt dann auch auf einer Tangente an das Kurvenstück C]c,d[

Definition von Hilfspunkten als Endpunkte von maximalen Intervallen bestimmter Klassen-
zugehörigkeiten der Differentialgleichungen (L) und (L+) in J

1) Für c  J sei  
r12(c) = inf R12(c)    {+∞}  

 das (eigentliche oder uneigentliche) Infimum der Menge R12(c) aller t  J, t > c, für welche die 
Lösung u2(.,t) eine Nullstelle x  [c,t[ besitzt bzw. L  CI in [c,t] ist (siehe Azbelev, Caljuk 
(1964), S. 233, 237):  

r12(c) = inf {t  J : t > c, u2(x,t) = 0 für ein x = x(t)  [c,t[} 
= inf {t  J : t > c, L  CI[c,t]}.      

 Der Fall des uneigentlichen Infimums r12(c) = - ∞ kann nicht auftreten, da bei nichtleerer Menge 
R12(c) diese stets durch die untere Schranke c nach unten beschränkt ist und somit r12(c) in 
[c,+∞[   liegt.  

 Der Fall des uneigentlichen Infimums r12(c) = + ∞ für die leere Menge R12(c) =  bedeutet, dass 
die Differentialgleichung (L) in [c,b]  J zur Klasse CI gehört.   

 Der Fall eines eigentlichen Infimums r12(c)   bzw. -∞ < r12(c) < +∞ bedeutet R12(c)   und 
nach dem Zusatz zu Satz 2.4 (Diskonjugiertheit in [c-δ,c+δ] für ein δ > 0)  

r12(c)  [c+δ,b]  J für ein δ > 0.  
 In diesem Fall ist die Stelle r12(c) auch das Supremum aller d  J, d > c, mit L  CI[c,d] und das 

halboffene Intervall [c,r12(c)[ das maximale CI-Intervall der Form [c,d[, d  ]c,b] (siehe Azbelev, 
Caljuk (1964), S. 233).        

2) Für c  J sei  
r21(c) = inf R21(c)    {+∞}  

 das Infimum der Menge R21(c) aller t  J, t > c, welche jeweils eine Nullstelle einer Lösung 
u2(.,x) mit x  [c,t[ sind bzw. für welche L  CII in [c,t] ist (siehe Azbelev, Caljuk (1964), S. 233, 
237):  

r21(c) = inf {t  J : t > c, u2(t,x) = 0 für ein x  [c,t[} 
= inf {t  J : t > c, L  CII[c,t]}.      

c

0t c

d

[ ]y

t

[ ( )]dy

( )cz

0t d

[ ]z

t

C

c

0t d

d

[ ]y

t
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( )dz
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[ ]z
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 Der Fall r21(c) = + ∞ bei leerer Menge R21(c) =  bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) in 
[c,b]  J zur Klasse CII gehört.   

 Der Fall r12(c)   bedeutet R21(c)   und nach dem Zusatz zu Satz 2.4  
r21(c)  [c+δ,b]  J für ein δ > 0.  

 In diesem Fall ist die Stelle r21(c) auch das Supremum aller d  J, d > c, mit L  CII[c,d] und das 
halboffene Intervall [c,r21(c)[ das maximale CII-Intervall der Form [c,d[, d  ]c,b] (siehe 
Azbelev, Caljuk (1964), S. 233).        

3) Für c  J sei  
r22(c) = inf R22(c)    {+∞}  

 das Infimum der Menge R22(c) aller t  J, t > c, für welche die Lösung u2(.,t) eine zweifache 
Nullstelle x  [c,t[ besitzt (siehe Azbelev, Caljuk (1964), S. 233, 237):  

r22(c) = inf {t  J : t > c, u2(x,t) = u2’(x,t) = 0 für ein x  [c,t[}.      
 Der Fall r22(c) = + ∞ für die leere Menge R22(c) =  bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) 

in [c,b]  J keine nichttriviale Lösung mit zwei doppelten Nullstellen besitzt.   
 Der Fall r22(c)   bedeutet R22(c)   und nach dem Zusatz zu Satz 2.4 (Diskonjugiertheit in 

[c-δ,c+δ] für ein δ > 0)  
r22(c)  [c+δ,b]  J für ein δ > 0.  

 In diesem Fall ist die Stelle r22(c) auch das Supremum aller d  J, d > c, für die im abgeschlosse-
nen Intervall [c,d] keine zwei doppelten Nullstellen einer nichttrivialen Lösung von (L) auftre-
ten. Weiter ist das halboffene Intervall [c,r22(c)[ das maximale Intervall der Form [c,d[, d  ]c,b], 
in dem keine zwei doppelten Nullstellen einer nichttrivialen Lösung von (L) auftreten (siehe 
Azbelev, Caljuk (1964), S. 233).      

4) Für c  J sei  
k12(c) = inf K12(c)    {+∞}  

 das Infimum der Menge K12(c) aller t  J, t > c, für welche die Lösung u2(.,t) eine (genau) einfa-
che Nullstelle x  [c,t[ besitzt bzw. L  KI in [c,t] ist:  

k12(c) = inf {t  J : t > c, u2(x,t) = 0  u2’(x,t) für ein x  [c,t[} 
= inf {t  J : t > c, L  KI[c,t]}.      

 Der Fall k12(c) = + ∞ für die leere Menge K12(c) =  bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) 
in [c,b]  J zur Klasse KI gehört.   

 Der Fall k12(c)   bedeutet K12(c)   und nach dem Zusatz zu Satz 2.4  
k12(c)  [c+δ,b]  J für ein δ > 0.  

 In diesem Fall ist k12(c) auch das Supremum aller d  J, d > c, mit L  KI[c,d] und [c,k12(c)[ das 
maximale KI-Intervall der Form [c,d[, d  ]c,b].         

5) Für c  J sei  
k21(c) = inf K21(c)    {+∞}  

 das Infimum der Menge K21(c) aller t  J, t > c, welche jeweils eine (genau) einfache Nullstelle 
einer Lösung u2(.,x) mit x  [c,t[ sind bzw. für welche L  KII in [c,t] ist:  

k21(c)  = inf {t  J : t > c, u2(t,x) = 0  u2’(t,x) für ein x  [c,t[} 
= inf {t  J : t > c, L  KII[c,t]}.      

 Der Fall k21(c) = + ∞ für die leere Menge K21(c) =  bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) 
in [c,b]  J zur Klasse KII gehört.   

 Der Fall k21(c)   bedeutet K21(c)   und nach dem Zusatz zu Satz 2.4  
k21(c)  [c+δ,b]  J für ein δ > 0.  

 In diesem Fall ist k21(c) auch das Supremum aller d  J, d > c, mit L  KII[c,d] und [c,k21(c)[ das 
maximale KII-Intervall der Form [c,d[, d  ]c,b]. 

6) Für c  J sei  
η(c) = η+(c) = inf N+(c)    {+∞}    
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 das Infimum der Menge N+(c) aller t  J, t > c, für welche (L) nichtdiskonjugiert in [c,t] ist (sie-
he Barrett (1969), S. 441, für die Dgl. (E3)):  

η(c) = inf {t  J : t > c,  y  S \ {o} mit mindestens 3 Nullstellen in [c,t]} 
= inf {t  J : t > c, (L) nichtdiskonjugiert in [c,t]}.       

 Der Fall η(c) = + ∞ für die leere Menge N+(c) =  bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) in 
[c,b]  J diskonjugiert ist.   

 Der Fall η(c)  , d. h. η(c)  J, bedeutet N+(c)   und nach dem Zusatz zu Satz 2.4  
η(c)  [c+δ,b]  J für ein δ > 0.  

 In diesem Fall ist η(c) auch das Supremum aller d  J , d > c, für die (L) in [c,d] diskonjugiert ist 
und [c,η(c)[ das maximale Diskonjugiertheitsintervall der Form [c,d[, d  ]c,b]. Es heißt η(c) der 
erste rechte konjugierte Punkt von c.  

7) In analoger Weise wird für c  J der erste linke konjugierte Punkt η–(c) definiert: Es sei   
η–(c) = sup N–(c)    {-∞}     

 das Supremum der Menge N–(c) aller t  J, t < c, für welche (L) nichtdiskonjugiert in [t,c] ist.  
     Der Fall η–(c) = - ∞ für die leere Menge N–(c) =  bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) in 

[a,c]  J diskonjugiert ist.   
 Der Fall η–(c)  , d. h. η–(c)  J, bedeutet N–(c)   und nach dem Zusatz zu Satz 2.4  

η–(c)  [a,c-δ]  J für ein δ > 0.  
 In diesem Fall ist η–(c) auch das Infimum aller d  J , d < c, für die (L) in [d,c] diskonjugiert ist 

und ]η–(c),c] das maximale Diskonjugiertheitsintervall der Form ]d,c], d  [a,c[.  

8) Sei c  J und das Indexpaar (i,j)  {(1,2), (2,1), (2,2)}. Falls es ein d  J, d > c, gibt, sodass für 
eine nichttriviale Lösung y von (L) c eine mindestens i-fache und d eine mindestens j-fache Null-
stelle ist, dann sei zij(c) das kleinste derartige d (siehe Barrett (1969), S. 441, für die Dgl. (E3)): 
Ist also Zij(c) die Menge aller d  J, d > c, für welche jeweils ein y  S \ {o} existiert mit c als 
zumindest i-facher und d als zumindest j-facher Nullstelle und ist Zij(c)  , dann ist  

zij(c)  := inf Zij(c) 
= inf {d  J : d > c, c i-fache und d j-fache Nullstelle eines y  S \ {o}} 

       = min Zij(c)  ]c,b]  J. 
 Im Fall Zij(c) =  wird zij(c) = + ∞ gesetzt.  

9) Analog sind für die Differentialgleichung (L+) die Größen ( )i jr c , ( )i jk c  und ( )i jz c  definiert.  

Wechselbeziehungen für die Hilfspunkte  

(4.2) ( )i jr c  = rji(c)  für {i,j} = {1,2} (und nicht für (i,j) = (2,2)), c  J.  

(4.3) ( )i jz c  = zji(c)  für {i,j} = {1,2} (und nicht für (i,j) = (2,2)), c  J.  

(4.4) η(c)  rij(c)  r22(c),                             
rij(c)  kij(c),  
rij(c)  zij(c)  z22(c)  für {i,j} = {1,2}, c  J.  

(4.5) 12( )k c  k21(c),                   

k12(c)  21( )k c   für c  J.  
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(4.6) η–(c) < c < η(c).             

(4.7) η(c) = z+(c) = min {z21(c),z12(c)} = min N+(c);                    

η–(c) = z–(c) = max N–(c).            

(4.8) η(c) = min {r21(c),r12(c)}.     

(4.9) η(c) = min {zij(c),rji(c)}  für {i,j} = {1,2}, c  J.  

(4.10) z21(c), 21( )z c  min {z22(c), 22 ( )z c }  für c  J.  

(4.11) rij(c) = min Rij(c)     
= inf {zij(x) : x  c, x  J} 
= min {zij(x) : x  c, x  J} 
= zij(ij)  mit einem ij = ij(c)  [c,rij(c)[  (i + j  3, c  J).  

(4.12) kij(c)  Rij(c)  für (i,j) = (1,2), (2,1),  c  J, d. h.             
für (i,j) = (1,2):  u2(ζ12,k12(c)) = 0 für ein ζ12 = ζ12(c)  [c,k12(c)[,  
für (i,j) = (2,1):  u2(k21(c),ζ21) = 0 für ein ζ21 = ζ21(c)  [c,k21(c)[.   

Es werden nachfolgend die drei möglichen Fälle für die gegenseitige Lage der minimalen Nullstel-

len z21(c), z12(c) = 21( )z c  J von u2(.,c) bzw. 2 (., )u c  unter der Voraussetzung Zij(c)   für i + j

= 3 näher untersucht und dabei die Lage der CI- und CII-Stellen rij(c) näher bestimmt:  

1) z21(c) = 21( )z c ;  

2) z21(c) < 21( )z c ;  

3) z21(c) > 21( )z c .  

(4.13) z21(c) = 21( )z c ⇒ η(c) = r21(c) = z21(c) = r12(c) = z12(c),      

η(c) = min {z22(c), 22 ( )z c }  für c  J.  

) β) γ) 

Abb. 4.3 Darstellung der im Fall 1) auftretenden Unterfälle: ) [y(c)] = [y(d)] Doppelpunkt (DP), β) ( )cz  = ( )dz

Doppeltangente (DT) und γ) Doppelpunkt mit Doppeltangente der Integralkurve C

C

DP [ ( )] [ ( )]c dy y DT ( ) ( )c dz z
c

d

DT ( ) ( )c dz z
c

d

DP [ ( )] [ ( )]c d y y
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(4.14) z21(c) < 21( )z c
⇒ η(c) = r21(c) = z21(c),         

r12(c)  ]z21(c), 21( )z c
[,    

r12(c) = z22()  mit einem   ]c,r12(c)[ (c  J).  

) β) 

Abb. 4.4 Darstellung der im Fall 2) auftretenden Unterfälle: ) ( )cz  = 21( ( ))z cz  Doppeltangente (DT), 

β) ( )cz  21( ( ))z cz  keine Doppeltangente der Integralkurve C

(4.15) z21(c) > 21( )z c
⇒ η(c) = r12(c) = z12(c),                 

r21(c) = 12( )r c
 ] 21( )z c

,z21(c)[,   

r21(c) = 22 ( )z 
  mit einem   ]c, 12( )r c

[  (c  J).  

) β) 

Abb. 4.5 Darstellung der im Fall 3) auftretenden Unterfälle: ) [y(c)] = 21( ( ))z c  y  Doppelpunkt (DP), 

β) [y(c)]  21( ( ))z c  y  kein Doppelpunkt der Integralkurve C

(4.16) r21(c) = r12(c)   z21(c) = z12(c)   (c  J).  
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Mit dem Endlichkeitsbereich (eigentlichen Definitionsbereich, englisch: domain)  
E := dom η := {x  J : η(x) < ∞} 

der numerischen Funktion η(.) : J  J  {+∞} der ersten rechten konjugierten Punkte wird die 
auf E eingeschränkte reellwertige Funktion 

η : x  E # η(x)  J
betrachtet. Weiter sei  

W := im η := η(E) = {η(x) : x  E}  
das Bild (der Wertebereich, englisch: image) von η. Analog sei der Endlichkeitsbereich  

E– := {x  J : η–(x) > - ∞} 
der Funktion η–(.) : J  J  {-∞} der ersten linken konjugierten Punkte und der Wertebereich  

W– := η–(E–) = {η–(x) : x  E–} 
der zugehörigen auf E– eingeschränkten reellwertigen Funktion 

η– : x  E– # η–(x)  J
definiert.  

(4.17) Eigenschaften der Funktion η
Es sei die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in J. Die Funktion  

η : x  E # η(x)  J
ist dann  

streng monoton steigend,  
stetig und besitzt  
η–  als Umkehrfunktion.         

Im Fall b  J ist der Definitionsbereich  
E = J  [a,β[    

ein rechtsoffenes Intervall mit rechtem Randpunkt β = sup E, linkem Randpunkt a und 
a < β  b.   

Im Fall b  J ist 
E = J  [a,β] 

ein rechtsabgeschlossenes Intervall mit rechtem Randpunkt β = η–(b)  J, linkem Rand-
punkt a und  

a  β < b.    

(4.18) Eigenschaften der Funktion η– 

Es sei die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in J. Die Funktion  
η– : x  E– # η–(x)  J

ist dann  
streng monoton steigend,  
stetig und besitzt  
η  als Umkehrfunktion.         

Im Fall a  J ist der Definitionsbereich  
E– = J  ],b[    

ein linksoffenes Intervall mit linkem Randpunkt  = inf E–, rechtem Randpunkt b und  
a   < b.   

Im Fall a  J ist 
E– = J  [,b[    

ein linksabgeschlossenes Intervall mit linkem Randpunkt  = η(a)  J, rechtem Rand-
punkt b und  

a <   b.    
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(4.19) Eigenschaften der Definitionsbereiche E und E–

E = η–(E–),  
E–  = η(E).   

Zur Untersuchung der Differenzierbarkeit der Funktion η wird ihr eigentlicher Definitionsbereich 
E in Teilmengen zerlegt. Für die durch  

H(x)  := u2(η(x),x),  

H+(x) := 2 ( ( ), )u x x

in E definierten und (als Zusammensetzung von stetigen Funktionen wieder) stetigen Funktionen H
und H+ gilt  

H  0,  H+  0,  HH+  0  in E.  
Der Definitionsbereich E von η lässt sich damit disjunkt zerlegen in  

E = A  D
mit  

A  = {x  E : (H(x)H+(x) = 0) H(x) + H+(x) > 0} 
und  

D = {x  E : H(x) = 0 = H+(x)}.  

Die Menge A der x  E, für die η(x) entweder nur Nullstelle von u2(.,x) oder nur Nullstelle von 

2 (., )u x  ist, lässt sich weiter disjunkt zerlegen in  

A = A1  A2

mit  
A1  = {x  E : H+(x) > 0 = H(x)} = {x  E : H+(x) > 0},  
A2  = {x  E : H(x) > 0 = H+(x)} = {x  E : H(x) > 0}.  

Die Menge D der x  E, für die η(x) sowohl Nullstelle von u2(.,x) als auch Nullstelle von 2 (., )u x

ist, lässt sich weiter disjunkt zerlegen in  
D = D1  D2  D3

mit  

D1 = {x  E: Für {x,η(x)} gilt (3.7) [ 2 (., )u x ] = [ 2 (., ( ))u x ], [u2(.,x)]  [u2(.,η(x))]},  

D2 = {x  E: Für {x,η(x)} gilt (3.8) [u2(.,x)] = [u2(.,η(x))], 2[ (., )]u x  2[ (., ( ))]u x },  

D3 = {x  E: Für {x,η(x)} gilt (3.6) 2[ (., )]u x  = 2[ (., ( ))]u x , [u2(.,x)] = [u2(.,η(x))]}.  

Abb. 4.6 Veranschaulichung der verschiedenen Punkte x der Menge E = A1  A2  D1  D2  D3 als Kurvenparame-
ter der Integralkurve C

1x A ( )x

[ ( ( ))]xy( )xz [ ( )]xy
( ( ))xz

2x A ( )x

[ ( )] [ ( ( ))]x xy y

1x D( )xz
( ( ))xz

( ) ( ( ))x xz z

[ ( )] [ ( ( ))]x xy y
3x D

( )x

[ ( )]xy

( ) ( ( ))x xz z

[ ( ( ))]xy

2x D ( )x
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(4.20) Zweimal stetige Differenzierbarkeit von η in A
Es gilt  

η  C2(A)  und  η’ > 0 in A
und im Fall p  C1(J) sogar  

η  C3(A).  
Für x  A1 gilt  

η‘(x) = - u1(η(x),x)/ 1 ( , ( ))u x x  > 0,  

für x  A2 gilt  

η‘(x) = - 1 ( ( ), )u x x /u1(x,η(x)) > 0.  

(4.21) Linksseitige und rechtseitige Differenzierbarkeit von η in D1  D2

Jedes x0  D1  D2 ist ein isolierter Punkt von D und Häufungspunkt von A:  
Zu jedem x0  D1 gibt es ein δ > 0 mit   

]x0 - δ,x0[  E  A2  und  
]x0,x0 + δ[  E  A1.     

Zu jedem x0  D2 gibt es ein δ > 0 mit   
]x0 - δ,x0[  E  A1  und  
]x0,x0 + δ[  E  A2.     

Falls x0  D1  D2 kein linker Randpunkt des Intervalls E und somit ]x0-δ,x0[  E für ein 

 > 0 ist, erhält man die linksseitige Ableitung2 '
0( )l x  mit    

'
0( )l x  := 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

x x

x x

 


 = + ∞,  

Falls x0  D1  D2 kein rechter Randpunkt des Intervalls E und somit ]x0,x0+δ[  E für ein 

 > 0 ist, erhält man die rechtsseitige Ableitung '
0( )r x  mit    

'
0( )r x  := 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

x x

x x

 


 = 0.    

Falls x0  D1  D2 innerer Punkt des Intervalls E und somit ]x0-δ,x0+δ[  E für ein  > 0 ist, 
so ist η linksseitig und rechtsseitig differenzierbar, aber nicht differenzierbar.  

(4.22) Dreimal stetige Differenzierbarkeit von η in einem nicht ausgearteten Intervall 
[c1,c2]  D3

Ist [c1,c2]  D3 (c1 < c2), so gilt   
η  C3(]c1,c2[),  η’ > 0 in ]c1,c2[.  

Für x  ]c1,c2[ ist  

'( )x  = 2
2 1[ ]( , ( )) / '( ( ), )D u x x u x x   > 0,  

"( )x  =   0 1'( ( ), ) '( ) '( ( ), )u x x x u x x  

   
22 2

2 1 1 1- [ ]( , ( )) "( ( ), ) '( ) [ ]( , ( )) / '( ( ), )D u x x u x x x D u x x u x x       .    

2  Die Bezeichnung der einseitigen Differenzierbarkeit wird hier auch für den Fall verwendet, dass der einseitige 
Grenzwert des Differenzenquotienten unendlich ist.  
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1)  2)  

Abb. 4.7 Eine Integralkurve C mit Selbstberührung längs eines Kurvenstücks ohne Selbstdurchsetzung 
1) nach innen fortlaufend und 2) nach außen fortlaufend         

Definition der Klasse K(J) für die Differentialgleichung (L) durch die Beschreibung der Spi-
ralform mit möglicher Selbstberührung für die Integralkurve C

Die Differentialgleichung (L) gehört im Intervall J   zur Klasse K(J) (L  K(J)) oder das Inter-
vall J heißt ein für (L) reguläres Intervall genau dann, wenn es  

keine Stellen  c, d  J mit (3.7) Doppelpunkt ohne Doppeltangente,  
keine Stellen  c, d  ]a,b[  mit (3.8) Doppeltangente ohne Doppelpunkt und  
keine Stellen  c1, c2  ]a,b[ (c1  c2) mit einem nachfolgend beschriebenen Selbstdurchset-
zungsintervall [c1,c2] gibt:  

(4.23) Für jedes x  [c1,c2] liegt für (x,η(x)) die Eigenschaft (3.6) Doppelpunkt und Doppeltangente 
(Selbstberührung) vor und zu diesem Selbstberührungsintervall [c1,c2] ist noch eine der 
beiden Arten einer Selbstdurchsetzung der Kurve C erfüllt:  

1) Selbstdurchsetzung von innen nach außen: Zu jedem reellen ε > 0 gibt es Stellen  

1  ]c1-ε,c2[,  1  ]η(c1)-ε,η(c1)[  J,  

sodass 1 eine einfache Nullstelle von u2(.,1) ist, und Stellen  

2  ]c2,c2+ε[,  2  ]η(c2),η(c2)+ε[  J,  

sodass 2  eine einfache Nullstelle von u2(.,2) ist;  

2) Selbstdurchsetzung von außen nach innen: Zu jedem reellen ε > 0 gibt es Stellen  

1  ]c1-ε,c2[,  1  ]η(c1)-ε,η(c1)[,  

sodass 1 eine einfache Nullstelle von u2(.,1) ist, und Stellen  

2  ]c2,c2+ε[,  2  ]η(c2),η(c2)+ε[,  

sodass 2 eine einfache Nullstelle von u2(.,2) ist.   

1c

2c

1d

2d

1c

2c
1d

2d
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1)  2)  

Abb. 4.8 Eine Integralkurve C mit Selbstberührung längs eines Kurvenstücks und mit einer Selbstdurchsetzung 
1) von innen nach außen und 2) von außen nach innen        

Dass die oben für ein beliebiges Intervall J definierte Spiralform von C mit möglicher Selbst-
berührung (L  K(J)), bei der in gesamten Intervall J keine Selbstschneidung (Doppelpunkt ohne 
Doppeltangente), im offenen Intervall ]a,b[ keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt und keine 
Selbstberührung mit Selbstdurchsetzung auftreten, auch äquivalent ist zur Klassenzugehörigkeit  

L  KI(J) ∪ KII(J),   

bei der im Parameterintervall J die Tangenten das vorhergehende bzw. das nachfolgende Kurven-
stück nicht schneiden, wird mit dem folgenden Satz 4.10 gezeigt. Dazu wird in dessen Beweisteil 1) 
mit Verweis auf die Abschnitte 3.1.9 und 3.1.10 begründet, dass die Spiralform notwendig für diese 
Klassenzugehörigkeit ist. In Beweisteil 2) wird begründet, dass die Spiralform hinreichend für diese 
Klassenzugehörigkeit ist: Mit einer Fallunterscheidung und einem etwas aufwendigeren Beweis 
wird dazu gezeigt, dass bei Nichtvorliegen dieser Klassenzugehörigkeit die Kurve C keine Spiral-
form aufweist. 

Satz 4.10 Übereinstimmung der Klasse KI(J)  KII(J) mit der Klasse K(J)

KI(J)  KII(J) = K(J)      

1

2

2

1

1c

2c

1( )c

2( )c

1

2

2

1 1c

2c
1( )c

2( )c
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