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Vorwort

Es wird die homogene lineare Differentialgleichung (Dgl.) dritter Ordnung

L) Lyl =y"+py"+ @'+ ry =0

mit im Intervall J (C R) stetigen Koeffizienten p, ¢, r betrachtet. Im ersten Kapitel werden fiir kom-
plexwertige Koeffizienten und Losungen hinreichende Bedingungen an die Koeffizienten von (L)
dafiir hergeleitet, dass bei den Losungen und deren Ableitungen gewisse Nullstellenkonfigurationen
nicht auftreten kénnen. Dabei werden Resultate von Divakova' (1970) und Herold? (1972), die den
Spezialfall p = g = 0 behandeln, verallgemeinert und Methoden angegeben, mit denen weitere derar-
tige Kriterien gewonnen werden konnen. In den Kapiteln 2, 3 und 4 werden nur reellwertige Koeffi-
zienten und Losungen betrachtet. Diese Kapitel konnen auch unabhéngig vom ersten Kapitel gelesen
werden.

Im engen Zusammenhang mit der Differentialgleichung (L) steht die zu (L) adjungierte Differen-
tialgleichung
(L L'[z] = ((z"- pz) +q2)-rz =0
(p, g, ¥ € C(J); siehe Barrett® (1964) und fiir die Dgl. n-ter Ordnung Hinton* (1966)), die dquivalent
ist zu dem System von homogenen linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

vy = pv +v
' __

V2 = - qvl + V3
' __

v'=

fiir die Funktion

vi=z
und deren verallgemeinerten Ableitungen

v, =D[z] =2 - pz,

vs=D[z] = (D'[2]) + ¢z.
In der Literatur wurde bisher meist noch die 1766 von Lagrange® betrachtete klassische Adjungierte
(L*) L¥[z]=z" +Pz"+Qz' +Rz=0
mit P=-p,Q=q-2p’, R=-r+q’ - p*“fiir den Spezialfall p € C*(J), g € C'(J) verwendet. Im Ka-
pitel 2 werden allgemeine Beziehungen zwischen den Differentialgleichungen (L) und (L") darge-
stellt. Unter Verwendung der Tatsache, dass die zu (L) und (L") gehorigen dreidimensionalen Lo-
sungsrdume S und S" mit der durch

Blyz] = y"z- y'D'[z]+ yD’[z]
gegebenen Bilinearform B : S x S" — R als skalaren Produkt® ein duales Raumpaar bilden, werden
Wechselbeziehungen zwischen den Losungen von (L) und (L"), zwischen deren Nullstellenverteilun-
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gen und zwischen den Losungsrdumen S und S* hinsichtlich Oszillation, Existenz von stark oszilla-
torischen zweidimensionalen Unterrdumen und Diskonjugiertheit bewiesen. Aulerdem werden Cha-
rakterisierungen von speziellen Doppelkegelstrukturen der Menge N der nichtoszillatorischen Losun-
gen von (L) durch asymptotische Eigenschaften der Losungen gegeben und Beispiele fiir derartige
Strukturen aufgefiihrt.

Wilczynski’ hat 1905 fiir die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung — hier wird es in Kapi-
tel 3 fiir n = 3 formuliert — die Funktionswerte

y1(x), y2(x), y3(x) (xeJ)
eines beliebig fixierten Fundamentalsystems y1, y2, y3 von (L) als die homogenen Koordinaten eines
Punktes

P =P(x) = [(y1(x),y2(x),y3(x))]
in der projektiven Ebene IP? interpretiert. Wenn x das Intervall J durchliuft, bewegt sich der Punkt
P(x) entlang der sogenannten Integralkurve C von (L). Die Tangente von C im Kurvenpunkt ist die
Gerade durch die beiden Punkte P(x) und P’(x), wobei P’(x) die homogenen Koordinaten y;’(x)
(7 =1, 2, 3) besitzt, und hat die homogenen Geradenkoordinaten (Hyperebenenkoordinaten)

z1(x), 22(x), z3(x),
wenn z1, z2, z3 das zu y1, y», y3 adjungierte Fundamentalsystem von (L*) ist. Dies gilt auch mit (L")
statt (L*).

Diese Integralkurve C benutzt 1911 Birkhoff®, um mittels geometrischer Begriindungen Resultate
iiber die Nullstellen der Losungen herzuleiten. Um eine Nullstelle einer nichttrivialen Lésung von
(L) als Inzidenz in P? zu interpretieren und die Losung selbst in [P? geometrisch zu veranschaulichen,
deutet er die Koordinaten c1, ¢z, ¢3 dieser nichttrivialen Losung

y=ciy1 t ezt c3ys
von (L) beziiglich der Basis y1, y2, y3 von S als die homogenen Koordinaten einer Geraden in der
projektiven Ebene [P2. Demzufolge ist xo € J eine Nullstelle (bzw. eine zweifache Nullstelle) von y
genau dann, wenn die zu y gehorige Gerade <(cl,c2,c3)> in [P? die Integralkurve im Punkt P(xo)

= [(¥1(x0),y2(x0),y3(x0))] trifft (bzw. beriihrt).

In der vorliegenden Arbeit werden in Kapitel 3 und 4 nun auch noch die Nullstellen der nichttri-
vialen Losungen
z=dz1 + dazz + d3z3
von (L") als Inzidenzen in [P? interpretiert und die Losungen selbst in P? geometrisch veranschaulicht,
indem man deren Koordinaten di, d», d3 beziiglich der Basis zi, z2, z3 von S als die homogenen Ko-

ordinaten eines Punktes in der projektiven Ebene IP? deutet. Demzufolge ist xo € J genau dann eine

Nullstelle von z, wenn der zu z gehdrige Punkt [(d1,da,d5)] in P? auf der Tangente von C im Punkt
P(x0) mit den Geradenkoordinaten zi(xo) (k=1, 2, 3) liegt. Und xo ist genau dann eine zweifache
Nullstelle von z, wenn der zu z gehdrige Punkt [(d1,d2,d3)] auf der Integralkurve C liegt und zwar
gleich P(xo) ist.

Allgemeiner wird gezeigt, dass die nichttrivialen Losungen y € Sund z € S* genau dann orthogo-

nal beziiglich des skalaren Produktes B sind (B[y,z] = 0), wenn in [P? die zu y gehérige Gerade durch
den zu z gehdrigen Punkt geht. Damit lassen sich also Resultate iiber die Nullstellenverteilung der

7 Ernest Julius Wilczynski (1876-1932) war ein deutschstimmiger US-amerikanischer Mathematiker, der sich mit
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versitdten Princeton und Havard.
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Losungen von (L) und (L") geometrisch veranschaulichen und umgekehrt hat man dadurch auch eine
Quelle fiir Vermutungen {iber neue mogliche Séitze und auch deren analytische Beweise.

Hinsichtlich der Ergebnisse von Birkhoft schreibt Barrett (1969), S. 431: ,,0Obwohl bei jeder Arbeit
iiber Differentialgleichungen dritter Ordnung der Hinweis auf Birkhoffs Artikel nicht fehlen darf,
werden seine Ergebnisse und Methoden selten erwahnt.* Daher werden nun in der hier vorliegenden
Arbeit mehrere seiner geometrisch begriindeten Resultate auch noch analytisch bewiesen. Dazu wer-
den in Abschnitt 3.1 zundchst geometrische Eigenschaften der Integralkurve C wie etwa das Auftreten
von Doppelpunkten, Doppeltangenten, Selbstschneidungen, Selbstberiihrungen, der Treffpunktfrei-
heit bzw. der Schnittpunktfreiheit der Tangenten mit dem vorhergehenden bzw. nachfolgenden Kur-
venstiick und der Spiralform durch analytische Bedingungen an Losungen von (L) und (L") ausfiihr-
lich charakterisiert. In Abschnitt 3.2 wird dann ein von Birkhoff geometrisch begriindeter allgemeiner
Trennungssatz richtiggestellt und in verallgemeinerter Form analytisch bewiesen. AuBerdem werden
neue Sétze liber die Nullstellenverteilung der Losungen aufgestellt und mittels der Integralkurve C
geometrisch veranschaulicht.

Fiir viele Aussagen iiber die Losungen der Differentialgleichung (L) bzw. (L") geniigt es anstelle
von Bedingungen an die Koeffizienten p, ¢, » vorauszusetzen, dass die Differentialgleichung zu einer
gewissen Klasse gehort, was heiflen soll, dass bei den Losungen und deren (verallgemeinerten) Ab-
leitungen gewisse Nullstellenkonfigurationen nicht auftreten. So ist etwa die Zugehdrigkeit der Dif-
ferentialgleichung (L) in J zur Klasse Kii (bzw. K1) dadurch definiert, dass es zu beliebigen Stellen

¢, d € Jmit ¢ <d (bzw. d < c) keine nichttriviale Losung y von (L) gibt mit
We) =y (c) =y(d) = 0= y(d).

Bei einer Differentialgleichung (L) der Klasse K gibt es also keine nichttriviale Losung y, die rechts
von einer zweifachen Nullstelle ¢ noch eine einfache Nullstelle d besitzt. Geometrisch bedeutet die
Zugehorigkeit von (L) zur Klasse Ki1 zunéchst, dass jede Tangente von C das nachfolgende Kurven-
stiick hochstens beriihrt, aber nicht schneidet. Analog bedeutet die Zugehorigkeit von (L) zur Klasse
K1, dass jede Tangente von C das vorhergehende Kurvenstiick hdchstens beriihrt, aber nicht schneidet.

Weiter folgt aus der Zugehorigkeit von (L) zur Klasse K1 U Ki1 zundchst notwendig, dass die Integ-
ralkurve eine nach auflen bzw. nach innen fortlaufende Spiralform hat.

Eigenschaften dieser Klassen werden in Kapitel 4 bewiesen hinsichtlich Charakterisierungen der
Diskonjugiertheit, Charakterisierung der nichtoszillatorischen Losungen als die nullstellenfreien Lo-
sungen, Existenz von nichtnegativen (nichttrivialen) Losungen und von stark oszillatorischen zwei-
dimensionalen Unterrdumen, Aquivalenz der Oszillation von (L) und (L), Diskonjugiertheit an den
Intervallgrenzen und Existenz von nullstellenfreien Losungen. Zu Letzterem werden auch die ent-
sprechenden Aussagen fiir die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung in einem Intervall
J C R verglichen.

Ferner werden in Abschnitt 4.6 die von Birkhoff 1911 mittels der Integralkurve C geometrisch for-

mulierte und begriindete Charakterisierung der Klasse K1 U Ky durch die Spiralform mit moglichen

Selbstberiihrungen unter Verwendung der Begritfe Doppelpunkt, Doppeltangente, Selbstschneidung,
Selbstberiihrung und Selbstdurchsetzung von C hier analytisch beschrieben, analytisch bewiesen und
die einzelnen Beweisschritte mittels der Integralkurve C veranschaulicht.

Dabei besitzt eine Integralkurve C € K eine nach auflen fortlaufende Spiralform, bei der die Kurve
in einem Kurvenpunkt vom nachfolgenden Kurvenstiick hochstens beriihrt und nicht durchsetzt wird.
Eine Kurve C € Kj besitzt eine nach innen fortlaufende Spiralform, bei der die Kurve in einem Kur-
venpunkt vom vorhergehenden Kurvenstiick hochstens beriihrt, aber nicht durchsetzt wird.

Es zeigt sich, dass der analytische Beweis wesentlich aufwendiger als der geometrische ist und etli-
cher Hilfssdtze bedarf. In diesem Zusammenhang werden auch Hilfspunkte im Intervall J verwendet,
die als Endpunkte maximaler Intervalle von bestimmten Klassenzugehorigkeiten definiert sind. Es
werden Wechselbeziehungen zwischen diesen Hilfspunkten, insbesondere Eigenschaften der durch
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die ersten konjugierten Punkte gegebenen Funktion n beschrieben und auch neue Erkenntnisse zur
Differenzierbarkeit von 7 hergeleitet.

Herrn Prof. Dr. Horst Herold danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit.
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1 Nullstellenverteilung bei komplexwertigen Losungen
und deren Ableitungen

Es wird die Verteilung der Nullstellen des Produkts ww’w* fiir komplexwertige Losungen w der ho-
mogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

(L) Liwl=y"+ pw+ gw'+ rw =0
im Intervall J C R untersucht. Die Endpunkte von J seien a und b (-0 < a <b < +w0). Die Koeffi-

zienten p, g, r seien in J komplexwertige und stetige Funktionen. Eine Losung von (L) sei eine in J
dreimal stetig differenzierbare komplexwertige Funktion w, welche in J die Gleichung L[w] = 0 er-

fullt.

1.1 Hilfssatze

Bevor Resultate von Herold (1972) und Divakova (1970) verallgemeinert werden, wird mit Hilfs-
satz 1.1 eine Integralgleichung und mit Hilfssatz 1.2 eine Integralungleichung bereitgestellt. Der erste
Hilfssatz wurde speziell fiir f= 1, =2, y=1 und reellwertiges w von Beesack’ (1956), S. 212, be-
wiesen.

Hilfssatz 1.1 Riccatische Differentialgleichung und Integralgleichung
Fiir die reellwertigen Funktionen £, g € C(]c,d[), -co < ¢ <d < o0, gelte > 0,

9= 0{{Cwoxa) ) wd 4= 0 (xotd0)

mit reellen Zahlen aund B, 0 < av < 1, 0 < < 3.1 Die spezielle Riccatische Differentialgleichung!
2

%
f(x)
habe eine reellwertige Losung ¢ € C'(Jc,d[) mit

o) = O(((x-e)d - 1))

mit einem y < 2. Dann gilt fiir jede in [c,d] stetige und stiickweise stetig differenzierbare komplex-
wertige Funktion w mit

Rl = p+——+g(x) =0

w(c) =w(d) =0
die Integralgleichung
d d
1
J(£ b gl Jax = [l guf d.

Paul Richard Beesack war ein kanadischer Mathematiker und Professor an der Carleton University in Ottawa.
Das Landau-Symbol O (O-Notation, ,,grofl O von ... fiir den Grenziibergang ...“) fiir den Vergleich der GroBenord-
nung von Funktionen bei einem Grenziibergang wurde erstmals 1894 verwendet vom deutschen Zahlentheoretiker
Paul Gustav Heinrich Bachmann (1837—-1920) und bekannt gemacht vom deutschen Zahlentheoretiker Edmund
Georg Hermann Landau (1877-1938).
Die Riccatische Differentialgleichung ist benannt nach dem italienischen Mathematiker Jacopo Francesco Riccati
(1676-1754).
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Bemerkung: Das rechte Integral ist bei positiver Funktion fimmer nichtnegativ und es ist genau dann

gleich Null, wenn w = Av in ]c,d[ ist mit einem A € C und v(x) = expj%dx .

Beweis von Hilfssatz 1.1: Die Riccatische Differentialgleichung R[¢] =0 hat genau dann eine in

ganz ]c,d[ definierte und stetig differenzierbare reellwertige Losung ¢, wenn die homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung

(1.1) ')y +gv=0

eine in ]c,d[ nullstellenfreie reellwertige Losung v (v differenzierbar und fv* stetig differenzierbar)
besitzt, wobei ¢ = f’/v bzw. v = expj%dx ist (Coppel'? 1971, S. 6, Th. 3).

Gemil} dem Beweis des Hilfssatzes 1 von Herold (1972) gelten dann in jedem Teilintervall von ]c,d|,
in dem w stetig differenzierbar ist, mit einer reellwertigen Losung ¢ € C'(Je,d[) von R[¢] =0 und

der damit definierten nullstellenfreien Losung v = exp I %dx von (1.1) die Umformungen

[%] |w|2 + — (ww+ww)
v VA

N (VW VW)(VW VW)=V—12|VW V\/VI

!

P = fv'[@ 7 [KJ
1% 1%

- (fM - (fv')'% + (Ej (=g, (") v =-2)

<ob ] s+ (2]

Da die Funktion f'in ]c,d[ nullstellenfrei vorausgesetzt ist (f ist positiv in ]c,d[ oder negativ in ]c,d[),
folgt weiter

v.(ﬁj w2 Lo pw) W=,
v

12" William Andrew Coppel (1930-) ist ein australischer Mathematiker, der an der University of Cambridge (England)
promovierte und Professor war an der Australian National University in Canberra.
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2
w

w(2)] =l enf

\%

und
| ’ |2- | |2— W2 , —1 - 2.
fw gw (¢| | ) + f|fW (pw|

Im offenen Intervall ]c,d[ erhilt man bei dem stetigen Integranden f° b [? - g lw [? fiir die Stammfunk-
tion bzw. das unbestimmte Integral die Gleichung

(1.2) [( w1 - g[w])ax =fv| + [ A7 ( j dx

1
= g0|w|2 + I7|fw'-(pw|2 dx .

Aufgrund der vorausgesetzten GroBenordnung der Funktionen fund g beim Grenziibergang x — ¢
ist der Quotient f(x)/(x - ¢)* beschrankt bzw. ist

[0 | < Mi(x - ¢)®
mit einer reellen Konstanten M. Da auBerdem Iw’ [? in ¢ stetig und damit beschréinkt ist, gilt

[fo0) [ () P < Ki(x - )=
in einer Umgebung von ¢ mit einer reellen Konstanten K. Da das sog. uneigentliche Integral (mit
unbeschrianktem Integranden)

JQ K dx = hmIK(x ¢y dx = lim K(x'c)l_a| ’ _ K(x,-c)"™
. (x-¢)” e AV L l-ot

als Grenzwert existiert (c < c1 <xo <d, 1 - a > 0), konvergiert nach dem Majorantenkriterium'? auch
das dadurch majorisierte uneigentliche Integral

J. f |w‘|2 dx .
Weiter ist beim Grenziibergang x —s ¢ der Quotient g(x)/(x - ¢)” beschrinkt bzw.
lo) | < M/(x-c)’

in einer Umgebung von ¢ mit einer reellen Konstanten M . Da auBerdem w in ¢ (rechtsseitig) diffe-
renzierbar und w(c) = 0 ist, ist

{C{l}% =w'(c) € C,

also in einer rechtsseitigen Umgebung von ¢ der Quotient w(x)/(x - ¢) beschrinkt und w(x) |
< K-(x-c) bzw.
wx) P < K*-(x-¢)?

mit einer reellen Konstanten K. Insgesamt gilt dann in einer Umgebung von ¢ die Abschitzung

,_ MK
) ) P <=5

Da das uneigentliche Integral (mit unbeschrénktem Integranden)

13" Das Majorantenkriterium fiir die Existenz bzw. Konvergenz eines uneigentlichen Integrals bei nicht beschrinktem
Integranden findet man bei Mangoldt, Knopp (1975), Band 3, S. 479. Hans Karl Friedrich von Mangoldt (1854—
1925) war ein deutscher Mathematiker und koniglich preuBlischer Geheimer Regierungsrat. Konrad Theodor
Hermann Knopp (1882—-1957) war ein deutscher Mathematiker.
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J.—/H dx = lim'[MKz(x- c)z'ﬁ dx = limMK (x-¢) | — (xo 9)

als Grenzwert existiert (¢ <c1 <xo <d, 3 - > 0), existiert nach dem Majorantenkriterium auch das
dadurch majorisierte uneigentliche Integral

]Qg|w|2 dx.

(x-¢)

c

Da Analoges auch fiir die rechte Intervallgrenze d gilt, existiert insgesamt das uneigentliche Integral

T(f|w'|2— g|w|2) dx = }jli{r;o(f|w'|2 - g|w|2) dx + ;}i% ( (f|w'|2 - g|w|2) dx .

c

Da fiir den Grenziibergang x —> ¢ mit reellen Konstanten A" und K die Abschitzungen

lpeo) [ < M (x-¢)7, W) [2< K- (x-¢)?
und somit

o) [hw() B < MK (-0)*
gelten, konvergiert bei diesem Grenziibergang wegen 2 - y > 0 der erste Summand der rechten Seite
von (1.2). Da auch die linke Seite von (1.2) konvergiert, gilt dies dann auch fiir den zweiten Sum-
manden der rechten Seite. Da Analoges flir den Grenziibergang x — d gilt, erhdlt man fiir w die
Integralgleichung

(1.3) ]{(f|w'|2— g|w|2) dx = [go|w|2]j + ]{%|fw'—¢w|2 dx . O

c c

Zu beachten ist, dass die Beziehung (1.3) auch fiir /<0 in ]Jc,d[ gilt. Dies wird beim Beweis des
nachfolgenden Hilfssatzes 1.2, b) und von Satz 1.2, (3), (4), (5) bendétigt.

Im Spezialfall, dass die Funktionen f, g und ¢ im gesamten Intervall J stetig sind, existieren fiir ¢, d
€ J die in (1.3) aufgefiihrten (eigentlichen) Integrale und der erste Summand der rechten Seite fiir

beliebige Werte w(c), w(d) € C. Weiter ist die Existenz einer Losung ¢ € C([c,d]) der Dgl. R[¢] =0

insbesondere dann gesichert, wenn die Dgl. (1.1) eine im abgeschlossenen Intervall [c,d] nullstellen-
freie reellwertige Losung v besitzt (Coppel 1971, S. 6, Th. 3). Die homogene lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung (1.1) besitzt nun genau dann eine in [¢,d] nullstellenfreie reellwertige Losung,
wenn sie in [c,d] diskonjugiert ist, d. h. wenn jede nichttriviale Losung von (1.1) in [¢,d] hochstens
eine Nullstelle hat (Coppel 1971, S. 5, Th.1). Damit kann der nachfolgende zweite Hilfssatz mit der
Bereitstellung einer Integralungleichung bewiesen werden.

Hilfssatz 1.2 Integralungleichung
a) Es sei ¢, d € Jmit ¢ <d. Die reellwertigen Funktionen fund g seien in J stetig und es sei

f>0inJ.
Dann gilt fiir jede in [c,d] stetige und stiickweise stetig differenzierbare komplexwertige Funktion w

mit w # 0 in [¢,d] die Integralungleichung
d

(1.4) j(f|w'|2-g|w|2)dx >0,
falls noch eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:
1) w(c) =w(d) =0 und die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung (1.1)
ist in J diskonjugiert, besitzt also die Eigenschaft D = Diskonjugiertheit und somit
in jedem abgeschlossenen Teilintervall [¢,d] eine nullstellenfreie Losung v;
2) w(c) = 0und (1.1) hat in J die Eigenschaft D":

Zu jedem Teilintervall [c,d] C J gibt es eine Losung v > 0 in [¢,d] mit v’(d) > 0;
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3) w(d) =0 und (1.1) hat in J die Eigenschaft D:
Zu jedem Teilintervall [c,d] C J gibt es eine Losung v> 0 in [¢,d] mit v’(c) < 0.
b) Ist anstelle von /> 0 in J jetzt
f<0inJ,

so ist das in (1.4) angegebene Integral negativ,
d

j(f|w'|2- g|w|2)dx <0,

falls noch eine der oben in a) angegebenen Bedingungen erfiillt ist.

Beweis von Hilfssatz 1.2: a) 1) Wegen der Stetigkeit der Funktionen f; g, w und w’ in [c,d] existiert
das Integral auf der linken Seite von (1.3). Aufgrund der Diskonjugiertheit von (1.1) in J und damit
in [c,d] existiert eine in [c,d] nullstellenfreie Losung v von (1.1) und dann mit ¢ = fv’/v eine Losung

¢ € C([c,d]) der Dgl. R[¢] =0. Wegen der Voraussetzung w(c) = w(d) =0 verschwindet dann der
erste Summand der rechten Seite von (1.3):

o] -0

Das Integral auf der rechten Seite von (1.3) existiert, ist nichtnegativ und von Null verschieden, da

sonst w= Av in |c,d[ mit einem A € C und v(x) = exp I %dx (# 0) gilt und dann 0 = w(c) = Av(c),

A=0,w=0 in [c,d] folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung. Demzufolge ist die rechte Seite von
(1.3) positiv.

2) Aufgrund der Eigenschaft D" ist o = fi’/v € C([c,d]) eine Losung von R[¢] = 0 mit

o(d) = d)v’(d)/v(d) = 0.
Wegen ¢(c) w(c) P =0 und o(d) w(d) 2 > 0 ist dann der erste Summand der rechten Seite von (1.3)
nichtnegativ:

o] = gty bt B - gt) hote) P2 0.

Daw # 0in [c,d] gilt, folgt wie in Beweisteil 1), dass der zweite Summand der rechten Seite von (1.3)
und damit die gesamte rechte Seite von (1.3) positiv ist.

3) Der Beweis von 3) ergibt sich analog zu Beweisteil 2).

b) Der Beweis der Aussage b) fiir negatives f erfolgt analog zur Aussage a) fiir positives f. O

Bemerkungen zu den Eigenschaften D, D" und D™
1. Falls die Koeffizientenbedingungen

f>0undg <0inJ

gelten, ist die Differentialgleichung (1.1) in J diskonjugiert (Eigenschaft D) und hat (1.1) in J die
Eigenschaften D" und D

2. Die Differentialgleichung (1.1) hat in J die Eigenschaft D' (bzw. D"), falls b € J (bzw. a € J),

f>0,g>0inJ
ist und eine Losung v von (1.1) existiert mit
v’ (b) =0 (bzw. v’(a)=0)und v 0 in J.
3. Die Differentialgleichung (1.1) hat in J = [a,b[ (bzw. J = ]a,b]) die Eigenschaft D" (bzw. D"), falls

f>0,g > 01n[a,b[ (bzw. Ja,b]),
¢ dt .
—— =00, g # 01in jedem [c,b[ (bzw. ]Ja,c]),
!f (1)
a<c<b,und (1.1) in ]a,b[ diskonjugiert ist (Coppel 1971, S. 14, Prop. 5).
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Fiir reellwertiges w stimmt Hilfssatz 1.2, 1) iiberein mit L.1.12, Th.1.11 (i = vi), Hilfssatz 1.2, 2)

iiberein mit L.1.11 (<) und Hilfssatz 1.2, 2) in Verbindung mit Bemerkung 3 (b = o) {iberein mit

Th.1.9 von Barrett (1969). Umgekehrt lassen sich aber auch aus den Aussagen fiir reellwertige w die
entsprechenden fiir komplexwertige w folgern. Denn mit w =wi +iw2, wi =Rew, wy=Im w,

i=~-1gilting WwP=w2+w?und wP=w2+w2

1.2 Hilfsformeln

Es werden jetzt einige Hilfsformeln angegeben, die fiir beliebige in J geniigend oft stetig differen-
zierbare komplexwertige Funktionen / und w gelten und die fiir die Herleitung hinreichender Bedin-
gungen fiir spezielle Nullstellenverteilungen der Losungen von (L) verwendet werden kdnnen. Parti-
elle Integration liefert

(1.5) j hww"dx = hipw' - [ Wiow'dx - [ hivw'dx ,
(1.6) [nwdx = hww - [ Wiww'ds - [ hfiw] d
und

[rwwdx = hwf - [K

wf'dx - [ hiwtwedx
Aus der letzten Gleichung folgt

2J-hRe(v_vw')dx = h|w|2 -Ih’ w|2dx

und somit

(1.7) 2 [ ww'dx = hlwf" - [ wf de+2i [ b Tm(ow ).

Fiir Funktionen w, s € C3(J), p € C2(J), g € C'(J), r € C(J) erhilt man mit Hilfe der Bezichungen
(1.5), (1.6) und (1.7)
2_[s7vL[w]dx = - S|w'|2 - (- s"+(sp)' - sq)|w|2 + 2sww'"+ 2(sp - s )ww'
+ I(2sr - (sq)'+(sp)" - S'")|W|2 dx + j(3s' - 2Sp)|w'|2 dx
- 2jis Im(vT/'w")dx - 2]1’(- s"+(sp)' - sq)Im(vT/w')dx .
Ubergang zum Realteil liefert
2Re[swLiwldx = - Fw]+ [( fo[wf + £ ] Jix
+ 2IIm s Im(vT/'w")dx + ZIIm(- s"+(sp)' - sq)Im(v_vw')dx
mit
Fw] = Re[s|w'|2 +(- 5"+ (sp)'- sq)|w|2 - 2sww" - 2(sp - s')vT/w'}
und
fo=Re[2sr-(sq)'+(sp)"-s"],
fi=Re[3s'-2sp].

Ist nun w eine Losung von (L) (d. h. L[w] = 0), s reellwertig (Im s = 0) und
Im(-s"+(sp)'-sq) =s’ Imp+sImp’ -¢)=0



1.2 Hilfsformeln 17

inJ,sogiltfirc,d e J

d

L= (Sl + A )

c

(1.8) F[w]

Gelten nun noch im Intervall J die Vorzeichenbedingungen

S120,/0>0 (bzw. fi <0, fo < 0),
so ist fiir jede nichttriviale Losung w von (L) gemif (1.8) die Funktion Fs[w](x) in J monoton steigend
(bzw. monoton fallend) und so gibt es insbesondere keine ¢, d € J mit ¢ < d und

Fi{wl(c) >0 > Fi[w](d) (bzw. Fi[w](c) <0 < Fi[w](d))
oder
Fi{wl(c) = 0> Fi[w](d) (bzw. Fi[w](c) < 0 < Fi[w](d)).

Im Folgenden soll die Schreibweise

fo> 0 (bzw.fo < 0)
mit dem Symbol > bzw. < bedeuten, dass fo > 0 (bzw. fo < 0) und fo £ 0 in jedem Teilintervall von
Jist.

Gelten in J die stiarkeren Vorzeichenbedingungen
fi>0undfo > 0 (bzw.fi <0undfo < 0)
und ist Je,d[ C J ein beliebiges offenes Intervall, so ist fiir jede nichttriviale Losung w von (L) wegen

der Stetigleit zundchst |w > 0 zumindest in einer Umgebung U(xo) einer Stelle xo € Je,d[. Wegen
der Stetigkeit von fy ist dann auch fo >0 (fo <0) in einer Umgebung U(x1) C U(xo) einer Stelle

x1 € Ulxo). Weiter ist dann /o lw * > 0 (< 0) in U(x1) und somit der Integrand f, |w|2 + f, |w'|2 £ 0 in
]e,d[. Dabher ist die Funktion Fs[w](x) in J streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend).
Es gibt also insbesondere keine Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und

Ei[wl(c) 2 0 = Fs[w](d) (bzw. Fi[w](c) < 0 < Fi[w](d)).

Die Vorzeichenbedingungen flir F[w] lassen sich nun in Vorzeichenbedingungen fiir w, w*, w* und
Ausdriicke von s, p, ¢ und r iibertragen. Fiir jede nichttriviale Losung w von (L) und jedes xo € J ist
nidmlich
Fw](x0) =0, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
a)  w(xo) =w(xo)=0;
b) w(x0) =w”(x0) =0 und -s*“+(sp)’-sq = 0;
Fw](xo0) > 0 (>), falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
c) w(xo)=w"(xo) =0 und -s“+(sp)’-sq = 0 (>);
d) wxo)=0unds > 0;
e) Ww’(x0)=0 und s(x)=exp fp(x)dx =: o(x) (wobei hier sogar
p € C(J) geniigt), p, g reellwertig, g < 0 (<);
Fs[w](x0) < 0 (<), falls

f) w'(xo) =w”’(x0) =0 und -s“+(sp)’-sq < 0 (<).
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1.3 Nullstellenverteilung der Losungen fiir komplexwertige Ko-
effizienten

Mit den eben durchgefiihrten Betrachtungen zur Monotonie von Fi[w] in Jund zum Vorzeichen von
Fy[w](x0) ergeben sich die drei nachfolgenden Sitze iiber die Nullstellenverteilung der Losungen von

(L).

Satz 1.1 Ausschluss bestimmter Nullstellenkonfigurationen
a) Fiir die komplexwertigen Koeffizienten p € C*(J), ¢ € C'(J), r € C(J) von (L) seien mit einer re-
ellwertigen Funktion s € C*(J) in J die Gleichung

(1.9) s Imp +s-Im(p’-q)=0
und mit den Funktionen
fo=Re[2sr - (sq)'+(sp)"-s"],
fi= Re[3s'— 2sp]
die unten noch jeweils angegebenen Bedingungen erfiillt. Dann gibt es fiir jede nichttriviale Losung
w von (L) keine Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und einer der folgenden Eigenschaften:

(D) we)=w()=0=wd)=w(d), fo>0,/i =0;

2) we=w()=0=w(d)=wd), fo>0(=2),/i 20,-5s"H(sp)-sq <0 ()

3) w(e)=w(c)=0=w(d) =w*(d), -s“H(sp)’-sq=0,fo=2sRer> 0,11 >0;

(4 w(c)=w’(c)=0=w(d), fo<0,/1<0,5 > 0;

(5) w(c) =w"(c) =0=w(d), fo < 0(2),/1 <0,5 20, -s"+(sp)’-sq < 0 ().
b) Sind fiir reellwertige p € C(J), g € C'(J), komplexwertiges r € C(J), s = o := exp, fp(x)dx und da-
mit o = o:[2 Re r - pq - ¢’1, fi = op, Fs[w] = o[ W’ [ - ¢ Iw 2 - 2Re(iww" )] die jeweils angegebenen
Bedingungen erfiillt, dann gibt es fiir keine nichttriviale Losung w von (L) Stellen ¢, d € Jmitc <d
und einer der folgenden Eigenschaften:

(6) w(c)=w’(c)=0=w*d), 2Rer-¢q’-pg < 0(2),p<0,9<0(<);

(7) w(c)=w"“(c)=0=w“d), Rer< 0,p<0,g=0.

Bemerkung: Falls 7 £ 0 in jedem Teilintervall von J ist, kann die Bedingung

fo>0,/i>0 (bzw. fo < 0,/1 < 0)
durch

f020,i=0,/0+f1>0 (bzw. 0<0,/1 <0, /o + /i < 0)
ersetzt werden, da in diesem Fall fiir jede nichttriviale Losung w von (L) sowohl w als auch die Ab-
leitung w’ in keinem Teilintervall identisch verschwindet: Wére ndmlich w’ = 0 in einem offenen
Teilintervall J* C J, dann ist w* =0 und w*‘* = 0 in J"und w(xo) # 0 fiir ein xo €J°. Durch Wahl des
Teilintervalls J*gilt o. E. (ohne Einschrankung der Allgemeinheit) auch schon in diesem Intervall w
# 0, rw = L[w] =0 und somit » = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit ist unter diesen Vo-
raussetzungen der Integrand f;|w" + f;|w| > 0 (bzw. < 0) in J und das Integral auf der rechten

Seite von (1.8) positiv (bzw. negativ).

Speziell firp=g=0,s=1(fo=2Rer, fi =0, Fi[w] = lw’ [ - 2Re(ww")) ergeben (4), (5), (6), (7)
die Aussage 1 und mittels der Substitution x = - ¢ auch die Aussage 2 des Satzes 1 von Herold (1972).
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Anstatt die Positivitdt (bzw. Negativitit) des Integrals in (1.8), also
d

F{wI(d) - F(wl(©) = [( A]w] + f,[w]")dr >0 (bzw. <0) fiir e <,

¢, d € J, durch die in Satz 1.1 verwendeten Vorzeichenbedingungen f1 > 0, fo > 0 (bzw. fi <0, fo
< 0) zu sichern, kann das Vorzeichen des Integrals auch mittels Hilfssatz 1.2, also hier durch Eigen-
schaften (fi > 0 bzw. /i <0, D, D', D7) der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

(1.10) Aiv’) - fov="0

und durch die Bedingung w(c) = 0 oder w(d) = 0 festgelegt werden. Nur fiir die Kriterien (3) und (7)
von Satz 1.1 lassen sich hiermit keine analogen aufstellen, da bei diesen nicht w(c) = 0 oder w(d) =0
gesichert ist. Bei der Formulierung des damit resultierenden Satzes 1.2 wird die Voraussetzung, dass
die Differentialgleichung (1.10) in J die Eigenschaft D (= Diskonjugiertheit), D" bzw. D™ hat, abge-
kiirzt angegeben durch D(1.10), D(1.10) bzw. D7(1.10). Beim Beweis der Kriterien (1) und (2) von
Satz 1.2 ist das in (1.8) angegebene Integral positiv und fiir die auszuschlieBenden Stellen ¢, d € J

der Term F, [w]|f jedoch nichtpositiv. Beim Beweis der Kriterien (3), (4) und (5) ist das Integral

negativ und der Term Fs[w]|f nichtnegativ.

Satz 1.2 Ausschluss bestimmter Nullstellenkonfigurationen

a) Fiir die komplexwertigen Koeffizienten p € C*(J), ¢ € C'(J), r € C(J) von (L), eine reellwertige
Funktion s € C*(J), die Funktionen fo = Re[2s7 - (sq)'+ (sp)"-s"] und fi = Re[3s'- 2sp] und die
Differentialgleichung (1.10) seien in J die Bedingung (1.9) s’-Im p + s-Im(p’ - ¢) = 0 und die nach-

folgend jeweils noch angegebenen Voraussetzungen erfiillt. Dann gibt es fiir jede nichttriviale Losung
w von (L) keine Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und einer der folgenden Eigenschaften:

(1) we)=w(c)=0=w(d)=w’(d), f1>0,D(1.10);

2) we)=w(c)=0=w(d)=wd), fi>0,D'(1.10),-s5“+(sp) -sq <0;

3) we)=w’(c)=0=w(d), f1<0,D(1.10), s > 0;

4) w(c)=w"(c)=0=w(d), £1<0,D7(1.10),s > 0, - s“ + (sp)’ -sq < 0.
b) Sind fiir reellwertige p € C(J), ¢ € C'(J), komplexwertiges » € C(J) und das spezielle s = &
= exp fp(x)dx (fo = o [2Rer-pq-q’], fi = o-p) die unten noch angegebenen Bedingungen erfiillt,

dann gibt es fiir keine nichttriviale Losung w von (L) Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und der folgenden
Eigenschatft:

(5) w(c)=w’(c) =0=w"(d), s=0,p<0,D(1.10), g < 0.

Speziell fiir p=¢g =0, s(x) =x - a bzw. s(x) =x - k (k € R) in J = [a,b[ ergibt (3) mit der Substitution
x =-tden Satz 2a und (1) den Satz 2b von Herold (1972).
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1.4 Nullstellenfreiheit der komplexwertigen Produktfunktion
WWIWII

Es werden jetzt noch hinreichende Kriterien dafiir hergeleitet, dass fiir eine Losung w von (L) die
Produktfunktion
(ww’w*)(x) = 0 fiir alle x > xo (x < x0), X, X0 € J,

ist. Es sei in J wieder s reellwertig und die Bedingung (1.9) s’-Im p + s-Im(p’ - ¢) = 0 erfiillt.
Istfo < 0,1 < 0(bzw.fo > 0,f1 > 0) inJund w eine nichttriviale Losung von (L) mit Fs[w](x0) < 0

(xo € J), so folgt fiir die geméB (1.8) streng monoton fallende (bzw. streng monoton steigende)
Funktion F[w](x) die Ungleichung

Fw](x) <0 fir x > xo (x <x0), x € J.
Gilt andererseits fi <0, D(1.10) (fi > 0, D(1.10)) und ist w eine nichttriviale Losung von (L) mit

w(x0) = 0 und Fi[w](x0) < 0, so folgt mit Hilfssatz 1.2 aus (1.8) ebenfalls
F[w](x) <0 fiir x > x0 (x <xo), x € J.
Setzt man noch speziell s = o= exp fp(x)dx, p reellwertig und
-s“+(sp)’-sq = - og > 0,
also ¢ < 0 voraus, so bekommt man fiir x > xo (x < xo) die Ungleichung
0> F[w](x) = o(x)-[ v P - g lw P - 2Re(ww" )](x) > — 20(x) Re(iw w*)(x)
und somit Re(w w*)(x) > 0 und (ww*)(x) # 0.
Daraus folgt weiter
Re(w w')’(x) = |w' (x) P+ Re(#w w")(x) >0
fiir x > xo (x <xo) ), x € J, sodass Re(w w') und dann auch w' hdchstens eine Nullstelle im Inter-
vall J N {x>x0} (JN {x <xo0}). Im Fall w*(xo) = 0 hat w’ und dann insgesamt ww’w* keine Null-
stelle in J N {x>x0} (J N {x <xo0}).
Speziell fiir s = o ist

-s“+(sp)’-sq = - oq,
fo=o0[2Rer-pg-q’]und

Si=op.
Weiter ist stets Fs[w](xo) = 0 im Falle w(xo) = w*(x0) = 0. Im Spezialfall s = o ist unter der Voraus-
setzung g = 0 (-s“+(sp)’-sq =- og =0, fo =20 Re r) noch Fi[w](xo) <0 im Falle w’(xo0) = w*“(xo0)
= (. Damit erhélt man den folgenden Satz, der insbesondere Verstirkungen der Aussagen von
Satz 1.1 (6), Satz 1.2 (5) und Satz 1.1 (7) gibt.

Satz 1.3 Nullstellenfreiheit der Produktfunktion ww’w*
Es seien die Koeffizienten p € C(J), g € C'(J) reellwertig und » € C(J) komplexwertig. Fiir die
nichttriviale Losung w von (L) gilt
(ww’w)(x) =0
fiir alle x > xo (x <xo0), x, xo € J, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) w(xo) =w*(x0) =0, s=0,2Rer-pg-q° < 0(>),p<0(2),¢=0;

(2) w(xo) =w'(x0) =0, s=0,p<0(>),D(1.10) (D(1.10)), g < 0;
(3) w’(x0) =w“(x0) =0, s=0,Rer<0(>),p<0(>),q=0.
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Zu den Bedingungen (1) und (2) vergleiche man die von Divakova (1970) in Th.1 und Th.2 fir
p = q = 0 auf Strecken bzw. Gebieten in der komplexen Ebene aufgestellten Kriterien.

1.5 Nullstellenverteilung der reellwertigen Losungen bei re-
ellwertigen Koeffizienten

Sind die Koeffizienten p, g, » von (L) reellwertig und ist y = uz(.,c) die Losung von (L) mit der
Anfangsbedingung

We)=y()=0,y"(c) =1,
so gilt y> 0 in ]e,b] N J, falls die in Satz 1.1 (4) oder Satz 1.2 (3) gegebenen Bedingungen erfiillt
sind. Die Bedingungen von Satz 1.1 (4) lauten speziell
firs=0%  2r-q'-3pg+p +ipp'+ip"<0;
firs=oc  p<0,2r-pg-q’ < 0;
fiir s = 1: p>0,2r-q +p“ < 0 (firs=1, p=0siche Hanan'* (1961), Th.2.2).

Weiter gilt fiir die spezielle Losung y = ux(.,c)
w' >0 inle,b] N J,
falls mit einer Funktion s € C3(J) in J
§>0,f=-5“+(sp) -sg >0
gilt und eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) fi <0,/ < 0,
(2) /1 <0,D'(1.10).
Zum Beweis zeigt man mittels Fy[y](x), dass (yv*)(x) >0 in allen x € J, x > ¢, mit y’(x) = 0 gilt.

Analog erhdlt man Bedingungen dafiir, dass (yy*)(x) <0 in allen Nullstellen x von y’ in ]c,b] N J

gilt und somit sich die Nullstellen von y und y"in ]c,b] N J trennen: Fiir die reellwertige Losung y
von (L) gelte dazu mit einem s € C3(J)

§>0,f<0 und

(D) /i 20, /0> 0, Fi[yl(c) = 0 oder

(2) /i>0,D"(1.10), y(c) = 0.
(Zu (1) firs=1, p=0und damit f=- g, fi =0, fo=2r - ¢ siche Hanan (1961), S.937.)

Ferner gilt fiir die spezielle Losung y = u2(.,c) in Je,b] NJ yy’y* > 0, falls mit einem s € C3(J) in J
§>0,f>0,s -sp >0 und

(1) /1 <0, fo <0 oder

(2) fi<0,D'(1.10)
erfiillt ist. Zum Beweis zeigt man mittels Fi[y](x), dass aus yy’ > 0 in Jc,d] y*“(d) > 0 folgt. Speziell
fiir s = o stimmen diese Bedingungen iiberein mit denen von Satz 1.3 (1), (2) fiir reellwertiges r.

14 Maurice Hanan ist eine US-amerikanische Mathematikerin, die 1960 an der Carnegie Mellon University in
Pittsburgh promovierte.
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1.6 Weitere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der Lo6-
sungen fir komplexwertige Koeffizienten

Weitere Kriterien iiber die Nullstellenverteilung bei den Losungen von (L) kann man in gleicher
Weise gewinnen, wenn man (L) mit sw'*) (k= 1, 2, 3) multipliziert. Integration und Ubergang zum
Realteil liefern dann die Beziehungen

(1.11)  2Re [sw’Liwldx = Giw]- I(g0|w|2+gl|w'|2+g2|w"|2)dx
-2 j (Im(sr) Im(win") + Im(sp - s Im(3w' w") ) dx

G,[w] = Re[sr|w|2 +(sp - s')|w'|2 + 2sv_v'w"} ,
go=Re(sr)’, g1 = Re(-s"+(sp)’-2sq), g2 =2 Re s;
(1.12)  2Refsw Liwldy = Hifw]- [(ho|wl +h|w] +m|w'] )dx

-2 I(Ims Im(w"' w") +Im(sq) Im(w'w") - Im(s7) 'Im(ww") ) dx

H,Tw] = Re| ~(sr)'[wf + sqwi + s + 25w |,
ho = - Re(sr)*, h1 = Re(2sr + (5q9)), ho =2 Re(s’ - 2sp);
(113)  2Re fsw™ Liwldx =Kifw] = [ (ko[ wf" + ko [wi + ko [ ks [ )
-2 j (Im(sp) Im(w"#") + Im ((sg) '+ s7) Im(%'w") + Im(s7) "Im(wiv") ) dx

mit
K [w] = Re[(sr)"|w|2 - ((sq)'+ sr)|w'|2 + sp|w"|2 -2(sr)' ww'+ 2srww "+ 2sqw'v_v"} ,
ko = Re(sr)“’, ki = - Re((sq)’+sr), ko = Re((sp)’ + 2sq), ks =- 2 Re s.

Andere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der Losungen fiir komplexwertige Koeffizi-
enten

Andere Koeffizientenbedingungen erhélt man, wenn man beispielsweise in der (durch Modifika-
tion von (1.11) erhaltenen) Beziehung

2Re [sw Liwldx = (A?S[w] - I(g0|w|2 } 2Re(sq)|wv|2 +g2|wn|2)dx

+ ZIRe((sp - s')vT/'w"))dx - ZIIm(sr) Im(ww")dx
mit
G [w] = Re[sr|w|2 +2SVT/'W":|

s

statt der wieder auf (1.11) filhrenden Anwendung von (1.7) auf das zweite Integral der rechten
Seite nun den Integranden folgendermaflen umformt:

Mitsp - s> = y1-yn gilt
2Re((sp - s)W'w") = 2Re(y, 0y ,w") = [ [+ | = 7w =yow']
und daher
(1.14) 2Re [sw’Liwldx = G [w] -J-(g0|w|2 - (2Re(sq)+|l//l|2)|w'|2 +(g2 - |t//2|2)|w"|2)dx
+ 2jRe((sp -s")w'w"))dx - 2j1m(sr)1m(ww')dx :

Um diese zu (L) gehorigen Beziehungen mit den entsprechenden fiir die lineare Differentialglei-
chung 2. Ordnung



1.6 Weitere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der Lésungen bei komplexwertigen Koeffizienten 23

(1) vi+py+gv=0

zu vergleichen, setzt man »=0 und w' =v. So bekommt man beispielsweise aus (1.11) fiir s
=A-iu (4 u eR), p=0, g =q1 +ig> die modifizierte Greensche Transformierte von Beesack
(1956),S.213,und aus (1.14) firs = (1 - ip)/2 (y € R), w2 = 1, y1 = sp, ¢ = q1 + iq2 die Gleichung
(4) von Herold (1971), S. 292.

1.7 Weitere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der reell-
wertigen Losungen bei reellwertigen Koeffizienten

Fiir reellwertige Koeffizienten p, ¢, » von (L) kann man zur Gewinnung von Kriterien iiber die
Nullstellenverteilung der Losungen von (L) auch noch die folgenden fiir Lésungen y von (L), ¢, d
e Jund s € CX(J) (k=2 bzw. k = 3) geltenden Beziehungen verwenden:

(1.15) y"=-py"-qy'-ry
(siehe Kim!3 (1970), L.1, L.2, und Ahmad'é, Lazer'” (1969), L.1).
Mit f:=y’ -y gilt
"_ _ +1 "_ _ + ,
(1.16) f.,. (p " W"-qf -(g+r)y
y"=-py"-qf-(g+r)y
(siehe Villari'® (1958), S.77).
Mit g =) -y’ gilt
'=-(p+Dg-(p+1+ "1y,
(1.17) g'=-(p+hg-(p q)y'-ry

m__

y"=-pg-(p+q)y'-ry.

Mit h ==y -y gilt
h' =-ph-(g+D)y'-(p+r)y,
(1.18) P (q' W'-(p+r)y
y"=-ph-qy'-(p+r)y.
Aus o-L[y] = 0 mit o= exp fpdx ergibt sich
(1.19) (oy")'=-oqy'-ory
(siehe Etgen'®, Shih?® (1973b), S. 153, Kim (1970), Cor.1).

Mit G [y] = (sp-s")y"+2sy"'y" und g1 = - s* + (sp)’ - 25q (s reellwertig) gilt

(1.20) 0=2fsy'L[y]dx = Gs[y][i - T(gly%zsy'ﬂ)dx +2jsryy'dx

(fir s = 1, p = 0 und damit G [y] =2y'y*, g1 = - 2q siehe Hanan (1961), L.2.4).

Woo Jong Kim ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1967 an der Carnegie Mellon University in
Pittsburgh promovierte.

Shair Ahmad ist ein US-amerikanischer Mathematiker und Professor an der University of Texas at San Antonio.
Alan Cecil Lazer (1938-2020) war ein US-amerikanischer Mathematiker und Professor an der University of
Miami.

Gaetano Villari (1923-2014) war ein italienischer Mathematiker und ordentlicher Professor an der Universitét
Florenz, der sich mit Approximationstheorie, Spezialfunktionen und gewdhnlichen Differentialgleichungen be-
fasste. Quelle: Marini, Mawhin (2014).

Garrett Jay Etgen ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1964 an der Universtity of North Carolina at
Chapel Hill promovierte und Professor war an der University of Houston.

Chao-Dung Shih ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1972 an der University of Houston promovierte
und sich mit gewohnlichen Differentialgleichungen befasste.
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Mit Es[y] = sy + (sp - 8")* + (sq - (sp)’ +5)y = B[y.s] und eo = - sr+ (sq)" - (sp)* + 5 = L"[s]
(s reellwertig) gilt

d d
(1.21) 0=2[sLlyldx = E|[y] — [eydx
(fir s=1 und damit Ei[y] =y +py’ +(q-p’)y, eo=-r+¢q’ - p* siehe Etgen, Shih (1973b),
S. 153).

Mit E [y] = sy’ + (sp - 2s")y und e1 = - 35 + 2(sp)’ - sq gilt

d

122) B -[a(yxds -@- OEDIO) = [E[y]

c

dx = ﬁeo(t)y(t)dzdx

- Jd-ne (.

Mit e; = 35’ - sp gilt
(1.23) [sv]! -[ex(p(odx - (d- ) E[y1(e) = [E[y] dx

= [(x-E,yNe)dx + [ [(e/(t)+(x - )ey(0)) y(t)drdx
= 3(d -V E,[¥1(0) + [((d-D)e,())+4(d - 1) e,(1)) y(t)dt .

Weitere Eigenschaften von Losungen
Mittels der in den Abschnitten 1.2 und 1.6 definierten Operatoren Fy, G, Hs, K lassen sich auch
hinreichende Bedingungen dafiir herleiten, dass
e fiir jede in J = [a,b[ oszillatorische (nichttriviale) Losung y von (L) der Grenzwert
EE} y(j ) ( x)
der j-ten Ableitung nicht existiert (j € {0,1,2}; siche etwa Lazer (1966), L.1.4, und die Beweise
von Gregus?! (1963), Satz 3 und Lazer (1966), Th.3.6),
e fiir jede in J = [a,b[ oszillatorische Losung y von (L) die j-te Ableitung
) in J = [a,b[ beschrinkt
ist (j € {0,1}; siche etwa Lazer (1966), L.1.4 und L.2.3),
e fiir die Losung y von (L) die j-te Ableitung
W in J = [a,b[ quadratisch integrierbar
st (j € {0,1,2,3}; siche etwa die Beweise von Lazer (1966) fiir Th.2.4 und Th.3.6) oder
e fiir die Losung y von (L) der Grenzwert der j-ten Ableitung gleich Null ist:
li_I)ny(”(x) =0
(j € {0,1,2}; siche etwa die Beweise von Lazer (1966) fiir Th.2.4 und Th.3.6). Beim Beweis

von Lazers Th.3.6 wird speziell fiir s=1, p=0 und damit Fi[y] =2 - ¢ - 2", Ei[y]
=y” + gy noch die folgende Beziechung verwendet:

(1.24) sy? =Fyy] + (ZES[y] +(-s"+ (sp)'- sq)y)-y )

2" Michal Gregus (1926-2002) war ein slowakischer Mathematiker und Professor an der Universitit Bratislava, der

sich mit Differentialgleichungen héherer Ordnung beschéftigte.



2 Beziehungen zwischen der linearen Differentialglei-
chung dritter Ordnung (L) und ihrer Adjungierten (L*)

Im engen Zusammenhang mit der homogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

L) Lyl =y"" +py* +qy +ry=0
(p, q, r reellwertig und stetig im Intervall J C R) steht die dazu adjungierte Differentialgleichung
(L% Lz]= (Dz[z])' -1z =((2’-pz)’ +qz) -rz=0

mit den verallgemeinerten Ableitungen

D'[z]=2z-pz und

D[z] = (D'[2]) + ¢z
von z (siehe Barrett (1964), S. 254, und fiir die Dgl. n-ter Ordnung Hinton (1966)). Im Spezialfall
p € CXJ), g € C'(J) erhilt man fiir z € C*(J) den klassischen adjungierten Differentialoperator

L'[z] = z" - (p2)“ + (gz)’ - rz
=z" +Pz"+Qz' +Rz=: L*[z]
mitP=-p, 0=q-2p’,R=-r+¢q’ - p*“von Lagrange (1766). In diesem Falle ist L** = L.
In diesem und in allen weiteren Kapiteln seien die Losungen von (L) und (L") stets reellwertig. Es
seien S und S* die Losungsrdume von (L) bzw. (L"), d. h.

S={ye CW): L[y] =0inJ},
={ze C'(J) : D'[z] € C'(J), D’[z] € C'(J), L'[z] =0inJ}.

2.1 Die Bilinearform B des Raumpaars (S,5*)

Allgemeiner ist der zum Differentialoperator
Lyl =s-Lly]=sy" +spy" +sqy' +sry
adjungierte Differentialoperator L![z] gegeben durch
L[z] = (Di[2])' - rD}[2]

mit den verallgemeinerten Ableitungen
D![z] = sz,

D![z] = (D![z])'- pD![=],
D[z] = (Di[2])+qD}[z].

Denn firy € C'(J),s e C'(J) undz € C'(J) mit D'[z], D*[z] € C'(J) giltinJ
JyLi[z1dx = By[y.z] - JzLy[y)dx

mit

By,z] = D (-1 y* Dl 2]

k=0
=y“sz-y*D)[z] +yD}[z] .
Wegen Df[z] = D*[sz] (k=0, 1, 2) gilt L'[z] = L*[sz] und B,[y,z] = B[y,sz].
Fiir x, xo € Jund Losungeny € S,z € S" ist
210 = BDhzleo) + [ (yLiz)+ 2L, )ar >

Xo

25
R. Pleier, Nullstellenverteilung der Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung (Distribution of the zeros of solutions of the
ordinary linear differential equation of third order), D-92694 Etzenricht, 1979/2020
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= Bs[y>Z](x0)

konstant fiir alle x € J. Da die Ableitungen y® linear von y abhingen und die verallgemeinerten

Ableitungen p'[] linear von z abhéngen, ist auch B[y,z] bei festem z linear von y und bei festem y

linear von z abhéngig.
Speziell fiir s = 1 liefert der Ausdruck

2
Blyz] =Bilyz] = ;(-1)"y<“>df[z]

~z- y' Dlz] +y D12
eine Bilinearform B : § x §* — R des Raumpaars (S,S").

2.2 Eigenschaften der speziellen Losungen , (.., und .. ( .,

Sind 4 (.,x,) und u;(.,xo) fiirxo € J,j =0, 1, 2, die speziellen Losungen von (L) bzw. (L") mit den
Anfangsbedingungen

P (x,,%,) =8y bzw. Dul1(xp,%,) = Sy (k,j=0,1,2)
(wobei P (x,0) = ai_ku"(x’t)’ Dk[uj.](x,t) = D" [uj.(.,t)](x) und s das Kronecker-Symbol' ist),

so gilt zwischen diesen speziellen Losungen ,, (.,7) und «; (., x) die Beziehung

(2.1) “;k)(xat) = (-D"'D>ui Nt.x) xtel;kj=0,1,2).

Denn es ist fiiry = u(,f)undz = 4, ; (., x)

t

0 = [(yL'21+ L) @)dr = Bly,z]]

= (D D) - (.
Beispielsweise ergibt sich fiir j = 2, k£ = 0 die Eigenschaft
u2(X,t) = u;(t,x) -
Eine iibersichtliche Aufstellung der verschiedenen Fille der Formel (2.1) gibt die folgende Tabelle
2.1.

Tab.2.1 Ubereinstimmung bestimmter Ableitungen bzw. verallgemeinerter Ableitungen der speziellen Lésungen .
u,(x,2)-und u (z,x)

G, = (DD 1(6x) (k= 0,1,2)
N k=0 k=1 k=2
1
i=0| wxt)=u(x) w'(X,1) = - u; (t,x) w"(6,0) = u; (1,x)
i=1] -t = D'[ul](tx) -w1'(X,0) = - D'[u) 1(t,x) - u1"(%,0) = D'[u; (1, x)
i=2 1 uo(xt)= D[ui](t,x) uo'(X,1) = = D>[u;1(t,x) uo"(x,8) = D>[u; (1, x)

Man vergleiche hierzu bei Barrett (1969), S. 438, L.2.9, dessen Beziehung (2.19)

' Das Kronecker-Symbol (Kronecker-8, Kroneckerscher 5-Operator; &; = 1 fiir k= j und &, = 0 fiir k # ;) ist benannt
nach dem deutschen Mathematiker Leopold Kronecker (1823—1891).
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Day(e.) = (-1 Dy w5, 1(2,%)
fur Lésungen von (E3) und (E; ) und damit insbesondere auch fiir Lésungen von
(L) Lyl =(oy") +ogy’+ory

=(oy" +py) +(oq-p)y’ =0
und
(v ) L:[z] =(p2[z1) -roz

= ((cyz')'+ (oq - p)z)'+ pz' =0
(o(x) =exp fpdx, p(x) =exp J ordx), wobei dann
Doy=y,Diy=y',Dy=o0y" + py,
Dz =z= éDﬁ[z] , D'z =0Z' =p'z], piz =(D 2) *+(0g-p)z =

ist (siehe auch Dolan? (1970), S. 370, 371).

2

Knoxville promovierte.

D2[z] - P2

James Michael Dolan ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1967 an der University of Tennessee in
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2.3 Das skalare Produkt B des dualen Raumpaars (S,5*;B)

Die Bilinearform B besitzt noch zwei Eigenschaften, die eine Abschwéichung der positiven Defi-
nitheit (B[y,y] =0 und B[y,y] =0 = y=0) des skalaren Produkts eines euklidischen Vektorraums
darstellen:

1) Aus B[y,z] =0 fiir alle y € S folgt z=0;

2) Aus B[y,z] =0 fiir alle z € S* folgt y = 0.

Da die Bilinearform B des Raumpaars (S,S") diese beiden Eigenschaften besitzt, ist (S,5";B) ein du-
ales Raumpaar mit dem die Dualitiit bestimmenden skalaren Produkt (Skalarprodukt) B.3

Die Losungen y € S, z € §* heiBen orthogonal (y L z), wenn ihr Skalarprodukt gleich Null ist:
Bly,z] =0.

Beweis: 1) Aus B[y,z] =0 fiir alle y € S folgt unter Verwendung der speziellen Losung y = Uz(.,)q))
mit y(xo) = y*(x0) = 0 und y*“(x0) = 1 die Gleichung
0 = Bly,z](x0) = y"“(x0)z(x0) - y*(x0) D![z] (X0) + ¥(x0) D2[z] = z(x0),

also der Wert z(xo) = 0. Ebenso folgt mit y = Ml(-,XO) der Wert p'[z] (x0) =0 und mit y = MO(-,XO) der
Wert p2[z](x0) = 0. Aufgrund dieser Anfangswerte ist z =0 die triviale Losung von (L").

2) Aus B[y,z] = 0 fiir alle z € S* folgen unter sukzessiver Verwendung der speziellen Lésungen z

= u; (X)) (=2, 1, 0) fiir y die Anfangswerte y(xo) = y*(x0) = y*“(x0) = 0, also y = 0. O

3 Die Definition eines skalaren Produkts fiir ein duales Raumpaar und die Definition der Orthogonalitit findet man bei

Kowalsky (1967), S. 251, 254.
28
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2.4 Definition der Klassen ¢/, C;, K,, K, mit den speziellen
Losungen u,(.,¢) und u;(.7)

Fiir viele Aussagen iiber die Losungen der Differentialgleichungen (L) bzw. (L") geniigt es an Stelle
von Bedingungen an die Koeffizienten p, g, r vorauszusetzen, dass die Differentialgleichung zu ei-
ner gewissen Klasse gehort, was heillen soll, dass bei bestimmten Losungen und deren (verall-
gemeinerten) Ableitungen gewisse Nullstellenkonfigurationen nicht auftreten. Viele Sitze in der Li-
teratur (Hinweise siehe Abschnitt 2.5) lassen sich nun dadurch verallgemeinern, indem man die
speziellen Koeffizientenbedingungen durch die Voraussetzung ersetzt, dass die Differentialglei-
chung zu einer dieser Klassen gehort. Koeffizientenbedingungen fiir die Zugehorigkeit der Diffe-
rentialgleichung zu einer dieser Klassen lassen sich mittels der in Kapitel 1 dargestellten Methoden
herleiten.

Definition von Klassen von Differentialgleichungen durch die Nullstellenfreiheit der Losungen
u2(.,1) bZW. 4 7 (1)
Die Differentialgleichung (L) gehort im Intervall J zur Klasse ¢! (L € ¢} () ) genau dann, wenn
-Dfu®(x,r) >0 firallex, e Jmitx <t
gilt (ke {0,1,2,3}). Die Differentialgleichung (L) gehort im Intervall J zur Klasse ¢
(L € ¢ k(J)) genau dann, wenn
ut(x,0) >0 firallex, t € Jmitx>¢
gilt (k € {0, 1, 2, 3}).
Fiir die Differentialgleichung (L") soll analog L™ € ¢ *+ (J) bzw. L" € ¢ ¢+ (J) bedeuten, dass
(-)*D*[ui](x,t) >0 firallex, e Jmitx <t bzw.
D*[uil(x,t) >0 firallex, r € Jmitx > ¢
gilt (k € {0, 1, 2}).
Ferner bedeute L € x, (s) (bzw. L € x (7)), dass fiir jedes ¢ € J die Losung
U, (-,?) keine einfache Nullstelle x € J mit x < ¢ (bzw. x > 1)
besitzt. Und L" € k (s) (bzw. L™ € g (s) ) bedeute, dass fiir jedes ¢ € J die Losung
u; (.,t) keine einfache Nullstelle x € J mit x <7 (bzw. x > 1)
aufweist.

2.5 Eigenschaften der Klassen

Eigenschaften dieser oben definierten Klassen lassen sich darstellen hinsichtlich der

e Existenz von speziellen Fundamentalsystemen
(siehe Kim (1970), Th.7, und Etgen, Shih (1973b), Th.3 (mit speziellen Koeffizientenbedingun-
gen), Coppel (1971), S. 93, L.6, Jones (1973b), Th.1, 2, 3, 4),

e Aufstellung eines Vergleichssatzes, in dem fiir (L) und eine durch Abénderung der Koeffizienten
aus (L) erhaltene Differentialgleichung (L ) Losungen mit gleichen Anfangswertbedingungen
verglichen werden
(siehe Birkhoff (1911), S. 123, 117 fiir Ky und Ki, Hanan (1961), Th.3.10 fiir (),

e Trennung der Nullstellen zweier Losungen
(siehe Kim (1970), Th.5, Lazer (1966), Th.2.5, Th.2.3, L.1.2, Hanan (1961), Th.3.1, Th.4.1,
Th.5.9),
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e Charakterisierung der nichtoszillatorischen Losungen fiir L € qk [a,b] (k=0,1, 2, 3) bzw.

Lte CFnCY [ab[ (k=0, 1,2)
(siehe Svec (1957), Th.2, Villari (1958), Lazer (1966), Th.1.2, L.1.2%, Hanan (1961), Th.3.4),

e Charakterisierung des asymptotischen Verhaltens der nichtoszillatorischen Losungen fiir
Le G'ap[ (k=0,1,2)

(siehe Dolan, Klaasen (1975b), S. 268),

* Existenz von nullstellenfreien und monotonen Lésungen 5
(siehe Svec (1965a), Th.3, Jones (1973b), S.508, Lazer (1966), Th.1.1, Svec (1965b), Satz 1, 2,
3,4,5),

e Charakterisierung aller in J = [a,b[ stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterrdume von S
(bzw. §*) als die orthogonalen Komplemente der nichtoszillatorischen Losungen von (L") im
Falle von L € Cu[a,b[ (bzw. von (L) im Falle von L € Ci[a,b]),

e Beziehungen zwischen den Strukturen der Mengen N und N* der nichtoszillatorischen Losungen

von (L) bzw. (E)
(Ahmad (1974), Th.3.1, Ahmad, Benharbit (1975); im Falle L € Ci[a,b[ folgt aus No = [y0] auch
N =5\S8).

Eigenschaften der Klassen K und Ky werden in Kapitel 4 untersucht.

Fiir die Klassen gelten die Inklusionen

GcGcGecGck, O'cKk/,
GcGecGecGeKy, G cKky.

Dabei sind C? = und Cﬁ = ( die von Hanan (1961) definierten Klassen. Im Falle L € Ki(J)

(bzw. L € Ku(J)) heifit bei Birkhoff (1911) das Intervall J ein fiir (L) reguléres Intervall zweiter
(bzw. erster) Art.

2.5.1 Notwendige Bedingung fiir die Klassen C’(J) und C,(J)

Eine notwendige Bedingung fiir die Klassenzugehorigkeit L e q DL e Cf (J)) ist
p<0 (@=>0)inJ
Denn aus L € Ci(J) folgt uzm (x,t) > 0 fiir x > ¢, wegen der Stetigkeit von uzm(.,.) dann uzm(t,t) >0
und mit
0= Lu,(ONO) = w,"t0) +p(o)1
schlieBlich p(f) = - u," (¢,¢) < 0 fiir jedes ¢ € J.

2.5.2 Charakterisierung der Klassen C/(J) und C;(J) durch die Lésungen u; von
(L*) und der Klassen (/) und C;"(J) durch die Lésungen u, von (L)

Nach der Formel (2.1) bzw. Tabelle 2.1 von Abschnitt 2.2 zwischen den speziellen Losungen
u j(-,f) und u;(.,x) lassen sich fiir k=0, 1, 2 die Klassenzugehorigkeiten auch mit den Losungen

der adjungierten Differentialgleichung charakterisieren (x, ¢ € J):
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(2.2) Charakterisierung der Klassen durch Losungen der adjungierten Differentialgleichung
Le GW) Le GU) o () >0 firx>r (D, (o0 >0 fiirx<o;
L'eCGU) We i) e () >0firx>r ((-D'u,(60) >0 firx <.

2.5.3 Wechselbeziehungen zwischen den Klassen von (L) und denen von (L)

Nach den oben angegebenen Charakterisierungen erhilt man flir ein beliebiges Intervall J insbe-

sondere (fiir k=0 wegen % (X%,f) = u,(¢,x)) die folgenden Aquivalenzen der Klassenzugehorig-
keiten hinsichtlich Ci(J), Cn(J), C; (J), Cy; (J) (siehe Hanan (1961), L.2.9). AuBerdem erhilt man
fiir das offene Intervall J = ]a,b[ die Aquivalenzen hinsichtlich Ki(J), Ku(J), K| (J), K (J).

(2.3) Aquivalenzen fiir die Klassenzugehéorigkeiten

LeGU) bzw.Le G(J))) oL e Cy ) (bzw.L* e C| ().
L € Kila,b[ (bzw. L € Kula,b[) & L' € Kﬁ la,b] (bzw. L' € K; la,bl).

Denn ist etwa L ¢ Ki]a,b[, dann gibt es x, ¢ € Ja,b[ mit x <t und 0> u,(x,?) = Lg(t,X), sodass

L'¢ K ﬂ Ja,b[ folgt. Dass diese Aquivalenzen der Klassenzugehdrigkeiten fiir ein beliebiges In-

tervall J nicht richtig sind, wird durch Beispiele von Integralkurven in der Abbildung 3.10 in Ab-
schnitt 3.1.9 belegt. Beispielsweise kann fiir den Fall L € Ki([a,b]) eine Integralkurve angegeben
werden, fiir die am Kurvenende eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt auftritt und somit

L" ¢ 