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Vorwort   

Die Beurteilung einer Zahlung in der Zukunft oder einer aus mehreren Zahlungen zu ver-
schiedenen Zeitpunkten bestehenden Zahlungsfolge (eines Zahlungsstroms) und der Ver-
gleich von alternativen Zahlungsströmen ist ein zentrales Thema der Finanzmathematik. 
In der Praxis sind zukünftige Zahlungen meist noch unsicher und eventuell auch gar nicht 
genau bekannt. Im Gegensatz zur klassischen (deterministischen) Finanzmathematik mit ih-
ren Themen Abschreibung, Zins-, Renten-, Tilgungs-, Kurs- und Rendite-, Effektivzins- und 
Investitionsrechnung erfasst die moderne stochastische Finanzmathematik auch die Zu-
fallsabhängigkeit der Zahlungsströme mit deren Beschreibung als stochastische Prozesse.  

Da im Zeitraum zwischen einer Produktionsentscheidung und der Fertigstellung bzw. der 
Verteilung der Waren unvorhergesehene Umstände eintreten und insbesondere die Preise 
sich ändern können, sind Landwirte, Hersteller und Händler gewissen Risiken ausgesetzt. Es 
wurden daher als spezielle Finanzinstrumente verschiedene Derivate entwickelt zur Sicher-
stellung der Versorgung mit Rohstoffen und Waren, zur Erleichterung des Handels, zur Ab-
sicherung gegen Risiken, aber auch als Finanzierungsquelle und zur Spekulation auf Gewinn.    

Der in einem Derivat1 (derivativen Finanzinstrument, einer Finanzinnovation) vertraglich 
festgelegte zustandsabhängige Zahlungsanspruch (Zahlungsprofil, englisch: claim, contin-
gent claim für „bedingte Forderung“, spezieller derivative asset) wird aus einem oder meh-
reren zukünftigen Ereignissen bzw. spezieller von anderen zugrunde gelegten Finanzproduk-
ten (Basiswert, Basisobjekt, englisch: underlying) abgeleitet. Basiswerte können dabei ver-
schiedene Vermögenswerte sein wie beispielsweise Rohstoffe (Getreide, Gold, Öl, Gas 
usw.), Handelswaren, Wertpapiere (Anleihen, Aktien), Devisen (Währungen, Wechsel-
kurse), Indizes (Aktienindizes wie der S&P 500, Dax, Dow Jones usw.), Zinssätze, das Wet-
ter und auch andere Derivate. Ein Derivat als bedingtes bzw. einseitig bindendes Terminge-
schäft bzw. Option gibt dem Inhaber das Recht (aber nicht die Verpflichtung), zu einem bei 
Vertragsabschluss vereinbarten Preis einen Basiswert zu einem zukünftigen Zeitpunkt oder 
innerhalb eines zukünftigen Zeitraums zu kaufen (Kauf- oder Call-Option) oder zu verkaufen 
(Verkaufs- oder Put-Option). Ein Derivat als unbedingtes bzw. zweiseitig bindendes Termin-
geschäft (Forward und Future) gibt dem Inhaber die Verpflichtung, zu einem bei Vertrags-
abschluss festgelegten Preis einen Basiswert zu einem zukünftigen Zeitpunkt zu kaufen oder 
zu verkaufen. Ebenfalls ein zweiseitig bindendes Termingeschäft ist ein Swap, bei dem ganze 
Zahlungsströme getauscht werden. Derivate werden unterschiedlich an der Börse oder au-
ßerbörslich (Over-the-Counter, OTC) gehandelt.   

Aufzeichnungen über Derivate gibt es schon aus der Zeit vor zirka 4000 Jahren. Nachfol-
gend werden einige Beispiele zur Geschichte der Derivate2 angeführt. So wird im 48. Gesetz 
von insgesamt 282 Gesetzen des Codex von Hammurapi3 Folgendes geregelt: „Ein Landwirt, 
der auf seinem Grundstück eine Hypothek hat, ist im Falle einer Missernte von der jährlichen 
Zinszahlung befreit.“ Nach Whaley (2006) ist dies eine der ersten Beschreibungen eines De-

1  Das Wort Derivat kommt vom lateinischen derivare für ableiten.  
2  Literatur zur Geschichte der Derivate: Swan (2000), Whaley (2006), Weber (2008), Kummer u. 

Pauletto (2012).     
3  Der Text des Codex Hammurapi wurde in altbabylonischer Keilschrift auf einer Diorit-Stele im 20. 

Regierungsjahr des babylonischen Königs Hammurapi erstellt, dessen Regierungszeit etwa 1792 
bis 1750 v. Chr. war. Teile des Textes sind auch noch durch einige Tontafeln bekannt.  
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rivats, das als eine All-or-Nothing-Put-Option interpretiert werden kann. Außerdem wurden 
Handelsverträge der Kaufleute in Keilschrift auf Tontafeln schriftlich fixiert, darunter auch 
Vereinbarungen über die zukünftige Lieferung von Getreide oder anderen Waren. So steht 
auf einer Tontafel aus dem Jahr 1809 v. Chr., dass der Kaufmann Abuwaqar vom Händler 
Blanumamhe sechs Schekel Silber leiht und diese Schuld nach sechs Monaten mit Sesamsa-
men zum aktuellen Kurs zurückzahlt. Es wird hierbei also ein Silberdarlehen mit einem Ter-
minverkauf von Sesamsamen verknüpft.   

Über ein vom griechischen Philosophen, Mathematiker und Astronomen Thales von 
Milet (ca. 624 – ca. 544 v. Chr.) verwendetes Derivat erzählt der griechische Philosoph und 
Universalgelehrte Aristoteles (384–322 v. Chr.) in seiner Abhandlung „Politika“ (ca. 335 
v. Chr.). Thales strebte zwar als Philosoph nicht nach Reichtum, wollte aber dennoch zeigen, 
dass es Philosophen leicht falle reich zu werden. Er sah aufgrund seiner metereologischen 
Beobachtungen eine große Olivenernte voraus und vereinbarte daher mit den Besitzern von 
Olivenpressen in Milet und Chios, die Pressen zur Erntezeit für eine geringe Gebühr zu mie-
ten. Als zur Erntezeit tatsächlich ein großer Bedarf an Pressen auftrat, hat Thales sein Nut-
zungsrecht mit einem Aufschlag weiterverkauft und dabei einen großen Gewinn erzielt. Nach 
Whaley (2006) hat Thales eine Call-Option erworben und diese dann zum Zeitpunkt der 
Ernte wieder verkauft. 

Zur Erleichterung des Handels wurden auch im Mittelalter Derivate eingesetzt. Schon ab 
dem 10. Jahrhundert schlossen italienische Kaufleute sogenannte Commendas ab. Diese sind 
kommerziale Partnerschaftsverträge für Land- und Seeunternehmen, bei denen der eine Part-
ner das Geld bereitstellte und der andere Partner die Handelsmission durchführte, die also 
insgesamt Warentermingeschäfte darstellten. Ein weiteres Beispiel sind die Monti-Aktien 
von italienischen Stadtstaaten für die Beteiligung an künftigen Staatseinnahmen. Diese konn-
ten gehandelt werden und dienten auch als Zahlungsmittel für Waren und Dienstleistungen. 
Außerdem wurde ab 1207 in Palermo der sogenannte Wechsel als Tauschmittel im Fernhan-
del verwendet, bei dem vereinbart wird, einen bestimmten Geldbetrag in einer anderen Wäh-
rung an einem anderen Ort und zu einem späteren Zeitpunkt zu zahlen.            

Nach dem Umzug der Amsterdamer Börse in den neu geschaffenen Börsenkomplex im 
Jahr 1611 wurden hier neben Derivaten auf Waren das erste Mal auch Derivate auf Wertpa-
piere wie Anleihen und Aktien gehandelt. In den Jahren 1636–1637 kam es beim Handel mit 
Termin- und Optionskontrakten auf Tulpenzwiebel in Holland zur ersten dokumentierten 
Spekulationsblase, der sogenannten Tulpenmanie. Im Jahr 1697 wurde der erste Future-Han-
del auf der Dojima-Reisbörse auf der Flussinsel Dojima in der japanischen Stadt Osaka ein-
geführt. Im Jahr 1728 wurde der erste bekannte Optionsschein in Verbindung mit einer Op-
tionsanleihe herausgegeben, und zwar von der Kaiserlichen Ostindischen Kompanie in den 
Österreichischen Niederlanden. Der erste deutsche Optionsschein wurde im Jahr 1925 von 
der Karstadt AG zusammen mit einer Optionsanleihe ausgegeben, die aber nicht in Deutsch-
land, sondern nur in New York gehandelt wurde. Der erste in Deutschland gehandelte Opti-
onsschein wurde dann im Jahr 1926 durch die Vereinigten Stahlwerke AG Düsseldorf her-
ausgegeben.  

In den USA wurde an der Chicago Board of Trade (CBOT) im Jahr 1851 der erste Zeit-
vertrag (englisch time contract) für die zukünftige Lieferung von Mais gehandelt. Die 1865 
eingeführten Regeln begründeten dann den Handel mit Futures. Neben Futures auf landwirt-
schaftliche Produkte wurden Futures auch auf weitere Basiswerte eingeführt. So wurden an 
der Chicago Mercantile Exchange (CME) im Jahr 1972 erste Futures auf Währungen, an der 
CBOT im Jahr 1975 erste Futures auf Zinssätze, an der CME im Jahr 1982 erste Futures auf 
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Aktienindizes und im Jahr 1999 erste Futures auf das Wetter gehandelt. Als erste elektroni-
sche Handelsplattform für Termingeschäfte wurde im Jahr 1992 von CME die Software CME 
Globex Trading System eingeführt.        

Als Begründer der modernen stochastischen Finanzmathematik gelten der französische 
Mathematiker Louis Bachelier (1870–1946; Dissertation 1900), der US-amerikanische Wirt-
schaftswissenschaftler Paul A. Samuelson (1915–2009, Nobelpreis 1970), der US-amerika-
nische Physiker, Mathematiker und Wirtschaftswissenschaftler Fischer S. Black (1938–
1995), der kanadische Wirtschaftswissenschaftler Myron S. Scholes (*1941, Nobelpreis 
1997) und der US-amerikanische Mathematiker und Wirtschaftswissenschaftler Robert C. 
Merton (*1944, Nobelpreis 1997).4 Die Literatur zur stochastischen Finanzmathematik be-
fasst sich mit der Bewertung (Preisfindung) und der Risikoabsicherung (Hedging) eines Zah-
lungsanspruchs, den man durch den Erwerb eines Derivats erhält. In der Literatur wird zur 
Einführung als elementares Beispiel eines Derivats meist eine sogenannte europäische Call-
Option5 angegeben, die dem Optionshalter das Recht verbrieft, ein bestimmtes Wertpapier 
(das underlying, z. B. eine Aktie) zu einem bestimmten Fälligkeitszeitpunkt (Ausübungszeit-
punkt, Maturität, englisch: maturity, maturity date) T und zu einem heute schon festgelegten 
Preis (Ausübungs-, Basis- oder Strikepreis, englisch: exercise price, strike price, strike) K zu 
kaufen. Die Preisbestimmung für eine europäische Call-Option auf eine Aktie war geschicht-
lich gesehen das Ausgangsproblem der modernen Finanzmathematik Anfang der 1970er 
Jahre. In der Praxis werden sowohl die zeitdiskreten Marktmodelle als Einperioden- und 
Mehrperiodenmodell als auch die zeitkontinuierlichen (zeitstetigen) Marktmodelle ange-
wandt.  

Im vorliegenden Buch soll eine Einführung in die Bewertung stochastischer (zustands- 
oder zufallsabhängiger, unsicherer) diskreter6 Zahlungsströme gegeben werden. Die Bewer-
tung erfolgt unter der Verwendung eines Marktmodells, mit dem der reale Kapitalmarkt 
durch eine mathematische Formulierung vereinfachend und näherungsweise beschrieben 
werden soll. Eine der Idealisierungen im Modell ist beispielsweise die Annahme eines voll-
kommenen Kapitalmarkts (Finanzmarkts).7 Geschichtliche Beispiele für Marktmodelle wer-
den in Kapitel 1 aufgeführt. Bei Verwendung eines konkreten mathematischen Modells aus 
N ausgewählten und modellierten Finanzinstrumenten sind in der Praxis die damit gewonne-
nen Ergebnisse stets mit Vorsicht zu betrachten und ist deren Übereinstimmung mit den rea-
len Daten des Finanzmarkts mittels statistischer Methoden zu überprüfen. Hinsichtlich der 
konkreten Anwendung eines Modells, beispielsweise des Binomialbaummodells, zur nume-
rischen Bewertung bestimmter Derivate wird in Kapitel 1 ein Literaturhinweis gegeben. Bei 
der Anwendung erfolgt die Modellierung der Wertpapierkurse, die Kalibrierung (Anpassung) 
der verwendeten Parameter an reale Zins- und Aktienkursentwicklungen und die Implemen-

4  Auf die Anfänge der stochastischen Finanzmathematik verweisen auch Knispel et al. (2011), S. 14, 
Sandmann (2010), S. 342, Pfeifer (2014), S. 3.  

5  Das Zahlungsprofil einer europäischen Call-Option als ein Beispiel eines zufallsabhängigen Zah-
lungsanspruchs wird beschrieben bei Kremer (2011), S. 10, (2017), S. 10, Korn (1999), S. 90, 
(2014), S. 12, Hausmann et al. (2002), S. 86, Trautmann (2007), S. 285, Kallsen (2009), S. 55, 
Sandmann (2010), S. 12, Rudolph und Schäfer (2010), S. 18, Reitz (2011), S. 11, Knispel et al. 
(2011), S. 6, Hull (2012), S. 31, Bäuerle u. Rieder (2017), 2–4.  

6  Betrachtet werden Zahlungsströme X, die zeitdiskret sind mit den Zahlungen Xt zu den endlich 
vielen Zeitpunkten t  I = {0,1,…,T}, die zustandsdiskret sind, also nur von endlich vielen Zustän-
den ω  Ω abhängen, und wertkontinuierlich mit Werten in  sind.  

7  Literatur zu einer ausführlicheren Beschreibung eines sogenannten vollkommenen Kapitalmarkts 
wird noch in einer Fußnote von Kapitel 2 angegeben.   
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tierung (konkrete Umsetzung) des Algorithmus in einen Programmcode. Die hier vorliegende 
Abhandlung befasst sich dagegen mit den mathematischen Strukturen, die den Marktmodel-
len zugrundeliegen. Dazu werden in den Vektorräumen W der zu bewertenden Zahlungspro-

file und HN der Handelsstrategien die Strukturen und Lagebeziehungen spezieller Unter-

räume dargestellt und gezeigt, wie sich bestimmte Begriffe (Law of One Price, Vollständig-
keit und Arbitragefreiheit) in diesen Lagebeziehungen widerspiegeln. Durch die linearalge-
braische Beschreibung können diese auch mit grafischen Darstellungen veranschaulicht wer-
den.     

Als einfacher Einstieg in die Bewertung zufallsabhängiger Zahlungsströme wird hier in 
Kapitel 2 das zeitdiskrete Mehrperiodenmodell mit endlichem Zustandsraum behandelt. Es 
sollen dabei Zahlungsströme X  L(HN) bewertet werden, die als das (Aus-)Zahlungsprofil 

L(h) einer Handelsstrategie h  HN, einer sogenannten vorhersehbaren Folge h = (h0,…,hT)T

von Portfoliovektoren ht = 1( ,..., )N
t th h T , aus den N Finanzinstrumenten S j des Marktmodells 

nachgebildet (dupliziert) werden können. Aus der Sicht des Inhabers des Zahlungsanspruchs 
X oder des Inhabers eines den Anspruch duplizierenden Portfolios h kann X (insbesondere 
bei X  0) als Margenzahlungsstrom angesehen werden. Dagegen kann aus der Sicht der 
Bank als Wertpapierdepot- und Portfolio-Verwalter das Zahlungsprofil X auch als Auszah-
lungsprofil bezeichnet werden.  

Speziell für den Blickwinkel eines Einsteigers in die stochastische Finanzmathematik 
wird in Kapitel 2 auch dargestellt, wie man ausgehend von den für das mathematische Markt-
modell ausgewählten Preisprozessen von Finanzinstrumenten S j (j = 1,…,N) zu einem Zu-
standsraum Ω und zu einer Filtration von Partitionen bzw. -Algebren gelangt, die das im 
Lauf der Zeit zunehmende Wissen über diese Preisprozesse modelliert. Es wird ausführlich 
erklärt, wie dann auch für einen beliebigen stochastischen Prozess X dessen Adaptiertheit an 
diese Filtration als ein im Lauf der Zeit erfolgender Zuwachs des Wissens über den Prozess 
interpretiert werden kann. Weiter wird die zeitliche Entwicklung des Portfoliowerts einer 
Handelsstrategie h mit den stochastischen Prozessen des Vermögenswerts V(h), des Reinves-
titionswerts R(h), des Gewinns oder Ertragswerts G(h) und des (Aus-)Zahlungswerts L(h) der 
Handelsstrategie präzisiert und mit grafischen Darstellungen veranschaulicht.  

Die Bewertung von Zahlungsprofilen nach dem Duplikationsprinzip („Pricing by Dupli-
cation“) von Black, Scholes und Merton wird in Kapitel 3 behandelt. Dazu wird das zu be-
wertende stochastische Zahlungsprofil X durch das Zahlungsprofil L(h) einer Handelsstrate-
gie h in jedem möglichen Zustand ω  Ω nachgebildet und mit dem deterministischen Start-
kapitaleinsatz V0(h) dieser Handelsstrategie zum Zeitpunkt t = 0 bewertet. Notwendig und 
hinreichend für diese Preisbestimmung (X) = V0(h) von X = L(h) ist die Gültigkeit des Law 
of One Price (des Gesetzes des eindeutig bestimmten Preises; Abk.: LOP) im Marktmodell, 
dass also für festes X der Startkapitaleinsatz V0(h) für alle Duplikationsstrategien h (mit 
L(h) = X) konstant ist. Wegen der P-sicheren8 Definition der Duplikation und der determi-
nistischen Festlegung des Vermögenswerts V0(h) der Handelsstrategie im Zeitpunkt t = 0 
werden bei der Bewertung die tatsächlichen Wahrscheinlichkeiten P(ω) der Zustände ω  Ω

nicht benötigt, sodass die Bewertung hierbei nicht wahrscheinlichkeitstheoretisch (w-theore-
tisch), sondern linearalgebraisch erfolgt.  

8 P ist hier das Wahrscheinlichkeitsmaß für die Kursentwicklungen der Finanzinstrumente des 
Marktmodells und ist nicht zu verwechseln mit dem weiter unten verwendeten deterministischen 
Preisvektor.  
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Indem ein geeignetes Skalarprodukt nicht nur auf dem Raum W der zu bewertenden Zah-

lungsprofile, sondern auch auf dem Raum HN der Handelsstrategien definiert wird, können 

in den Abschnitten 3.4, 3.5 und 3.6 mit Hilfe adjungierter Abbildungen etliche neue Charak-
terisierungen des Law of One Price, der Vollständigkeit9 und der Arbitragefreiheit10  herge-
leitet werden. Der Beweis der Charakterisierungen wird hier direkt im Mehrperiodenmodell 
ohne Rückführung auf die enthaltenen Einperiodenmodelle gegeben. Es können auch die La-
gebeziehungen einiger wichtiger Unterräume von W und HN bei gültigem LOP und bei nicht-

gültigem LOP beschrieben werden und damit dieses Gesetz geometrisch visualisiert werden.  
Allein mit linearer Algebra kann in den Abschnitten 3.3.3 und 3.4.1 gezeigt werden, dass das 
LOP gleichbedeutend ist zur Existenz eines (nicht notwendig positiven) Bewertungsprozes-
ses Ψ  W, mit dem für alle h  HN bzw. X = L(h)  L(HN) die Preisgleichungen ΨTL(h) 

= V0(h) erfüllt sind. Mit vorliegendem Bewertungsprozess Ψ kann dann der Preis (X) = V0(h) 
eines Zahlungsprofils X = L(h) auch noch unabhängig von der Handelsstrategie h als Skalar-

produkt (X) = , X  = X T  von Ψ und X berechnet werden. Die Bewertungsprozesse 

sind dabei genau die L*-Urbilder Ψ von b (L* Adjungierte von L, b  HN Bewertungsprozess 

der Handelsstrategien) bzw. die mit Ψ0 = 1 normierten Normalenvektoren Ψ zum Kapital-
markt M des Marktmodells. Der Nachweis der Existenz eines Bewertungsprozesses erfolgt 

auf verschiedenen Wegen, nämlich direkt mit dem Rieszschen Darstellungssatz für die line-
are Preisfunktion (X), weiter als ein L*-Urbild Ψ von b mittels der Struktur der Lösungs-
menge des inhomogenen linearen Gleichungssystems L(h) = X als affiner Unterraum, der 
Inklusion der Kerne der linearen Abbildungen L und V0 und den Eigenschaften des orthogo-
nalen Komplements. Außerdem erfolgt der Nachweis als ein normierter M-Normalenvektor 

Ψ einmal mittels des trivialen Durchschnitts V  M = O der Unterräume V und M von L(HN) 

und der Eigenschaften des orthogonalen Komplements, ein weiteres Mal mittels V  M = O

und eines Alternativsatzes der konvexen Geometrie und das andere Mal mittels V  M = O, 

des Dimensionssatzes für lineare Unterräume und der direkten Zerlegung des Unterraums 
M . 

Mit einem weiteren Alternativsatz aus der konvexen Geometrie zur Disjunktheit eines 
linearen Unterraums und des punktierten nichtnegativen Orthanten kann in Abschnitt 3.6.1 
unmittelbar gezeigt werden, dass die Arbitragefreiheit (AF) des Marktmodells gleichbedeu-
tend ist zur Existenz eines (strikt) positiven Normalenvektors  von M bzw. zur Existenz 

eines positiven Bewertungsprozesses , eines sogenannten Diskontierungsprozesses , mit 
dem für alle h  HN bzw. X = L(h)  L(HN) die Preisgleichungen TL(h) = V0(h) erfüllt sind.  

Die vielzitierten Begriffe formale Maße und formale W-Maße, stochastischer Diskontie-
rungsfaktor, Arrow-Debreu-Preis, Zustandspreis oder besser Ereignispreis, Diskontvektor, 
Arrow-Debreu-Preisvektor, Zustandspreisvektor oder besser Ereignispreisvektor, Diskontie-
rungsvektor, Diskontierungsprozess, Zustandspreisprozess, deterministischer Diskontie-

9  Das Marktmodell heißt vollständig, wenn jedes Zahlungsprofil mittels einer Handelsstrategie du-
pliziert werden kann.  

10  Das Wort Arbitrage kommt vom französischen arbitrage für Schiedsspruch und vom lateinischen 
arbitratus für freie Wahl, Belieben, Ermessen und wird als wirtschaftlicher Begriff für das Ausnut-
zen von Preisunterschieden für gleiche Waren auf verschiedenen Märkten verwendet. Ein Markt-
modell heißt arbitragefrei, wenn mit einer Handelsstrategie ohne Einsatz eines Anfangskapitals kein 
risikoloser Gewinn zu einem späteren Zeitpunkt erzielt werden kann.       
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rungsfaktor, deterministischer Diskontierungsvektor, deterministischer Preisvektor, (forma-
le, synthetische) Preismaße und einheitliches Preismaß, Martingalmaß, risikoloses bzw. risi-
koneutrales Wahrscheinlichkeitsmaß (W-Maß) und risikoneutrale Bewertung werden in den 
Abschnitten 3.7, 3.8 und 3.9 unter der jeweiligen impliziten Voraussetzung der Arbitrage-
freiheit, der Duplizierbarkeit bestimmter Arrow-Debreu-Papiere, der Vollständigkeit und der 
Existenz sogenannter festverzinslicher Handelsstrategien plausibel entwickelt. Bei der Be-
handlung des sogenannten äquivalenten Martingalmaßes11 im dividendenlosen relativen 
Marktmodell wird am Ende des Kapitels 3 noch auf eine Brücke von der zeitdiskreten zur 
zeitstetigen Finanzmathematik hingewiesen.    

Weitere Brücken werden in Kapitel 4 bei den Interpretationen der Bewertung unter der 
Voraussetzung des Law of One Price (LOP) geschlagen von der Bewertung deterministischer 
(zufallsunabhängiger, sicherer) Zahlungsströme zur Bewertung stochastischer (zufallsabhän-
giger, unsicherer) Zahlungsströme. Eine erste Brücke ergibt sich dadurch, dass das Duplika-
tionsprinzip auch als Abstandsmessung von der Hyperebene M der Kapitalmarktgeschäfte 

angesehen werden kann. Eine zweite Brücke liefert die Tatsache, dass das Duplikationsprin-
zip auch als Duplizierungskonzept (Nachbildung, additive Zerlegung) mit einem Ergän-
zungsgeschäft vom Kapitalmarkt M des Marktmodells und der Beurteilungskurve der So-

fortentnahme interpretiert werden kann. Zusätzliche Brücken erhält man unter weiteren Vo-
raussetzungen mit der Interpretation der Preisberechnung als verallgemeinerte Barwertbe-
rechnung (Diskontierung). Hierfür werden drei Arten der Barwertberechnung angegeben, die 
alle eine Verallgemeinerung der Barwert-Bewertung deterministischer Zahlungsströme X
= (X0,…,XT)T  T+1 darstellen, bei der X mit dem deterministischen Preisvektor P
= (d0,…,dT)T auf den Barwert BT(X;P) = PTX diskontiert wird. Als Erstes wird bei vorausge-
setzter Arbitragefreiheit und Vollständigkeit des Marktmodells der Preis (X) als Barwert 
BT(X;) mit dem stochastischen Ereignispreisvektor  = (t(At,k)) aus den Zahlungen Xt(At,k) 
von X berechnet. Als Zweites wird unter Voraussetzung der Arbitragefreiheit und der Dupli-
zierbarkeit der deterministischen Arrow-Debreu-Papiere 1t,Ω (t  I = {0,…,T}) der Preis (X) 
als Barwert mit dem deterministischen Preisvektor P für die Erwartungswerte ( )

tQ tE X  der 

Zustandsfunktionen Xt bestimmt. Die Erwartungswerte werden hierbei bezüglich formaler 
(synthetischer) Wahrscheinlichkeitsmaße Qt ermittelt, die innerhalb des Marktmodells her-
geleitet werden. Als Drittes kann bei Voraussetzung der Arbitragefreiheit und der Existenz 
sogenannter festverzinslicher Handelsstrategien oder eines festverzinslichen Finanzinstru-
ments dabei an die Stelle der Wahrscheinlichkeitsmaße Qt ein für alle Zeitpunkte t einheitli-
ches Preismaß bzw. sogenanntes risikoloses und risikoneutrales W-Maß Q verwendet wer-
den, bezüglich dem alle dividendenlosen Finanzinstrumente des Marktmodells die gleiche 
deterministische (risikolose) Rendite aufweisen und somit risikoneutral beurteilt werden. In 
den letzten beiden Interpretationen ist die Bewertung mit der Verwendung der Erwartungs-
werte wahrscheinlichkeitstheoretisch, wobei aber anstelle des tatsächlichen Wahrscheinlich-
keitsmaßes (W-Maßes) der Kursentwicklungen der dem Modell zugrundegelegten Finanzin-
strumente jetzt bei der Erwartungswertberechnung die im Modell hergeleiteten formalen W-
Maße Qt verwendet werden.       

Der Spezialfall der endfälligen stochastischen Zahlungen wird in Kapitel 5 behandelt. Es 
werden Charakterisierungen der hier für die sogenannten selbstfinanzierenden Handelsstra-
tegien spezieller definierten Begriffe des Law of One Price (LOPsf), der sf-Arbitragefreiheit 

11  Die Äquivalenz dieses W-Maßes zu dem W-Maß P der Kursentwicklungen bedeutet hier dessen 
Positivität auf Ꮘ(Ω) \ {} (siehe Abschnitt 5.1.10).    
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(AFsf) und der sf-Vollständigkeit (VSsf) hergeleitet. Das LOPsf wird mittels spezieller Un-

terraumstrukturen im Raum sf
NH  der selbstfinanzierenden Handelsstrategien und im Raum 

Ω = K (K = Ω, anstelle des Raums W = 1n ) der zum Endzeitpunkt T auftretenden Zah-

lungsprofile XT, mittels Dimensionsgleichungen, der Existenz eines (nicht notwendig positi-
ven, aber in der Komponentensumme normierten) Bewertungsvektors ΨT und der Gültigkeit 
von Preisgleichungen charakterisiert. Die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) wird durch die Existenz 
eines positiven normierten MT-Normalenvektors QT zum Unterraum MT der NE-Zahlungs-

profile und die Existenz eines Diskontvektors YT im dividendenversehenen ursprünglichen 

Marktmodell bzw. die Existenz eines sogenannten äquivalenten Martingalmaßes 
TQ  im di-

videndenlosen relativen Marktmodell charakterisiert. Die sf-Vollständigkeit (VSsf) eines sf-
arbitragefreien Marktmodells wird durch die Existenz von genau einem positiven normierten 
MT-Normalenvektor, genau einem Diskontvektor bzw. genau einem äquivalenten Martingal-

maß charakterisiert. Der Beweis für die Existenz eines Bewertungsvektors erfolgt dabei auf 
verschiedenen Wegen, nämlich mittels des Rieszschen Darstellungssatzes für die lineare 
Preisfunktion (XT), als T-te Komponente ΨT eines Bewertungsprozesses Ψ, als normierter 
MT-Normalenvektor einmal mittels des trivialen Durchschnitts V0  MT = O der Unterräume 

V0 und MT von ( )sf
T NL H  und der Eigenschaften des orthogonalen Komplements, das andere 

Mal mittels des trivialen Durchschnitts V0  MT = O, des Dimensionssatzes für lineare Un-

terräume und der direkten Zerlegung des Unterraums MT
. Der Nachweis eines Diskontvek-

tors erfolgt als positiver normierter MT-Normalenvektor unmittelbar mit einem Alternativ-

satz der konvexen Geometrie zur Disjunktheit eines linearen Unterraums und des punktierten 
nichtnegativen Orthanten.         

Das Einperiodenmodell ist zwar ein Spezialfall des Mehrperiodenmodells, nimmt aber 
wegen der in der Literatur gebräuchlichen speziellen Formulierung in niedrigerdimensiona-
len Räumen eine Sonderstellung ein. Daher werden die Charakterisierungen der Begriffe 
Vollständigkeit, Law of One Price und Arbitragefreiheit (AF) und (AFsf) auch noch geson-
dert in Kapitel 6 in der speziellen Sprache des Einperiodenmodells dargestellt und geomet-
risch visualisiert. Statt des Raums HN = 2N der Handelsstrategien h = (h0,h1)T und des Raums 

W = 1+K (K = Ω) der Zahlungsprofile X = (X0,X1)T werden hier der Raum N der Portfo-

liovektoren h1 und der Raum K der zum Zeitpunkt T = 1 auftretenden Zahlungsprofile X1

verwendet. Wie im Mehrperiodenmodell der endfälligen Zahlungen ist auch im Einperioden-
modell das Law of One Price jeweils äquivalent zur Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ
und zur Existenz eines Bewertungsvektors Ψ1. Als Besonderheit des Einperiodenmodells gilt, 
dass auch die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) jeweils äquivalent ist zur Existenz eines Dis-
kontierungsprozesses  und zur Existenz eines Diskontvektors 1. Die speziellere sf-Arbit-
ragefreiheit (AFsf) ist äquivalent zur Existenz eines positiven normierten M1-Normalenvek-

tors Q1 zum Unterraum M1 der NE-Zahlungsprofile. Weiter ist unter der Voraussetzung (GI) 

der Existenz einer gewinnbringenden Investition im Kapitalmarkt M1 des Modells und damit 

insbesondere bei Vorliegen eines Numéraires im Marktmodell hier die speziellere sf-Arbit-
ragefreiheit (AFsf) äquivalent zur allgemeinen Arbitragefreiheit (AF).      

Das Buch ist für ein Selbststudium geeignet. Es wendet sich an Studierende mit finanz- 
und wirtschaftsmathematischer Ausrichtung, dabei vor allem an Einsteiger in die stochasti-
sche Finanzmathematik und allgemein an Leser mit Interesse an der Bewertung von Zah-
lungsströmen. Zur Veranschaulichung des Stoffes dienen 53 Abbildungen, einen Überblick 
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über die verschiedenen Charakterisierungen geben vier Tabellen und eine konkrete Erklärung 
einiger Themen erfolgt in sechs Beispielen. Als Einstieg in die moderne stochastische 
Finanzmathematik wird hier das im Vergleich zum zeitkontinuierlichen Marktmodell mathe-
matisch wesentlich einfachere zeitdiskrete Mehrperiodenmodell mit endlichem Zustands-
raum behandelt. Dazu werden nur einige Grundkenntnisse in der Analysis und linearen Al-
gebra vorausgesetzt. Aus der konvexen Geometrie wird ein Alternativsatz zur Disjunktheit 
eines linearen Unterraums und des punktierten verallgemeinerten nichtnegativen Orthanten 
bereitgestellt, um damit unmittelbar aus der Arbitragefreiheit die Existenz eines positiven 
Diskontierungsprozesses bzw. aus dem Law of One Price die Existenz eines Bewertungspro-
zesses zu folgern. Weiter sind auch noch einige Kenntnisse in der Maß- und Integrationsthe-
orie und der Wahrscheinlichkeitstheorie hilfreich. Bei der Verwendung diesbezüglicher Be-
griffe und Resultate werden aber stets Literaturhinweise angegeben, wo diese nachgelesen 
werden können. In der vorliegenden zweiten Auflage des Buches wurden Verbesserungen 
und Ergänzungen vorgenommen. Einige Ergebnisse sind auch in kurzen Artikeln auf der 
Website www.pleier-r.de des Autors dargestellt.   

Etzenricht, Juli 2023      Rudolf Pleier  
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1 Bewertung von Zahlungsströmen mit einem Markt-
modell   

In der stochastischen Finanzmathematik wird ein Zahlungsstrom als stochastischer Prozess1

(auch Zufallsprozess oder kurz Prozess) über I  Ω, d. h. als eine im Lauf der Zeit in 
zufallsabhängiger Weise veränderliche Variable X = (Xt)tI = (Xt(ω))tI,ωΩ,     

X : (t,ω)  I  Ω# X(t,ω) = Xt(ω)   bzw. N (N  ),   
beschrieben, wobei noch die Zeitparametermenge I und der Zustandsraum Ω festzulegen 
sind. Nachfolgend treten als stochastische Prozesse beispielsweise das Zahlungsprofil X eines 

Derivats, die Preisprozesse jS , , jS  (j  J = {1,…,N}) der N für das Marktmodell ausge-

wählten Wertpapiere, die zugehörigen Dividendenprozesse j , die mit einem Numéraire dis-

kontierten Preisprozesse jS , die Handelsstrategie h zur zeitlichen Veränderung des aus den 
Wertpapieren gebildeten Portfolios, der durch h definierte Wertprozess (Vermögensprozess) 
V(h), der (Re-)Investitionsprozess (Wiederanlageprozess) R(h), das (Aus-)Zahlungsprofil 
L(h) des Portfolios, der Bewertungsprozess Ψ und der Diskontierungsprozess  des 
Marktmodells auf.  

Ein stochastisches Zahlungsprofil X soll mit Hilfe eines Marktmodells nach dem Duplika-
tionsprinzip bewertet werden, indem X als das noch zu definierende (Aus-)Zahlungsprofil 
L(h) einer Handelsstrategie h = (h1,…,hN)T zu einem Wertpapierportfolio aus N ausgewählten 

und mathematisch modellierten Wertpapieren (Finanzinstrumenten) jS  (j  J = {1,…,N}) 

nachgebildet (dupliziert) wird und der Wert (Preis) (X) von X dann durch den noch zu 
definierenden Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  der Handelstrategie h zum Zeitpunkt t = 0 definiert 

wird:      
(X) := 0( )V h  für X = L(h).   

Notwendig und hinreichend für diese Preisbestimmung von X bzw. für die Wohldefiniertheit 
der Nutzenfunktion (X) = V0(h) für die X = L(h)  L(HN) ist die Gültigkeit des Law of One 

Price (des Gesetzes des eindeutig bestimmten Preises; Abk.: LOP) im Marktmodell, dass 
also für festes X der Startkapitaleinsatz V0(h) für alle Duplikationsstrategien h (mit L(h) = X) 
konstant ist. 

Zur Duplikation eines Zahlungsanspruchs X werden in der Praxis sowohl zeitdiskrete 
Marktmodelle mit endlicher diskreter Zeitparametermenge I = {0,1,…,T} als auch zeitkon-
tinuierliche (zeitstetige) Marktmodelle mit dem Intervall I = [0,T]   als Zeitparame-
termenge verwendet.2 Bei der Konstruktion eines geeigneten und möglichst realistischen 

1  Die Definition des (stochastischen) Prozesses X : (t,ω)  I x Ω# X(t,ω) = Xt(ω) und ausführlichere 
Betrachtungen dazu findet man bei Bauer (2002) WT, S. 304, Kremer (2011), S. 147, Hausmann et 
al. (2002), S. 367. Für festes ω  Ω wird die auf I definierte Abbildung X(.,ω) : t  I # Xt(ω) als 
zu ω gehöriger Pfad (Trajektorie, Realisation) des stochastischen Prozesses X bezeichnet. Heinz 
Bauer (1928–2002) war ein deutscher Mathematiker, der sich mit Wahrscheinlichkeitstheorie und 
Analysis beschäftigte.    

2  Zur Realitätsnähe und zu den Vor- und Nachteilen von zeitdiskreten bzw. zeitkontinuierlichen Mo-
dellen findet man Anmerkungen bei Hausmann et al. (2002), S. 114, 131, 165, 181, 367, Sandmann 
(2010), S. 21, 281.    
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konkreten mathematischen Modells des Finanzmarkts zur Aufgabe der Preisfindung für eine 
bestimmte Klasse von Zahlungsprofilen stellt die Auswahl der Wertpapiere und deren spezi-
elle mathematische Modellierung mit aus historischen Daten bestimmten Parametern immer 
noch ein wichtiges Problem dar.3 Dabei ist nach erfolgter Festlegung der Modellvoraus-
setzungen und der Modellzusammenhänge eine möglichst gute Übereinstimmung des 
Modells mit den realen Daten des Finanzmarkts stets mit statistischen Methoden zu überprü-
fen. Ein Beispiel für ein konkretes zeitkontinuierliches Marktmodell ist das oft als Black-
Scholes-Modell4 (Black-Scholes-Merton-Modell, BSM- oder BMS-Modell) bezeichnete 
zeitkontinuierliche Standardmarktmodell mit N = 2 Wertpapieren, das für eine alternative 
Herleitung der von Black und Scholes 1973 angegebenen Optionsbewertungsformel verwen-
det wird. Dieses Modell wurde schon 1965 von Samuelson als Weiterentwicklung des 
Bachelier-Modells vorgeschlagen.5 Es besteht aus einem festverzinslichen Wertpapier (An-
leihe, Geldmarktkonto, Sparkonto) und einer dividendenlosen Aktie. Ein wichtiges Beispiel 
für ein zeitdiskretes Marktmodell (Mehrperiodenmodell) ist das nach der Idee von Sharpe 
aus dem Jahr 1964 dann im Jahr 1979 in zwei voneinander unabhängigen Originalarbeiten 
von Cox, Ross und Rubinstein und von Rendleman und Bartter dargestellte Binomial-
baummodell6 (Cox-Ross-Rubinstein-Modell, CRR-Modell) mit den beiden gleichen Wert-
papieren wie im eben genannten zeitkontinuierlichen Marktmodell. Dieses Modell wurde 
zunächst zur Veranschaulichung und Approximation des zeitkontinuierlichen Black-
Scholes-Modells verwendet. Darüberhinaus gestattet es aber auch eine einfache Anwendung 
zur numerischen Bewertung von europäischen Optionen, amerikanischen Optionen und 
vielen nichtstandardmäßigen (exotischen) Optionen.   

Auf der Grundlage dieser beiden Standardmodelle sind viele weitere Modelle entwickelt 
worden, welche die Standardmodelle abändern und verallgemeinern oder ein anderes Ver-
fahren zur Bewertung anwenden. Um die Realität mit dem Modell besser abzubilden, werden 
dabei mit zunehmender Komplexität des Modells weniger einschränkende Annahmen ver-
wendet. Beispielsweise wird statt einer aus den beobachteten Kursrenditen historisch be-
stimmten Volatilität  als konstanter Modellparameter der im BSM-Modell verwendeten 
Aktie S eine sog. implizite Volatilität (Implied Standard Deviation, ISD) eingesetzt, die sich 
mit dem Modell rückwärts aus den tatsächlich auf dem Markt beobachteten Optionspreisen 
berechnet. Weiter wird an Stelle einer konstanten Volatilität  eine von der Zeit t abhängige 
Volatilität t eingesetzt. So wird im CEV-Modell (Constant Elasticity of Variance Model, 
Modell der konstanten Elastizität der Varianz) von Cox im Jahr 1975, Cox und Ross 1976  

3  Anmerkungen zur Konstruktion konkreter Marktmodelle findet man bei Kallsen (2009), S. 48.     
4  Das BSM-Modell wird z. B. behandelt bei Rudolph und Schäfer (2010), S. 345f,  Sandmann (2010), 

S. 301ff, Kremer (2011), S. 280–293, (2017), S. 90–96.   
5  Den Literaturhinweis auf Samuelson findet man bei Knispel et al. (2011), S. 14.  
6  Das Binomialbaummodell wird z. B. beschrieben bei Kremer (2011), S. 229–286, (2017), S. 45–

53, 75–96, Bäuerle und Rieder (2017), S. 21–36, 85f, 89–92, Trautmann (2007), S. 327–374, 
Sandmann (2010), S. 36f, 199ff, Rudolph und Schäfer (2010), S. 257ff. Bei passender Wahl der 
Parameter konvergiert der Preisprozess des risikobehafteten Wertpapiers im CRR-Modell gegen 
den entsprechenden Preisprozess im BSM-Modell und dann auch der Preis einer Call-Option im 
CRR-Modell gegen den Preis einer Call-Option im BSM-Modell. Eine Anwendung zur numeri-
schen Bewertung von Derivaten mit Modellierung der Wertpapierkurse, Kalibrierung (Anpassung) 
der Parameter an reale Zins- und Aktienkursentwicklungen und Implementierung (konkreter 
Umsetzung) des Algorithmus in einen Programmcode findet man bei Kremer (2011), S. 239–280, 
(2017), S. 75–78, 96–106. Er behandelt dabei europäische und amerikanische Optionen mit und 
ohne Dividendenzahlungen der Aktie.    
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und Beckers 1980 angenommen, dass die Volatilität  mit dem Kurs S der Aktie bei kon-
stanter Elastizität schwankt.7 Beim GARCH-Modell (Generalized Autoregressive Conditi-
onal Heteroscedasticity, verallgemeinerte autoregressive bedingte Heteroskedastizität) von 
Bollerslev 1986 wird die Volatilität t mittels einer deterministischen Funktion aus den letz-
ten p beobachteten Werten der logarithmischen Rendite ui = ln(Si/Si-1) der Aktie S
(i = t-1,…,t-p) und den letzten q Schätzern i (i = t-1,…,t-q) für die Volatilität berechnet.8

Bei Modellen mit stochastischer Volatilität wird nicht nur der Aktienkurs St durch eine 
stochastische Differenzialgleichung (engl.: stochastic differential equation, SDE), sondern 
auch die Volatilität t durch eine zweite stochastische Differenzialgleichung modelliert. Ein 
Beispiel hierfür ist das Heston-Modell von Heston aus dem Jahr 1993.9 Um nicht nur stetige 
Aktienkurse in einem sog. Diffusion-Modell, sondern auch Aktienkurse mit Sprüngen zu be-
schreiben, werden weitere Modelle verwendet. Beim gemischten Jump-Diffusion-Modell 
von Merton aus dem Jahr 1976 wird die stetige Aktienkursänderung durch Sprünge überla-
gert. Das Varianz-Gamma-Modell von Madan, Carr und Chang im Jahr 1998 ist ein reines 
Jump-Modell. Eine weitere Alternative zum BSM-Modell ist das IVF-Modell (Implied Vola-
tility Function Model, Implied Tree Model) von Derman und Kani, Dupire sowie Rubinstein 
jeweils im Jahr 1994, bei dem die Volatilität (S,t) als Funktion des Aktienkurses S und der 
Zeit t so gewählt werden kann, dass die heute beobachteten Preise für alle europäischen 
Optionen exakt berechnet werden.10 Als ein Beispiel für ein Modell, das nicht nach dem 
Duplikationsprinzip bewertet, ist das CGMY-Modell von Carr, Geman, Madan und Yor aus 
dem Jahr 2002 zu nennen.11 Für Modelle, bei denen keine explizite analytische Lösungs-
formel für den Derivatpreis vorliegt oder die zur Erfassung von zu diskreten Zeitpunkten 
anfallenden Dividenden und Transaktionskosten dienen, kommen numerische Verfahren 
zum Einsatz, nämlich Baummodelle, die Monte-Carlo-Simulation und Finite-Differenzen-
Methoden.12 Einem Baummodell liegt der graphentheoretische Informationsbaum eines 
Marktmodells mit endlicher Zeitparametermenge I und endlichem Zustandsraum Ω zu-
grunde. Zu nennen sind hierzu das oben schon erwähnte Binomialbaummodell, das Trino-
mialbaum-Modell und als Erweiterung davon das Adaptive-Mesh-Modell von Figlewski und 
Gao aus dem Jahr 1999 zur Bewertung amerikanischer Optionen. Die Monte-Carlo-Simu-
lation beruht auf der Idee der zufälligen Stichprobe und verwendet Zufallszahlen, um für eine 
bestimmte Anzahl verschiedener Pfade jeweils die Auszahlung zu berechnen und dann den 
Mittelwert dieser Auszahlungen zu bestimmen. Sie ist besonders effizient für Derivate, die 
von mindestens drei stochastischen Marktvariablen abhängen. Die Finite-Differenzen-
Methoden führen die Differenzialgleichung des Derivats in ein System von Differenzenglei-
chungen über, das iterativ gelöst wird. Abschließend ist festzustellen, dass für die ver-
schiedenartigen Anwendungen kein einheitliches Modell zur Verfügung steht, sondern je-
weils ein möglichst gut angepasstes Modell zu verwenden ist.  

7  Das CEV-Modell wird behandelt bei Hull (2012), S. 745, Rudolph und Schäfer (2010), S. 323, 
Trautmann (2007), S. 401.   

8  Das GARCH-Modell wird beschrieben bei Hull (2012), S. 626–637, Reitz (2011), S. 137.  
9  Zum Heston-Modell findet man weitere Informationen bei Hull (2012), S. 751, Reitz (2011), 

S. 137f.  
10  Das IVF-Modell wird näher beschrieben bei Hull (2012), S. 752f.  
11  Trautmann (2007), S. 401, erwähnt das CGMY-Modell als Beispiel eines präferenzabhängigen 

Modells, das nicht das Duplikationsprinzip verwendet, aber den Preisprozess des Basisinstruments 
noch realistischer modelliert.   

12  Die numerischen Verfahren werden behandelt bei Hull (2012), S. 537–581.  
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Nachfolgend wird nur das zeitdiskrete Mehrperiodenmodell (für T Zeitperioden, T  ) 
weiter untersucht, das mathematisch einfacher darzustellen ist und eher der realen Situation 
entspricht. Dabei könnte speziell das Einperiodenmodell (T = 1) kurz als Spezialfall des 
Mehrperiodenmodells abgehandelt werden. Aufgrund der in der Literatur gebräuchlichen 
Darstellung in niedrigerdimensionalen Räumen mit der Matrix L‘  (1+K)N und deren 
Blockzeilen S0

T  1N und DT  KN (K = Ω, N = J) wird jedoch das Einperiodenmodell 
auch noch ausführlich in Kapitel 6 behandelt. Weiter wird auch der Spezialfall der endfälli-
gen Zahlungen in niedrigerdimensionalen Räumen gesondert in Kapitel 5 behandelt. In 
diesen beiden Kapiteln findet man auch etliche neue Charakterisierungen der Begriffe Arbit-
ragefreiheit, Law of One Price und Vollständigkeit und deren geometrische Veranschau-
lichung mittels besonderer Unterraumstrukturen. Hinsichtlich der zeitkontinuierlichen (zeit-
stetigen) Marktmodelle, die weitergehende theoretische Analysen von verschiedenen Deri-
vaten ermöglichen, aber einen wesentlich höheren mathematisch-technischen Aufwand er-
fordern, wird auf die Literatur13 verwiesen. 

13  Literatur zu zeitkontinuierlichen Marktmodellen und insbesondere zum bekanntesten Modell für 
die Optionsbewertung, dem BSM-Modell (nach Black, Scholes und Merton, 1973): Kremer (2011), 
S. 439–461, Kremer (2017), S. 193–218, Hull (2012), S. 381–419, Hausmann et al. (2002), S. 181–
227, 346–421, Trautmann (2007), S. 375–416, Deutsch (2008), S. 85–108, Rudolph und Schäfer 
(2010), S. 270–286, Sandmann (2010), S. 283–346, Reitz (2011), S. 93ff, Deck (2006), S. 207–
232, Irle (1998), S.116ff, Korn (1999), S. 10ff, Korn (2014), S. 57–121.   
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2 Mehrperiodenmodell    

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Begriffe zur Formulierung des Mehrperio-
denmodells (englisch: multi-period model) vorgestellt: Preisprozess, Zustandsraum, Portfo-
lio, Filtration, Adaptiertheit, Vorhersehbarkeit, Handelsstrategie und Wissenszuwachs über 
einen Prozess. Weiter werden der Vektorraum HN der Handelsstrategien und der Vektorraum 

W der zu bewertenden adaptierten Zahlungsprofile jeweils mit einem Skalarprodukt ausge-

stattet. Für die durch den Auszahlungswert des Portfolios der N Wertpapiere gegebene lineare 
Abbildung L : HN  W wird die Darstellungsmatrix beschrieben, die dazu adjungierte Ab-

bildung L* : W  HN bereitgestellt und für die Abbildungen L und L* werden additive Zer-

legungen angegeben. Schließlich werden noch einige Lagebeziehungen für lineare Unter-
räume von W und HN hergeleitet.      

2.1 Preisprozess und Handelsstrategie   

Es wird der mathematisch wesentlich einfachere Fall betrachtet, bei dem für die Zeitparame-
termenge I die endliche diskrete Menge  

I = {0,1,…,T}   (T  )  
gewählt wird. Bei einer konkreten Anwendung erfolgt zunächst die mathematische Model-

lierung der Preisentwicklung j
tS  für die N ausgewählten Wertpapiere (Finanzinstrumente) 

jS , j = 1,…,N, des Marktmodells. Damit erhält man die zeit- und zufallsabhängige Entwick-

lung des hier als Spaltenvektor geschriebenen Preisprozesses

S = (S0,…,St,…,ST)T  N(T+1),   tS  = ( 1
tS ,…, N

tS )T  N

(t  I = {0,…,T}), mit der deterministischen Anfangswertbedingung 0
jS  [0,[   (j  J

= {1,…,N}). Dann können alle nach den Modellvoraussetzungen endlich vielen möglichen 
Kursentwicklungen (Pfadvektoren) des Preisprozesses S zu einem endlichen Zustands-
raum1 Ω zusammengefasst werden, der alle im Modell auftretenden zufallsabhängigen Zu-
stände (Szenarien, theoretisch möglichen Elementarereignisse) ω enthält: Ω = K < , Ω
= {ω1,…,ωK}. Jeder Kursentwicklung ωk  Ω entspricht ein Pfadvektor 

( )kS    = ( 0 ( )kS  ,…, ( )t kS  ,…, ( )T kS  )T  mit                      

( )t kS   = ( 1( )t kS  ,…, ( )j
t kS  ,…, ( )N

t kS  )T  [0,[N

(t = 0,..,T; k = 1,..,K). Damit ist die Kursentwicklung von S als N-wertiger, genauer [0,[N

-wertiger, stochastischer Prozess über I  Ω dargestellt. 2 Der Preisprozess  
S = (St(ω))tI,ωΩ

1  Die Bildung des Zustandsraum Ω aus der Kursentwicklung des Preisvektors S wird bei Kremer 
(2011), S. 151f, bei Hausmann et al. (2002), S. 350, und auch hier im nachfolgenden Abschnitt 2.4 
noch ausführlicher behandelt.   

2  Die Definition des stochastischen Prozesses als Funktion X : (t,ω)  I x Ω # X(t,ω) = Xt(ω)  N

und ausführlichere Betrachtungen dazu findet man bei Bauer (2002) WT, S. 304, Kremer (2011), 
S. 147, Hausmann et al. (2002), S. 367. Für festes ω  Ω wird die auf I definierte Abbildung X(.,ω) 
: t  I # Xt(ω) als zu ω gehöriger Pfad (Trajektorie, Realisation) des stochastischen Prozesses X

bezeichnet. Für festes t  I ist Xt = X(t,.) : ω  Ω # Xt(ω)  N eine Zustandsfunktion auf Ω. 
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liegt im Vektorraum SN := (N)I x Ω der N-wertigen stochastischen Prozesse über I  Ω. Ein 

für Anwendungen wichtiges Beispiel eines Mehrperiodenmodells (englisch: multi-period 
model) ist das Binomialbaummodell3 (Cox-Ross-Rubinstein-Modell, CRR-Modell) aus 
N = 2 Finanzinstrumenten (einem festverzinslichen Wertpapier S1 = B und einer dividenden-
losen Aktie S2 = S) mit n = T/Δt   Zeitperioden und 2n Endzuständen ω  Ω.        
Bei den hier verwendeten Wertpapieren sollen nun auch Dividendenzahlungen mit erfasst 
werden. Dazu verwendet man beim j-ten Wertpapier neben dem Preisprozess Sj auch noch 

einen Dividendenprozess j  und den kombinierten Preisprozess  
, jS  = jS  + j .  

Um aus den N Wertpapieren ein Portfolio (Bündel, Mischung, Zusammenfassung) zu bilden, 
in welchem jedes dieser Wertpapiere Sj in einer bestimmten Stückzahl hj   vorkommt, ist 
der (Spalten-)Vektor h = (h1,…,hN)T  N festzulegen. Die Verwendung von nichtganzzah-
ligen und auch negativer Werte hj ergibt sich aus der Voraussetzung eines vollkommenen 
Kapitalmarkts4. Der Wert des Portfolios im Zeitpunkt t ist dann die Summe der Positionen 

j
tS ◊hj aller N Wertpapiere, also das Standardskalarprodukt des N von tS und h bzw. das 

Matrizenprodukt des Zeilenvektors tS T  und des Spaltenvektors h:     

tS hT  = 
1

N
j j

t
j

S h

 .  

Falls der Portfoliovektor h ebenfalls noch zeit- und zufallsabhängig (z. B. abhängig von den 
Kursentwicklungen bestimmter Aktien bis zum Zeitpunkt t) sein soll, nimmt man h
= (ht(ω))tI,ωΩ als N-wertigen stochastischen Prozess über I  Ω. Auch hierfür wird im Fol-
genden die Vektorschreibweise  

h = (h0,h1,…,hT)T

mit ht = ( ( ))th    , t  I, und ( )th   = 1( ( ),..., ( ))N
t th h  T  N verwendet. Der (Vermö-

gens-)Wert des Portfolios im Zeitpunkt t ist dann   

Vt(h) = t tS hT  = 
1

N
j j

t t
j

S h

 .  

3  Das Binomialbaummodell wird z. B. beschrieben bei Kremer (2011), S. 229–286, (2017), S. 45–
53, 75–96, Bäuerle und Rieder (2017), S. 21–36, 85f, 89–92, Trautmann (2007), S.327–374, 
Sandmann (2010), S. 36f, 199ff, Rudolph und Schäfer (2010), S. 257ff. 

4  Eine negative Anzahl hj des Wertpapiers Sj im Portfolio bedeutet analog zu einem negativen Kon-
tostand in Euro auf einem Bankkonto, dass hj Wertpapiere Sj geliehen und dann anderweitig am 
Markt verkauft wurden und daher eine Schuld in der Höhe hjSj in diesem Wertpapier besteht. Dass 
bei einer negativen Anzahl hj derselbe Preis Sj verwendet wird wie bei einer positiven Anzahl, ist 
eine der Annahmen des sogenannten vollkommenen Kapitalmarkts, nämlich dass beim Kauf und 
beim Verkauf der gleiche Preis gilt. Eine ausführlichere Beschreibung der idealisierenden Annah-
men des vollkommenen Kapitalmarkts findet man beispielsweise bei Kruschwitz (1999), S. 39, 64, 
140f, Korn u. Korn (1999), S. 66, Hausmann et al. (2002), S. 27f, 39, 73, 132, 198f, 411, Kremer 
(2011), S. 6f, Deck (2006), S. 8f, Trautmann (2007), S. 7–15, Deutsch (2008), S. 59–61, Kallsen 
(2009), S. 35, Sandmann (2010), S. 20ff, 200, Rudolph und Schäfer (2010), S. 207f, 239, Reitz 
(2011), S.73f., Hull (2012), S. 144, Korn (2014), S. 103, Bäuerle u. Rieder (2017), 4–5.        
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Abb. 2.1 Grafische Darstellung eines Beispiels für einen dividendenlosen Preisprozess S ( = 0) und 
eine Handelsstrategie h in einem Einperiodenmodell (T = 1) mit zwei Zuständen (K = Ω
= 2), den Vermögenswerten V0(h), V1(h) des Portfolios, dem Startkapitaleinsatz V0(h) vor 
dem Handeln (der Umschichtung), dem Reinvestitionswert R0(h) nach dem Handeln im 
Zeitpunkt 0 und dem daraus sich entwickelnden Endkapital V1(h) für die Entnahme im Zeit-
punkt 1.  

Bei der nachfolgenden Modellierung des Wissenszuwachses hinsichtlich der stochastischen 
Prozesse S und δ wird in Abschnitt 2.4 zu den Preisprozessen S und δ die natürliche Filtra-
tion F = (Ft)tI von -Algebren konstruiert, mit der diese Prozesse S und δ dann F-adaptiert5

bzw. die zugehörigen Zustandsfunktionen St und δt Ft-messbar6 sind (t  I). Der verwendete 

Handelsprozess h soll nun ebenfalls an diese Filtration F adaptiert und darüber hinaus noch 

F-vorhersehbar (vorhersagbar, englisch: predictable, previsible) sein. Dies bedeutet, dass 

die Zustandsfunktion h0 F0-messbar (F0 = {,Ω}, P0 = {Ω}), also nach der unten in Ab-

schnitt 2.3 noch folgenden Charakterisierung der Messbarkeit konstant auf Ω ist und für die 
weiteren Zeitpunkte t = 1,…,T die jeweilige Zustandsfunktion ht sogar Ft-1-messbar ist. Nach 

Abschnitt 2.3 bedeutet dies, dass ht auf jedem At-1  Pt-1 (= Z(Ft-1), siehe Abschnitt 2.2) kon-

stant ist und dass zum Zeitpunkt t - 1 schon bekannt, welches Ereignis At-1 eingetreten ist und 
welcher Wert ht(At-1) für die Zustandsfunktion ht angenommen wird. Insbesondere ist dann 
auch noch h1 konstant auf Ω. Ein vorhersehbarer Handelsprozess h für die Portfolioentwick-
lung wird als Handelsstrategie bezeichnet. Ein einfaches Beispiel für einen Preisprozess S
und eine Handelsstrategie h wird in der Abbildung 2.1 dargestellt. Bei der Bewertung von 

5  Die Definition der Adaptiertheit eines stochastischen Prozesses S = (St)tI = (S0,…,ST)T  bezüglich 
einer Filtration (Ft)tI von -Algebren durch die Ft-Messbarkeit der einzelnen Zustandsfunktionen 

St bezüglich der -Algebra Ft gibt Kremer (2011) auf S. 147, Bauer (2002) WT (Wahrscheinlich-

keitstheorie) auf S. 138.  
6  Die Definition der Messbarkeit einer Zustandsfunktion gibt Bauer (1992) MI (Maß- und Integrati-

onstheorie) auf S. 41. Die Messbarkeit wird hier in Abschnitt 2.3 bei endlichem Zustandsraum noch 
durch die Konstanz auf den Elementen der induzierten Partition charakterisiert.    
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Zahlungsprofilen werden im Folgenden nur Zahlungsprofile X betrachtet, die an die vorge-
gebene Filtration F adaptiert und durch die Zahlungsprofile L(h) von (F-vorhersehbaren) 

Handelsstrategien h nachbildbar sind.   

Als weiterer Modellbestandteil könnte noch für die Kursentwicklungen ωk  Ω jeweils deren 
Eintrittswahrscheinlichkeit7 P(ωk) und somit insgesamt ein Wahrscheinlichkeitsmaß (W-
Maß) P : Ꮘ(Ω)  [0,1] modelliert werden.8 Es werden dabei nur Zustände ωk  Ω erfasst, 

die eine positive Wahrscheinlichkeit P(ωk) besitzen.9 Damit sind dann die Wahrscheinlich-
keiten P(A) aller Ereignisse A Ft  FT = Ꮘ(Ω) =: A im gefilterten Wahrscheinlichkeitsraum 

(Ω,(Ft)tI,P) festgelegt.10 Weiter ergeben sich auch die (Wahrscheinlichkeits-)Verteilungen11

(die W-Gesetze, die Bildmaße Vert(St) = St(P) = 
tSP  auf BN) für die Ft-messbaren N-werti-

gen Preis-Zustandsfunktionen St : Ω  N. Es wird sich aber zeigen, dass durch die Festle-
gung des Preises (X) eines Zahlungsprofils X nach dem Duplikationsprinzip (siehe Ab-
schnitt 3.3.2) diese Eintrittswahrscheinlichkeiten in die Bewertung nicht eingehen. Die Be-
wertung erfolgt nicht wahrscheinlichkeitstheoretisch (mit den tatsächlichen Wahrscheinlich-
keiten), sondern, wie in Kapitel 3 noch gezeigt wird, sicher (für alle ω  Ω) durch das Lösen 
linearer Gleichungssysteme, also mittels linearer Algebra.   

7  Beispielsweise werden die Eintrittswahrscheinlichkeiten bei der Kursentwicklung im Binomial-
baum-Modell modelliert bei Kremer (2011), S. 243–250.  

8  Die Annahme FT = Ꮘ(Ω) ist keine Einschränkung der Allgemeinheit, da man nach Kühn (2016), 

S. 37, andernfalls zum Grundraum Ω‘ = {Aω  FT : ω  Ω} übergehen kann, der aus den Atomen 

Aω = 
TA

A
 

∩
F

 FT (ω  Ω) der -Algebra FT besteht, und dann PT = {Aω : ω  Ω} = Ω‘ und FT

= (PT) =  (Ω‘) =Ꮘ(Ω‘) erhält.    
9  Die Annahme der Positivität der Eintrittswahrscheinlichkeiten P({ω}) für alle Zustände ω  Ω ist 

keine Einschränkung der Allgemeinheit, da man nach Kühn (2016), S. 37, andernfalls zum Teil-
raum Ω‘ = {ω  Ω : P({ω}) > 0}, zu den Spur--Algebren FT‘ = FT  Ω‘ und Ft‘ = Ft  Ω‘ (t  I) 

und zur Restriktion P‘ = 'T
P F  des W-Maßes P auf FT‘ übergeht. 

10  Die Definitionen der hier verwendeten Begriffe der Maß- und Wahrscheinlichkeitstheorie, nämlich 
-Algebra A in (über) Ω, Algebra, messbare Menge A  A, Messraum (Ω,A), Wahrscheinlichkeits-

maß (W-Maß) P, -Algebra BN der Borelschen Mengen (benannt nach dem französischen Mathe-

matiker Émile Borel, 1871–1956), Lebesgue-Borelsches Maß (L-B-Maß), benannt nach Émile 
Borel und seinem Landsmann und Mathematiker Henri Lebesgue, 1875–1941), Wahrscheinlich-
keitsraum (W-Raum) (Ω,A,P), Filtration F von -Algebren, gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum 

(Ω,F,P), natürliche (kanonische, minimale) Filtration, Zustandsfunktion, Zufallsvariable (messbare 

Zustandsfunktion) und adaptierter stochastischer Prozess, findet man bei Bauer (1992) MI, S. 3, 5, 
32, 38, 40, Bauer (2002) WT, S. 4, 14, 138, Kremer (2011), S. 141, 145f, Hausmann et al. (2002), 
S. 348f, 353. Bei einem endlichen Zustandsraum Ω sind auch die Potenzmenge Ꮘ(Ω) = {A : A  Ω} 

von Ω und die -Algebren A und Ft (t  I) endlich. Hier stimmt dann der Begriff der -Algebra mit 

dem Begriff der Algebra überein.    
11  Die Definition der (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung (des W-Gesetzes, Bildmaßes) Vert(X) := PX

:=X(P) auf BN für eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum) (Ω,A,P) definierte (A,BN)-

messbare Zufallsvariable X : Ω  N durch PX(A‘) := P{X  A‘} = P(X -1(A‘)), A‘  BN, findet 

man bei Bauer (2002) WT, S. 15.  
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2.2 Induzierte Partition einer -Algebra    

In welcher Weise die F-Adaptiertheit eines stochastischen Prozesses X  WN den Wissens-

zuwachs12 hinsichtlich des Prozesses beschreibt, wird im nachfolgenden Abschnitt 2.5 noch 
näher erläutert. Dazu wird aber zunächst noch die schöne bijektive Beziehung bereitgestellt, 
die es bei endlichem oder abzählbarem Zustandsraum Ω zwischen den -Algebren A über Ω

und den speziellen von A induzierten Partitionen Z(A) von Ω gibt. Mit dieser Beziehung kann 

dann die Messbarkeit einer auf Ω definierten Zustandsfunktion und die Adaptiertheit eines 
auf I  Ω definierten stochastischen Prozesses anschaulicher und übersichtlicher dargestellt 
werden.  

Bei endlichem oder abzählbarem Zustandsraum Ω gehört nicht nur zu jeder Partition13 P von 

Ω die von P erzeugte -Algebra14 (P) als die kleinste -Algebra A über Ω mit der Eigen-

schaft P  A,  

(P) := 
lgA ebra 


∩
C

P C

C

sondern auch umgekehrt zu jeder -Algebra A über Ω die eindeutig bestimmte feinste Parti-

tion15

12  Erklärungen und Beispiele zur Zunahme der Information über einen an eine Filtration F adaptierten 

stochastischen Prozess findet man bei Kremer (2011), S. 136–139, Hausmann et al. (2002), S. 351–
353. Die Interpretation der Adaptiertheit als Wissenszuwachs wird hier im nachfolgenden Abschnitt 
2.5 dargestellt.   

13  Die Definition für eine Partition (disjunkte Zerlegung, schlichte Überdeckung, Klasseneinteilung, 
Faserung) P  Ꮘ(Ω) einer Menge Ω   als ein Mengensystem von nichtleeren, paarweise disjunk-

ten (elementfremden) Teilmengen von Ω, deren Vereinigung wieder Ω ergibt, findet man beispiels-
weise im Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), S.95, bei v. Mangoldt und Knopp, Bd. 4 (1973), 

S. 16f, und Kremer (2011) auf S. 137: A    A  P, Ω = 
A

A


∪
P

, A1  A2 =  für A1, A2  P mit 

A1  A2. Die Definition für eine Filtration (Pt)tI von Partitionen Pt (Für s  t ist Ps ‚ Pt, d. h. Pt ist 

feiner als Ps:  At+1  Pt+1  At  Pt mit At+1  At; P0 = {Ω} (der Zufall tritt erst ab t = 1 auf), PT

= {{ω1},…,{ωK}}) und den dadurch gegebenen Informationspfaden (At)tI (At  Pt, At  At+1) im 

Informationsbaum findet man bei Kremer (2011) auf S. 137–139. Für die zur Filtration (Pt)tI von 

Partitionen gehörige Filtration (Ft)tI von -Algebren Ft = (Pt) gilt F0 = {,Ω}, FT = Ꮘ(Ω), Ft+1

 Ft für t = 0,…,T-1. Die erste Bedingung bedeutet, dass die Werte der adaptierten Prozesse zum 

Zeitpunkt t = 0 noch deterministisch und erst ab den Zeitpunkten t > 0 zufallsabhängig sind. Eine 
Filtration von -Algebren ist eine bezüglich der Mengenrelation  (umfasst) aufsteigende Folge 
von -Algebren.     

14  Die Definition einer von einem Mengensystem E  Ꮘ(Ω) (in Ω) erzeugten -Algebra (E) als die 

kleinste E umfassende -Algebra bzw. als Durchschnitt aller E umfassenden -Algebren findet 

man bei Bauer (1992) MI, S. 4. E heißt ein Erzeuger von (E). 
15  Den Beweis zur Existenz und Einzigkeit der von einer -Algebra A induzierten Partition Z(A) gibt 

Kremer (2011) auf S. 143f. für einen endlichen Zustandsraum Ω. Bei der Verallgemeinerung auf 
ein abzählbares Ω oder noch allgemeiner auf eine abzählbare -Algebra A (bei beliebigem Ω) muss 
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P = Z(A) := {Aω : ω  Ω}  A  mit  Aω := 
A

A
  

∩
A

 A,   

von Ω mit der Eigenschaft  
(P ) (P) = A.      

Diese Partition Z(A) ist also unter den Partitionen von Ω der feinste Erzeuger von A und wird 

die von der -Algebra A induzierte Partition genannt. Die Elemente Aω, ω  Ω, der Parti-

tion Z(A) sind für festes ω gegeben als der Durchschnitt der A mit ω  A  A und wegen der 

Abzählbarkeit von Ω bzw. allgemeiner wegen der Abzählbarkeit von A mittels einer abzähl-

baren Durchschnittsbildung definiert und somit auch Elemente von A. Mit A ist auch die 

Teilmenge Z(A) abzählbar. Die Elemente Aω von Z(A) sind in A nicht weiter teilbar (Begrün-

dung nachfolgend in Beweisteil 1) und werden als atomare Mengen („Atome“) der -Al-
gebra A bezeichnet. Analog können die Elemente ω‘  Aω als die „Nukleonen“ von Aω und 

die Mengen C  A, die nach Beweisteil 2) aus den Atomen Aω, ω  C, zusammengesetzt 

sind, als „Moleküle“ bezeichnet werden.  

Beweis zur Existenz und Einzigkeit der induzierten Partition zu einer -Algebra in einem abzählbaren 
Zustandsraum Ω: Der Beweis wird noch etwas allgemeiner unter der Voraussetzung geführt, dass A

eine abzählbare -Algebra ist. Eine dazu äquivalente Voraussetzung ist, dass es eine abzählbare Parti-
tion E von Ω mit (E) = A gibt.  

1) Als Erstes wird gezeigt, dass das oben definierte Mengensystem Z(A) eine Partition von Ω ist. Jede 

zu festem ω  Ω als Durchschnittsmenge gebildete Menge Aω ist als Durchschnitt von höchstens ab-
zählbar vielen A  A, da A abzählbar ist, in A gelegen. Weiter ist Aω nichtleer, da zumindest A = Ω die 

Eigenschaft ω  A  A erfüllt, somit das Mengensystem für die Durchschnittbildung nichtleer ist und 

ω  Aω gilt. Außerdem ist Ω die Vereinigung aller Aω, ω  Ω. Es ist somit nur noch zu zeigen, dass für 
zwei Aω, Aω‘  Z(A) entweder Aω  Aω‘ =  oder Aω = Aω‘ gilt. Im Fall B := Aω  Aω‘   ist also Aω

= Aω‘ zu zeigen. Da A eine -Algebra ist, gilt wegen Aω, Aω‘  A auch B  A, C := Aω \ B  A. Aufgrund 

der Definition von B und C gilt B, C  Aω. Es wird nun zunächst begründet, dass der Fall ω  B, also 
ω  C := Aω \ B  Aω nicht auftreten kann. Andernfalls würde nämlich aus ω  C  A und der Defini-

tion von Aω die Inklusion Aω  C, dann insgesamt die Gleichheit Aω = C und schließlich der Wider-
spruch B = Aω \ C =  folgen. Demzufolge kann nur der Fall ω  B eintreten, so dass aus ω  B  A

die Inklusion Aω  B und insgesamt die Gleichheit Aω = B folgt. Da Analoges für ω‘ an Stelle von ω
gezeigt werden kann, ergibt sich im Fall B   die Gleichheit Aω = B = Aω‘.     

beim Beweis von Kremer nur der Begriff Algebra durch -Algebra ersetzt werden (siehe nachfol-
genden Beweis). Für überabzählbares A ist jedoch diese bijektive Beziehung einer -Algebra zu 

einer Partition nicht mehr gegeben: Im Allgemeinen muss dann Aω kein Element der -Algebra A

mehr sein. Für Ω =  enthalten zwar die beiden überabzählbaren -Algebren B1 und Ꮘ(Ω) wegen 

{ω}  B1 und {ω}  Ꮘ(Ω) auch die überabzählbare Partition P := {{ω} : ω  } als feinste Parti-

tion von  überhaupt, aber es gilt (P) ⊊ B1 ⊊ Ꮘ(). Die Partition P ist also jeweils kein Erzeuger 

für B1 und für Ꮘ(Ω). Die Eigenschaft (P)  B1 ergibt sich, da das Mengensystem C := {A   : 

A abzählbar .  \ A abzählbar} nach Bauer (1992) MI, S. 3, Bsp. 2, eine -Algebra ist und dann 
(P) = C  B1 ist. Für die Eigenschaft B1 Ꮘ() gibt Bauer (1992) MI, S. 52, ein Beispiel für eine 

mittels des Auswahlaxioms nicht ganz einfach zu konstruierende nicht-Borelsche Menge A
 Ꮘ() \ B1 an. 
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Begründung der Atomarität (Unteilbarkeit) von Aω in A: Mit dem eben verwendeten Beweisgang kann 

auch begründet werden, dass jedes Aω  Z(A) in A nicht weiter teilbar ist, dass es also keine Zerlegung 

Aω = B  C mit nichtleeren, disjunkten B, C  A (B, C  Aω) gibt: Nimmt man nämlich eine derartige 

Zerlegung an und o. E. ω  C  A, so folgt wie oben Aω = C und B = Aω \ C = , also ein Widerspruch.                  

2) Als Zweites ist nachzuweisen, dass (Z(A)) = A gilt, dass also A die von Z(A) erzeugte -Algebra 

bzw. Z(A) ein Erzeuger von A ist.  

„“: Die Inklusion „“ erhält man, da Z(A)  A gilt, A eine -Algebra und (Z(A)) die kleinste Z(A) 

umfassende -Algebra ist.  
„“: Zur Begründung der umgekehrten Inklusion „“ ist für ein beliebiges D  A die Eigenschaft D

 (Z(A)) zu beweisen. Für D =  ist dies erfüllt, da (Z(A)) eine -Algebra ist. Für D   und jedes 

ω  D gilt, wie oben in 1) bereits begründet wurde, ω  Aω und somit die Inklusion  

D = { }
D




∪ 
D

A


∪  =: C.  

C liegt als die Vereinigung der abzählbar vielen Aω  Z(A) ((Z(A))  A, A abzählbar), ω  D, eben-

falls in der -Algebra (Z(A)). Außerdem gilt für jedes ω  D wegen ω  D  A und der Definition 

von Aω als Durchschnitt aller A  A mit ω  A  A die Inklusion Aω  D und somit C  D. Insgesamt 

ist somit D = C  (Z(A)), also auch A  (Z(A)) und insgesamt A = (Z(A)) gezeigt.  

Für die D  A ist damit auch die Molekülstruktur mit seinen abzählbar vielen Atomen Aω  Z(A), 

ω  D, gezeigt:  

Für D  A gilt D = 
D

A


∪ .             

Schreibt man die Partition  
P = Z(A) = {Aω : ω  Ω} = {Ap : p  P}  

mit einer abzählbaren Indexmenge P   für seine verschiedenen Elemente, so ist P = {1,…,k} bei 
endlichem P bzw. P =  bei abzählbar unendlichem P. Für die damit gebildete Menge  

D := {C = m
m M

A


∪  : M = M(C)  P},    

deren Elemente man allein durch die Vereinigungsbildung einer Auswahl der abzählbar vielen Ele-
mente Ap der Partition P erhält, gilt zunächst D  (P) = A. Außerdem wurde oben gezeigt, dass jedes 

D  A Molekülstruktur besitzt, also die Vereinigung der Aω  P mit ω  D ist, und somit Element von 

D ist. Daher gilt auch A  D und insgesamt D = A.16

3) Als Drittes ist zu beweisen, dass die Partition Z(A) feiner ist als jede Partition R ( A) von Ω mit der 

Eigenschaft  
(R) = A

und somit die eindeutig bestimmte feinste derartige Partition ist. Zum Nachweis der Aussage, dass Z(A) 

feiner ist als R, ist für ein beliebiges A  Z(A) die Existenz eines R  R mit A  R zu zeigen. Für A

 Z(A) gilt A  . Daher gibt es ein ω  A und dazu ein R  R mit ω  R  A. Nach Beweisteil 1 (mit 

ω  A = Aω‘  Z(A), ω  Aω) ist A = Aω, nach der Definition von Aω gilt Aω  R, also A = Aω  R. 

Damit ist Z(A) feiner als R.    

16  Die Aussage (P) = D ist der Inhalt des Lemmas 3.13 von Kremer (2011), S. 142.  
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2.3 Charakterisierung der Messbarkeit einer Zustandsfunktion     

Mit Hilfe der bijektiven Beziehung zwischen den -Algebren A und den von A induzierten 

Partitionen Z(A) eines endlichen (oder abzählbaren) Zustandsraums Ω kann die Messbarkeit 

einer auf Ω definierten Zustandsfunktion f auf einfache Weise charakterisiert werden:17

Charakterisierung der Messbarkeit einer Zustandsfunktion: Der Zustandsraum Ω sei ab-
zählbar. Eine N-wertige Zustandsfunktion f : Ω  N ist genau dann (A,BN)-messbar (A-

messbar), d. h.    
f –1(B) = {ω  Ω : f(ω)  B}  A  für alle B  BN

(BN = -Algebra der Borelschen Mengen in N), wenn f auf jeder Menge A  P := Z(A) 

konstant ist:  
Für jedes A  Z(A) gilt:  f(ω) = cA =: f(A)  N für alle ω  A.    

Bei der hier vorliegenden Behandlung des Mehrperiodenmodells mit endlichem Zustands-
raum kann dann also stets die letztere einfachere und anschaulichere Charakterisierung der 
Messbarkeit von Funktionen verwendet werden. Eine A-messbare Funktion wird daher auch 

als P-messbar bezeichnet. Als Folgerung der Konstanz der messbaren Funktion f auf jedem 

Element A der Zerlegung P = Z(A) ergibt sich in Abschnitt 2.6 eine Summendarstellung und 

eine Tupel-Schreibweise von f. In der Abbildung 2.2 ist eine messbare reellwertige Zustands-
funktion f auf endlichem Zustandsraum Ω dargestellt, die auf jedem Element Am der Partition 
P = {A1,A2,A3,A4} von Ω konstant ist. Die messbare Funktion f kann durch das Quadrupel 

(f(A1),f(A2),f(A3),f(A4))T = (5,0,2,7)T der Funktionswerte f(Am) beschrieben werden.       

17  Den Beweis zur Charakterisierung der Messbarkeit findet man bei Kremer (2011), S. 149, bzw. 
(2017), S. 126f, für endliches Ω. Für abzählbares Ω muss nur der Begriff Algebra durch -Algebra 
ersetzt werden. Für endliches Ω stimmt der Begriff -Algebra mit dem Begriff Algebra überein, 
für welche die Abgeschlossenheit der Vereinigungsbildung und die Additivität der Maße von paar-
weise disjunkten Mengen nur für endlich viele Mengen (endliche Additivität) statt für abzählbar 
viele Mengen (abzählbare Additivität, -Additivität) gefordert wird. Statt der Abzählbarkeit von Ω
genügt auch die Abzählbarkeit der beiden Mengen A und f(Ω).        
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Abb. 2.2 Grafische Darstellung einer messbaren reellwertigen Zustandsfunktion f : Ω  

Beweis zur Charakterisierung der Messbarkeit einer Zustandsfunktion f  (N)Ω bei abzählbarem Zu-
standsraum Ω: Bei abzählbarem Ω ist auch die -Algebra A  Ꮘ(Ω) := {T : T  Ω}, die dadurch indu-

zierte Partition Z(A) ( A) und die Bildmenge f(Ω) der N-wertigen Zustandsfunktion f abzählbar. Statt 

der Abzählbarkeit von Ω wird nachfolgend nur die Abzählbarkeit von A (bzw. Z(A)) und f(Ω) verwen-

det. Mit abzählbaren Indexmengen P, L   gilt also   
Z(A)  = {Ap  A : p  P},   

f(Ω) = {ci  N : i  L}.   

1) „⇐“: Falls nun f auf jedem Ap  Z(A) ( A) jeweils konstant ist und zu festem ci  f(Ω) genau für 

die Indizes p  Pi  P auf den Mengen Ap  Z(A) der Funktionswert f(Ap) = ci angenommen wird, so 

gilt wegen der Abzählbarkeit der Indexmenge Pi ( P) zunächst für die Urbildmenge     

Ui := f 1({ci}) = 
i

p
p P

A


∪

die Inzidenz Ui  A für jedes ci  f(Ω). Daraus folgt dann auch für jedes B  BN wegen der Abzählbar-

keit der Indexmenge {i  L : ci  B} ( L) auch die Inzidenz  

f 1(B) = f 1(B  f(Ω)) = 1

:

({ })
i

i
i L c B

f c

 

∪  = 
: i

i
i L c B

U
 

∪  A.  

Die Funktion f ist somit messbar.  

2) „⇒“: Ist umgekehrt f messbar, also f 1(B)  A für alle B  BN, so liegen insbesondere für die spezi-

ellen Borelschen Mengen18 {ci}  BN (i  L) deren Urbildmengen in A: Es ist also Ui = f 1({ci})  A

und f(Ui) = ci. Wegen der Abzählbarkeit von A und des (nach Beweisteil 2 von Abschnitt 2.2) daraus 

resultierenden „Molekülaufbaus“ der Elemente von A mit den Atomen Ap von Z(A) gilt  

Ui = 
i

p
p P

A


∪

mit einer Indexmenge Pi  P. Die Urbildmenge Ui von ci setzt sich aus bestimmten Ap  Z(A) zusam-

men, auf denen f den konstanten Wert ci annimmt. Damit ist auch f(Ap) = ci für diese p  Pi, also f
konstant auf jedem Atom Ap, das beim Molekülaufbau der Urbildmengen Ui beteiligt ist.        

18  Nach Bauer (1992) MI, S. 35, sind die einpunktigen Teilmengen {x} des N Borelsch und L-B-
Nullmengen (Nullmengen des Lebesgue-Borelschen Maßes, des L-B-Maßes). Außerdem ist dann 
auch jede abzählbare Teilmenge des N Borelsch und L-B-Nullmenge.   
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Es soll nun noch für ein beliebig fixiertes Am  Z(A) gezeigt werden, dass f auf Am konstant ist. Dazu 

wählt man ein ω‘  Am  . Für den zugehörigen Funktionswert f(ω‘)  f(Ω) gilt f(ω‘) = ci mit einem 
i  L. Daher ist ω‘  Ui und ω‘  Ap  Z(A) mit einem p  Pi (Ap  Ui). Daraus folgt zunächst Am = Aω‘

= Ap und dann für deren Bildmengen f(Am) = f(Ap) = {ci}, so dass f auf Am konstant ist. 

3) Anmerkungen:  
a) Schwächere hinreichende Bedingung für die Charakterisierung der Messbarkeit der Zustandsfunk-
tion: Im Beweisteil 1) wird deutlich, dass für diese Charakterisierung der Messbarkeit einer Zustands-
funktion f statt der Abzählbarkeit des Zustandsraum Ω es auch genügt, dass sowohl die -Algebra A

(und damit Z(A)) als auch die Bildmenge f(Ω) abzählbar sind.     

b) Information über die Funktionswerte einer messbaren Funktion mittels „beobachtbarer“19 (d. h. in A

gelegener) Urbildmengen: Die Darstellung  

f 1(B) = 
: i

i
i L c B

U
 

∪

der Elemente f 1(B) der von der Zustandsfunktion f erzeugten -Algebra   
F := (f) := f 1(BN) = {f 1(B) : B  BN} 

in Beweisteil 1) bedeutet, dass wegen der vorausgesetzten Abzählbarkeit der Bildmenge f(Ω) bzw. der 
zugehörigen Indexmenge L die Elemente von F jeweils durch Vereinigung von abzählbar vielen Ele-

menten der abzählbaren Partition  
U = {Ui = f 1({ci}) : i  L}  

von Ω gebildet werden können. Damit gilt F  (U).  

Da wegen {ci}  BN und der Definition von F außerdem Ui F (i  L) und somit stets auch die umge-

kehrte Inklusion (U)  F gilt, folgt hier insgesamt  

(U) = F,  

sodass U ein Erzeuger von F ist. Bei abzählbarer Bildmenge f(Ω) genügt es also für die Messbarkeit 

von f, d. h. für die Inklusion F := f 1(BN)  A, wenn die Inklusion 

U  A  

für den Erzeuger U von F gilt. In diesem Fall liegt dann nämlich auch F = (U) in A und f ist messbar.  

Bei einer A-messbaren Zustandsfunktion f liegen alle f-Urbildmengen f –1(B) (B  BN) bzw. Ui

= f 1({ci}) (ci  f(Ω)) in der -Algebra A der „beobachtbaren Ereignisse“ A  Ω. Die Information über 

die Lage der Funktionswerte der messbaren Funktion f in  wird also widergespiegelt durch die Parti-
tion U bzw. durch die -Algebra (U) = (f) der Urbildmengen in A. In der Vorausschau sind alle diese 

Urbildmengen beobachtbare Ereignisse. Nach Ablauf des zugehörigen wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Experiments ist dann für jede Urbildmenge bekannt, ob sie eingetreten ist oder nicht, bzw. ob ein 
zugehöriger Funktionswert angenommen worden ist oder nicht.        

19  Die „theoretisch möglichen Ereignisse“ A Ꮘ(Ω) und die „beobachtbaren Ereignisse“ A  A wer-

den bei Bauer (2002) WT auf S. 5 unterschieden.  
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2.4 Beschreibung des Wissenszuwachses über einen Prozess 
durch die natürliche Filtration   

Nach der Modellierung der Kursentwicklung der Wertpapiere soll auch die im Lauf der Zeit 
erfolgende Zunahme der Information über die Kursentwicklung bzw. über den Preisprozess 
S  (N)IxΩ modelliert werden. Dies erfolgt durch die Konstruktion eines Zustandsraums Ω, 
einer Filtration (Pt)tI von Partitionen Pt von Ω und der zugehörigen Filtration (isotonen bzw. 

aufsteigenden Familie) F = (Ft)tI von -Algebren Ft = (Pt), an welche der N-wertige Preis-

prozess S adaptiert ist. Genau genommen erfolgt die Konstruktion der sogenannten natürli-
chen (kanonischen, minimalen, assoziierten) Filtration20 des Preisprozesses S. Die hierbei 
für jeden Zeitpunkt t  I angegebene -Algebra Ft ist die von den Abbildungen Ss : Ω  N, 

s  t, erzeugte -Algebra, also die kleinste -Algebra A, bezüglich der jede der Zustands-

funktionen Ss, s  t, (A,BN)-messbar ist (BN ist die -Algebra der Borelschen Mengen in N):  

Ft  = (Ss; s  t)  = ( ( ))s
s t

S 


∪

 = 1( ( ))N
s

s t

S 



∪ B  = 1( { ( ) : })N
s s s

s t

S B B 



∪ B .  

Nach den Überlegungen im obigen Beweisteil 1) von Abschnitt 2.3 zur Charakterisierung 
der Messbarkeit genügt es bei endlichem oder abzählbarem Zustandsraum Ω (und damit ab-
zählbarem Bildraum Ss(Ω)) statt der Urbildmengen Ss

-1(Bs) von beliebigen Borelschen Men-
gen Bs  BN nur die Urbildmengen der speziellen (abzählbaren) Teilmengen Bs  Ss(Ω) 

( N) zu betrachten:21

Ft  = 1( { ( ) : ( )})s s s s
s t

S B B S 



∪ .     

Nach den Anmerkungen in Teil 3 b) des Beweises in Abschnitt 2.3 spiegelt die einzelne -
Algebra Ft = (Ss; s  t) das Wissen über die bis zum Zeitpunkt t angenommenen Funktions-

20  Den Begriff der von Abbildungen Ss (s  {1,..,t}) erzeugten -Algebra Ft = (Ss; s  {1,..,t}) und 

der kanonischen (minimalen) Filtration F = (Ft)tI, Ft = (Ss; s  t), findet man bei Bauer (1992) 

MI, S. 42, bzw. (2002) WT, S. 138, die Definition der Borelschen Mengen und des Lebesgue-
Borelschen Maßes (L-B-Maßes) bei Bauer (1992) MI, S. 32. Die von den Abbildungen Ss (s  t) 
erzeugte -Algebra Ft = (Ss; s  t) ist die kleinste -Algebra, bezüglich der jedes Ss messbar ist. 

Allgemein ist eine einzelne -Algebra die Grundlage für die Definition eines Maßraums bzw. eines 
Wahrscheinlichkeitsraums. Die spezielle -Algebra Ft = (Ss; s  t) hier spiegelt das Wissen über 

die vom Prozess S im Zeitraum [0,t] angenommenen Funktionswerte Ss(ω)  wider. Weiter ist im 
Zeitpunkt t dann bekannt, welche der Ereignisse E  (Ss)  Fs (s  t) eingetreten sind und welche 

Funktionswerte Ss(ω) in den Zeitpunkten s  t angenommen wurden. Mit der natürlichen Filtration 
(Filtrierung) F = (Ft)tI der -Algebren Ft = (Ss; s  t) kann die bis zum jeweiligen Zeitpunkt t

vorhandene Information über den stochastischen Prozess S und damit der Wissenszuwachs be-
schrieben werden.         

21  Bei abzählbarem Ω ist nämlich auch das Bild Ss(Ω) abzählbar und nach Bauer (1992) MI, S. 35, 
Borelsch (eine Borelsche Menge) und L-B-Nullmenge. Für beliebiges Bs  BN ist dann ihre Teil-

menge Bs‘ := Bs  Ss(Ω)  Ss(Ω) abzählbar, Bs‘  BN und Ss
-1(Bs) = Ss

-1(Bs‘). Umgekehrt ist auch 

jede Teilmenge Bs‘ von Ss(Ω) abzählbar und damit Borelsch.   
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werte Ss(ω), ω  Ω, s  t, wider. Außerdem spiegelt Ft nach der ausführlicheren Erklärung 

im nächsten Abschnitt 2.5 auch das Wissen über die zum Endzeitpunkt T noch möglichen 
Funktionswerte wider. Da die -Algebra Ft von allen Ss, s  t, erzeugt wird, bildet die Folge 

F = (Ft)tI eine aufsteigende (isotone) Folge, also eine Filtration von -Algebren. Die auf-

steigende Folge F modelliert somit den im Laufe der Zeit erfolgenden Wissenszuwachs über 

den Preisprozess S.           
Mit dieser Filtration F von -Algebren Ft liegt der Preisprozess S im Untervektorraum22

WN := WN(F) = {X  (N)IxΩ : X ist F-adaptierter stochastischer Prozess}   

der F-adaptierten N-wertigen stochastischen Prozesse. In Abschnitt 2.5 wird noch begrün-

det, dass auch für einen beliebigen stochastischen Prozess X die Adaptiertheit als Wissens-
zuwachs interpretiert werden kann. Die bei Kremer (2011), S. 151f, angegebene Konstrukti-
onsmethode für den Zustandsraum und die natürliche Filtration wird nachfolgend etwas aus-
führlicher dargestellt. Ein Zahlenbeispiel für einen an eine Filtration P von Partitionen adap-

tierten Preisprozess S wird in Beispiel 3.2 in Abschnitt 3.2.1 gegeben, in dem auch der Wis-
senszuwachs über S mit dem Informationsbaum veranschaulicht wird.   

Konstruktion des endlichen Zustandsraums und der natürlichen Filtration zu einem Prozess S: 
Nach der mathematischen Modellierung der Kursentwicklung der N Wertpapiere Sj (j  J = {1,…,N}) 
können die Kurspfade des N-dimensionalen Preisvektors S = (S1,…,SN)T angegeben werden. Es sind 
dies K paarweise verschiedene Abbildungen  

S(k) : t  I = {0,…,T} # S(k)(t) := St(k) := ( 1( )tS k ,…, ( )N
tS k )T  N

mit der zum Zeitpunkt t = 0 gehörigen gleichen Anfangswertbedingung  

S(k)(0) := S0(k) := ( 1
0 ( )S k ,…, 0 ( )NS k )T = (a0

1,…, a0
N)T = a0  N

für alle k  {1,…,K}. Jede dieser K Abbildungen S(k) liefert einen Pfadvektor  
ωk := S(k) = (St(k))tI = (S0(k),…,ST(k))T  N(T+1)

und beschreibt ein Szenario (einen Umweltzustand, ein Elementarereignis, ein theoretisch mögliches 
Ereignis) für das Marktmodell. Die Menge dieser Pfadvektoren ergibt den Zustandsraum Ω des Markt-
modells:  

Ω := {ωk = S(k) : k = 1,…,K}.  
Damit kann auch ein N-dimensionaler Preisprozess Ŝ als stochastischer Prozess  

Ŝ : (t,ω)  I  Ω # Ŝ(t,ω) = Ŝt(ω)  N

durch die Zuordnungsvorschrift  
Ŝ : (t,ωk)  I  Ω # = Ŝt(ωk) := St(k)                

derart definiert werden, dass jeweils der zum Zustand ωk  Ω gehörige Pfad (Trajektorie, Realisation)  
Ŝ(.,ωk) : t  I # Ŝt(ωk) = St(k)  N

bzw. das zugehörige N(T+1)-Tupel (Ŝ0(ωk),…,ŜT(ωk))T mit dem k-ten Pfadvektor ωk = (S0(k),…,ST(k)) 
des Preisvektors S übereinstimmt. Außerdem erfüllt der Preisprozess Ŝ die gemeinsame Anfangswert-
bedingung Ŝ0(ωk) = S0(k) = a0 für alle ωk  Ω. Aufgrund der Identität Ŝt(ωk) = St(k) können die Indizes 
k und die Zustände ωk identifiziert und der Preisprozess Ŝ wie der Preisvektor auch mit S bezeichnet 
werden: Ŝt(ωk) =: St(ωk).  

Nachfolgend wird nun eine Filtration P = (Pt)tI von Partitionen Pt des Zustandsraums Ω derart kon-

struiert, dass der Preisprozess S an die Filtration P adaptiert ist. Dazu wird für den festen Zeitpunkt t  I

22  Die Unterraum-Eigenschaften (  WN  (N)IxΩ, WN + WN  WN, WN  WN für alle   ) 

von WN ergeben sich aus O  WN und den bei Bauer (1992) MI, S. 59, Satz 9.4, angegebenen Ei-

genschaften der messbaren Funktionen, nämlich dass jede konstante Funktion messbar ist und mit 
zwei messbaren reellwertigen Funktionen auch deren Summe und deren Produkt messbar sind.      
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der zum Zeitintervall [0,t] gehörige Teilprozess Pt := (S0,…,St)T als Abbildung       
Pt : ω  Ω # Pt(ω) := (S0(ω),…,St(ω))T  Pt(Ω)  N(t+1)

betrachtet. Zu den Punkten ct = ( 0
tc ,…, t

tc )T  Pt(Ω) werden dann die Ereignisse A(ct)  Ω als die zur 

Abbildung Pt gehörigen Urbildmengen von ct definiert:     
A(ct) := (Pt)-1({ct}) = {ω  Ω : Pt(ω) = ct}   

= {ω  Ω : Ss(ω) = t
sc  für s = 0,…,t} = 

1({ })t
s s

s t

S c



∩ .     

Für das aus diesen Ereignissen A(ct) gebildete Mengensystem 
Pt = {A(ct) : ct  Pt(Ω)}  

wird gezeigt, dass es eine Partition von Ω ist: Zunächst ist wegen K = Ω  1, Ω   auch Pt(Ω)  . 
Für jedes ct  Pt(Ω) existiert dann ein ω‘  Ω mit Pt(ω‘) = ct, sodass ω‘  A(ct) ist und A(ct) nicht leer 
ist. Zu jedem ω  Ω existiert das Pt-Bild ct := Pt(ω)  Pt(Ω), sodass ω  A(ct) gilt und insgesamt Ω die 
Vereinigung dieser A(ct) ist. Falls es zu ct, d t  Pt(Ω) ein ω‘  A(ct)  A(d t) gibt, folgt ct = Pt(ω‘) = d t

und A(ct) = A(d t). Verschiedene derartige Ereignisse A(ct), A(d t) sind also auch disjunkt. Die Ereignisse 
A(ct), ct  Pt(Ω), liefern also eine (disjunkte) Zerlegung von Ω.        
Weiter wird gezeigt, dass das System P = (Pt)tI eine Filtration von Partitionen ist: Für t = 0 und das 

deterministisch bestimmte23

c0 = 0
0c  = a0 = S0(Ω) = P0(Ω)  

ist A(c0) = (P0)-1({c0}) = Ω und P0 = {Ω}. Für t = T und cT  PT(Ω) = S(Ω) ist mit einem ωk Ω zunächst  

cT = PT(ωk) = S(ωk) = (S0(ωk),…,ST(ωk))T = (S0(k),…,ST(k))T = ωk,  
damit ωk eindeutig durch cT festgelegt und somit A(cT) = (PT)-1({cT}) = S-1({cT}) = {ωk}. Ingesamt er-
hält man PT = {{ω1},…,{ωK}}.  

Für t {0,…,T-1} ist Pt+1 feiner als Pt, d. h. zu jedem A(ct+1)  Pt+1, ct+1 = ( 1
0
tc  ,…, 1t

tc  , 1
1

t
tc 
 )  Pt+1(Ω), 

gibt es ein A(ct)  Pt mit A(ct+1)  A(ct): Mit der Festlegung ct := ( 1
0
tc  ,…, 1t

tc  ) Pt(Ω) gilt nämlich  

A(ct+1) = 
1 1

1

({ })t
s s

s t

S c 

 

∩  = A(ct)  1 1
1 1({ })t

t tS c 
   A(ct).    

Aufgrund der Definition der Ereignisse A(ct)  Pt ist die Abbildung Pt = (S0,…,St) auf jedem A(ct) kon-

stant gleich ct und somit messbar bezüglich der Partition Pt bzw. bezüglich der von Pt erzeugten -Al-

gebra  
Gt := (Pt).  

„Ft  Gt “: Die Konstanz von Pt auf jedem A(ct) bedeutet auch, dass die Abbildungen Ss, s  t, auf jedem 

A(ct)  Pt konstant gleich t
sc  und somit ebenfalls messbar bezüglich Gt sind. Da für jedes cs  Ss(Ω) 

 N die einelementige Menge {cs} in BN liegt, folgt wegen der (Gt,BN)-Messbarkeit der Abbildung Ss, 

dass Ss
-1({cs})  Gt gilt. Weiter ist dann auch für jede (abzählbare) Teilmenge Bs  Ss(Ω) deren Urbild-

menge  

Ss
-1(Bs) = 1

( )

({ })
s s s

s s
c B S

S c




 

∪

ebenfalls ein Element von Gt. Schließlich folgt für die von den Abbildungen Ss (s  t) erzeugte -Al-

gebra Ft und die vom Mengensystem Pt erzeugte -Algebra Gt = (Pt) die Inklusion    

Ft = 
1( { ( ) : ( )})s s s s

s t

S B B S 



∪  Gt.      

„Gt  Ft“: Andererseits folgt für beliebig vorgegebenes ct = ( 0
tc ,…, t

tc )  Pt(Ω) und die speziellen Bo-

23  Die Schreibweise S0(Ω) = a0 bedeutet, dass S0(ω) = a0 für alle ω  Ω, das S0-Bild von Ω gleich 
S0(Ω) = {a0} ist und daher der S0-Funktionswert auch für Ω definiert werden kann.        
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relschen Mengen Bs = { t
sc }  Ss(Ω) zunächst 1({ })t

s sS c  Ft und dann auch  

A(ct) = 1({ })t
s s

s t

S c



∩  Ft.  

Damit gilt auch Pt  Ft, Gt = (Pt)  Ft und insgesamt Gt = Ft.  

Die hier zum Preisprozess S konstruierte Filtration G = (Gt)tI von -Algebren stimmt also überein mit 

der natürlichen Filtration F = (Ft)tI, an die der Preisprozess S adaptiert ist.  ó

Analog kann auch für den Dividendenprozess δ, für den derselbe Zustandsraum Ω wie für S
vorliegen soll, die natürliche Filtration R = (Rt)tI von Partitionen und die zugehörige Filtra-

tion K = (Kt)tI von -Algebren Kt = (Rt) bestimmt werden. Die beiden Prozesse S und δ

sind dann adaptiert an die Filtration S = (St)tI von Partitionen bzw. die Filtration H = (Ht)tI

von -Algebren Ht = (St), wenn für jedes t  I die Partition St als die Verfeinerung von Pt

und Rt und die -Algebra Ht als die von Ft = (Pt) und Kt = (Rt) erzeugte -Algebra ge-

nommen wird: St ist die Menge aller P  R mit P  Pt, R  Rt, P  R   und Ht

= (Ft  Kt). Nachfolgend werden nun an Stelle von S und H wieder die Bezeichnungen P

und F verwendet, so dass die Prozesse S und δ und dann auch der die Dividenden beinhal-

tende Preisprozess S   = S + δ F-adaptiert sind. Das Marktmodell kann formal durch das 

Tupel ((S,δ),F) mit dem zugehörigen gefilterten Messraum (Ω,F) bzw. dem gefilterten Wahr-

scheinlichkeitsraum (Ω,F,P) beschrieben werden.   
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2.5 Interpretation der Adaptiertheit als Wissenszuwachs     

Im vorherigen Abschnitt 2.4 wurde das im Lauf der Zeit zunehmende Wissen über einen 
vorgegebenen stochastischen Prozess S  (N)I  Ω mit Hilfe eines Zustandsraums Ω und ei-
ner Filtration von Partitionen bzw. -Algebren modelliert. Dieser Wissenszuwachs spiegelt 
sich dann wider in einer Zunahme der Information über die zum nächsten Zeitpunkt bzw. 
zum Endzeitpunkt T noch möglichen Ereignisse.                
Nachfolgend wird nun der umgekehrte Weg beschritten, indem bei einer vorgegebenen Filt-
ration P von Partitionen und der zugehörigen Filtration F von -Algebren für einen beliebi-

gen F-adaptierten stochastischen Prozess X  WN = WN(F) der Wissenszuwachs über diesen 

Prozess X dargestellt wird. Es sei jetzt also ein endlicher Zustandsraum Ω (Ω = K  ) und 
eine Filtration P = (Pt)tI von Partitionen Pt von Ω vorgegeben. P ist eine Folge feiner wer-

denden Partitionen Pt von Ω,  

Pt+1 ’ Pt  t = 0,…,T-1, d. h.  At+1  Pt+1  At  Pt mit At+1  At, mit  

P0 = {Ω},  

PT = {{ω1},…,{ωK}}.  

F = (Ft)tI sei die zugehörige Filtration (aufsteigende Folge) der -Algebren Ft = (Pt):  

Ft+1  Ft  t = 0,…,T-1,  

F0 = {,Ω},  

FT = Ꮘ(Ω).   

Weiter sei X  WN = WN(F), also X = (Xt(ω))tI,ωΩ ein beliebiger an die Filtration F adap-

tierter N-wertiger stochastischer Prozess. Die Adaptiertheit von X wird nun als eine im 
Zeitablauf erfolgende Zunahme der Information über den stochastischen Prozess X interpre-
tiert. Dazu wird für zwei aufeinanderfolgende Zeitpunkte t und t + 1 das jeweils vorhandene 
Wissen verglichen, das über die zum späteren Zeitpunkt t + 1 möglichen Ereignisse At+1,p

 Pt+1 bzw. E  Ft+1 oder die zum Endzeitpunkt T möglichen Ereignisse AT,p = {ωp}  PT

bzw. E  FT = Ꮘ(Ω) und die dazugehörigen Funktionswerte zur Verfügung steht. Als Erstes 

wird das Wissen über die noch möglichen Ereignisse der Partition Pt+1 bzw. PT und über die 

möglichen Funktionswerte von X und als Zweites das Wissen über die noch möglichen Er-
eignisse der -Algebra Ft+1 bzw. FT und über die möglichen Funktionswerte von X betrachtet.    

Darstellung des Wissenszuwachses mittels der Filtration von Partitionen       
Allgemein sind die Zustände ω  Ω bzw. die Elementarereignisse {ω}  Ω und beliebige 
Teilmengen T des Zustandsraums Ω nur sogenannte „theoretisch mögliche Ereignisse“ eines 
Wahrscheinlichkeitsraums (W-Raums) (Ω,A,P). Die „beobachtbaren Ereignisse“ A  Ω da-

gegen werden in der -Algebra A des W-Raums extra angegeben.24 Nur für die A  A ist die 

Wahrscheinlichkeit P(A) von A definiert, mit der in der Vorausschau das Ereignis A eintritt. 
Hier nun sind in der Vorausschau auf den Zeitpunkt t  I die beobachtbaren Ereignisse genau 

24  Die theoretisch möglichen Ereignisse und die beobachtbaren Ereignisse werden bei Bauer (2002) 
WT auf S. 5 unterschieden. Eine -Algebra A in Ω liefert erst die Grundlage für die Definition eines 

Wahrscheinlichkeitsmaßes bzw. eines Wahrscheinlichkeitsraums.    
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die Elemente At der -Algebra Ft, die jeweils mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit eintre-

ten.25 Nach Eintritt des Zeitpunkts t, also nach Ablauf des zugehörigen wahrscheinlichkeits-
theoretischen Experiments, ist dann für jedes Ereignis At  Ft bekannt, ob es eingetreten oder 

nicht eingetreten ist. Insbesondere gilt dies auch für die At,k  Pt ( Ft). Da das Mengensys-

tem Pt eine disjunkte Überdeckung von Ω ist, tritt mindestens eines dieser At,k ein. Da die 

Ereignisse At,k paarweise disjunkt (fremd, unvereinbar) sind, tritt höchstens eines der Ereig-
nisse At,k ein. Insgesamt gilt, dass genau ein At,m  Pt zum Zeitpunkt t eintritt. Dieses Ereignis 

At,m zerfällt in die Ereignisse At+1,p  Pt+1 mit At+1,p  At,m: Wegen At,m  Pt  Ft  Ft+1 und 

dem zweiten Teil des Beweises von Abschnitt 2.2 ist nämlich das Molekül At,m von Ft+1 die 

Vereinigung von Atomen At+1,p von Pt+1. Im darauffolgenden Zeitpunkt t + 1 tritt dann genau 

ein Ereignis At+1,q  Pt+1 mit At+1,q  At,m ein.   

Diese Aufeinanderfolge der Ereignisse lässt sich graphentheoretisch mit einem gerichteten 
(gewurzelten) Baum, dem Informationsbaum, veranschaulichen, dessen Knoten die Atome 
At,k der Partitionen Pt sind und bei dem jedes der Atome At,m durch eine gerichtete Kante 

(At,m,At+1,p) mit jeder seiner Teilmengen At+1,p verbunden ist, in die es zum nachfolgenden 
Zeitpunkt zerfällt. Ein Beispiel eines Informationsbaums wird in Abbildung 2.3 dargestellt. 
Ein Zahlenbeispiel für den Informationsbaum eines Preisprozesses S wird in Beispiel 3.2 in 
Abschnitt 3.2.1 gegeben. Jeder im Baum verlaufende Pfad (Kantenzug, Kantenfolge, Weg, 
engl.: path) (At)tI mit At  Pt und At  At+1 für t = 0,…,T-1 von der Wurzel A0 = Ω  P0 zu 

einem Blatt AT = {ω}  PT wird als Informationspfad bezeichnet. Beim Fortschreiten auf 

einem Informationspfad nimmt die Information in der Weise zu, dass rückblickend die An-
zahl der bisher eingetretenen Ereignisse As  Ps, s  t, zunimmt und vorausblickend sich die 

Anzahl der noch möglichen Endzustände ω  Ω verringert. Dieser Wissenszuwachs soll nun 
noch etwas ausführlicher beschrieben werden.    

25  Erstaunlicherweise treten bei endlichem Zustandsraum Ω diese Wahrscheinlichkeiten bei der Be-
wertung bzw. Preisberechnung von F-adaptierten stochastischen Prozessen X  W(F), die mittels 

F-vorhersehbarer Handelsstrategien h  HN duplizierbar sind (X  L(HN)), nicht auf.       
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Abb. 2.3 Der Informationsbaum zu einer Filtration P = (Pt)tI von Partitionen und ein blau gezeich-

neter spezieller Informationspfad      

Zum Zeitpunkt t = 0 bedeutet die F0-Messbarkeit von X0 wegen P0 = {Ω}, dass die Zustands-

funktion X0 auf Ω den konstanten Wert X0(Ω)  N annimmt (X0(Ω) = X0(A0) := X0(ω) ist 
konstant für alle ω  Ω). Im zugehörigen graphentheoretischen Informationsbaum führen k1

Kanten (A0,A1,k) vom Knoten A0 = Ω  P0 zu den Nachfolgerknoten A1,k  P1 (k = 1,…,k1). 

Im Zeitpunkt t = 0 ist aber noch nicht bekannt, welches Ereignis A1,m bei t = 1 eintritt bzw. 
welcher Knoten A1,m erreicht und welcher Funktionswert X1(A1,m) angenommen wird. Vo-
rausblickend auf alle nachfolgenden Zeitpunkte t = 1, …, T besteht hier noch die größte Un-
sicherheit, da in diesen Zeitpunkten noch alle Ereignisse At,k  Pt (k = 1,…,kt) eintreten bzw. 

beobachtet werden können.   

Zum darauffolgenden Zeitpunkt t = 1 tritt dann genau ein Ereignis A1,m  P1 ein und die Zu-

standsfunktion X1 nimmt genau den Funktionswert X1(A1,m) an. Beim Blick vom Zeitpunkt 
t = 1 aus auf die abgelaufenen Zeitpunkte t = 0 und t = 1 ist bekannt, dass bei t = 0 das Ereig-
nis A0 = Ω und bei t = 1 das Ereignis A1,m stattgefunden hat und die Funktionswerte X0(Ω) 
und X1(A1,m) angenommen wurden. Beim Blick vom Zeitpunkt t = 1 aus auf den Endzeitpunkt 
t = T können dann nur noch die Zustände (Elementarereignisse) ω, die in dem bei t = 1 rea-
lisierten A1,m liegen, als Endzustände realisiert werden bzw. die zugehörigen Funktionswerte 
XT(ω) angenommen werden. Beim Blick von t = 1 aus auf den Zeitpunkt t = 2 können nur 
noch noch die Ereignisse A2,p  P2 eintreten, die in A1,m liegen bzw. können nur noch die 

Funktionwerte X2(A2,p), A2,p  P2 mit A2,p  A1,m, angenommen werden. Alle anderen Ereig-

nisse A2,p  P2 mit A2,p  A1,m können nicht auftreten. Im Informationsbaum können vom 

Knoten A1,m aus nur noch die Knoten A2,p mit der Eigenschaft A2,p  A1,m durch Kanten er-
reicht werden.  

A1,1

0 1 t t + 1 T 

{ω1}

P0 P1 Pt PTPt+1

A1,2

A1,3

A0 = Ω

At,m At+1,p

{ω2}

{ωk}

{ωK}
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Wenn dann zum Zeitpunkt t = 2 genau das bestimmte Ereignis A2,q  A1,m realisiert worden 
ist bzw. genau der bestimmte Funktionswert X2(A2,q) angenommen worden ist, können beim 
Blick von t = 2 aus auf t = T nur noch die Endzustände ω  A2,q realisiert werden. Auf diese 
Weise nimmt im Zeitablauf die Unsicherheit über die noch möglichen Endzustände ω  Ω
bei t = T ab.        

Allgemein ist zum Zeitpunkt t (t = 0,…,T-1) bekannt, genau welches der Ereignisse At,k  Pt

und welcher Funktionswert Xt(At,k) eingetreten ist. Für jedes der Ereignisse At,m  Pt ist also 

bekannt, ob es eingetreten ist oder nicht. Vom Standpunkt des eingetretenen Ereignisses At,m

aus ist rückblickend nun für alle Zeitpunkte s  t bekannt, welche Ereignisse As,k auf dem 
bisher zurückgelegten Informationspfad tatsächlich eingetreten sind bzw. welche Funktions-
werte Xs(As,k) tatsächlich angenommen wurden. Die tatsächlich eingetretenen Ereignisse sind 
die As,k mit As,k  At,m. Vorausblickend ist zum Zeitpunkt t aber nicht bekannt, ob zum Zeit-
punkt t + 1 ein bestimmtes Ereignis At+1,p  Pt+1 eintritt oder nicht eintritt. Nach der Realisa-

tion von dem genau einen festen Ereignis At,m  Pt im Zeitpunkt t können zum Zeitpunkt t + 1 

dann jedoch nur noch Ereignisse  
At+1,p  Pt+1 mit At+1,p  At,m

eintreten bzw. die zugehörigen Funktionswerte Xt+1(At+1,p) angenommen werden. Weiter kön-
nen zum Zeitpunkt s > t nur noch die Ereignisse  

As,p  Ps mit As,p  At,m

eintreten bzw. die zugehörigen Funktionswerte Xs(As,p) angenommen werden. Insbesondere 
können zum Endzeitpunkt t = T nur noch die Endzustände  

ω  Ω mit ω  At,m

eintreten und die zugehörigen Funktionswerte XT(ω) angenommen werden.  

Nach Eintritt des Zeitpunkts t + 1 tritt dann aber wieder genau ein Ereignis At+1,q  Pt+1 mit 

At+1,q  At,m ein und wird von Xt+1 genau der Funktionswert Xt+1(At+1,q) angenommen. Für 
jedes Ereignis At+1,r  Pt+1 ist dann bekannt, ob es eingetreten ist (r = q) oder nicht (r  q). 

Beim Fortschreiten auf dem Informationspfad vom Ereignis At,m  Pt zum Ereignis At+1,q wird 

erstens im Rückblick das Wissen über die in den Zeitpunkten s  t + 1 tatsächlich realisierten 
Ereignisse As,k  Ps und Funktionswerte Xs(As,k) vergrößert. Zweitens wird im Vorausblick 

die Unsicherheit, welches der Ereignisse As,p  Ps im Zeitpunkt s > t bzw. welcher der End-

zustände ω  Ω schließlich im Endzeitpunkt s = T eintritt, ausgehend vom Ereignis At,m  Pt

eingegrenzt auf das Ereignis At+1,q  Pt+1. In der nachfolgenden Abbildung 2.4 ist für ein Bei-

spiel einer Filtration P von Partitionen dargestellt, wie beim Übergang vom Zeitpunkt t zum 

Zeitpunkt t + 1 die Anzahl der noch möglichen Ereignisse im Zeitpunkt t + 1 bzw. T ab-
nimmt.      

Beim Fortschreiten auf dem tatsächlich realisierten Informationspfad (At)tI im Informations-
baum26 nimmt rückblickend das Wissen über die tatsächlich eingetretenen Ereignisse bzw. 
angenommenen Funktionswerte zu und vorausblickend die Unsicherheit über die noch mög-
lichen Ereignisse As,p  Ps und die noch möglichen Endzustände ω  Ω laufend ab. Im End-

26  Ein Beispiel für einen Informationsbaum mit seinen Informationspfaden gibt Kremer (2011) auf 
S. 136 (Abb. 3.1), 139f.       
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zeitpunkt s = T ist der tatsächlich eingetretene Informationspfad bekannt und es bleibt 
schließlich genau ein Zustand (Elementarereignis) ω übrig. Mit den Ereignissen At,m  Pt der 

Partitions-Filtration P = (Pt)tI bzw. genauer mit dem zugehörigen Informationsbaum und 

seiner Menge an Informationspfaden erhält man also eine anschauliche und übersichtliche 
Interpretation der P- bzw. F-Adaptiertheit des Prozesses X, also der Pt-Messbarkeit der Zu-

standsfunktionen Xt, t  I, als Wissenszuwachs über das Eintreten der Ereignisse At,m und der 
zugehörigen Funktionswerte Xt(At,m).  

Abb. 2.4 Der in einer Filtration P = (Pt)tI von Partitionen vorhandene Zuwachs des Wissens über 

einen adaptierten stochastischen Prozess X = (Xt(ω))tI,ωΩ  (N = 1)   

Darstellung des Wissenszuwachses mittels der Filtration von -Algebren  
Bei dem in diesem Buch betrachteten Fall eines endlichen Zustandsraums kann der Informationszu-
wachs über die adaptierten stochastischen Prozesse mit einer Filtration von Partitionen beschrieben 
werden. Da für überabzählbaren Zustandsraum der Wissenszuwachs aber mit einer Filtration von -Al-
gebren modelliert wird, soll auch hierfür diese Informationszunahme dargestellt werden. Die entspre-
chende Formulierung der Informationszunahme mit der Filtration F = (Ft)tI der -Algebren Ft = (Pt) 

ist aber nicht mehr ganz so übersichtlich wie bei den Partitionen. Zum Zeitpunkt t tritt genau ein Atom 
At,m  Pt ein und wird genau der zugehörige Funktionswert Xt(At,m) angenommen. Alle anderen Atome 

At,k  At,m treten nicht ein. Damit tritt auch jedes der Ereignisse (Moleküle)  
A  Ft = (Pt) mit At,m  A

ein. Es wurde nämlich im zweiten Teil des Beweises in Abschnitt 2.2 zur Existenz und Einzigkeit der 
induzierten Partition gezeigt, dass das Molekül A  Ft = (Pt) die Vereinigung von Atomen At,k der 

Partition Pt ist:  

A = ,t k
k M

A


∪

mit einer Indexmenge M = M(A)  {1,…,kt}. Jedes andere Molekül A  Ft, für das At,m  A =  ist, 

tritt dagegen nicht ein. Für jedes Molekül A  Ft ist zum Zeitpunkt t bekannt, ob es eintritt (At,m  A) 

oder nicht eintritt (At,m  A = ). Beim Blick vom Zeitpunkt t aus auf den Zeitpunkt t + 1 ist aber noch 
nicht bekannt, welche der Ereignisse D  Ft+1 eintreten werden bzw. ob ein bestimmtes Ereignis D

 Ft+1 eintritt oder nicht eintritt.          

X0

Ω 

A1,1

0 

ωK



1 t t + 1 T 

ω1

ω2

P0 P1 Pt PTPt+1

X1 Xt Xt+1 XT

A1,2

A1,3

A0

At,m At+1,p
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Beim Blick vom Zeitpunkt t aus auf den nachfolgenden Zeitpunkt t + 1 ist aber wegen der Eigenschaf-
ten der Filtration zumindest bekannt, dass höchstens die Atome  

At+1,p  Pt+1  Ft+1 mit At+1,p  At,m, p  {1,…,kt+1},  

eintreten und höchstens die zugehörigen Funktionswerte Xt+1(At+1,p) angenommen werden können. Die 
Indexmenge für diese p sei P. Nach Abschnitt 2.2, Beweisteil 2) ist innerhalb der -Algebra Ft+1  das 

Molekül At,m  Pt  Ft  Ft+1 die Vereinigung dieser Atome At+1,p, p  P, von Pt+1. Richtet man den 

Blick von den Partitionsereignissen At+1,p  Pt+1 weg auch auf die -Algebra-Ereignisse D  Ft+1, so 

können im Zeitpunkt t + 1 höchstens die Moleküle  

D = 1,t r
r R

A 


∪  Ft+1  mit R  {1,…,kt+1}, R  P  

bzw. mit  
D  At,m  

eintreten. Die bereits angegebene maximale Einschränkung der noch möglichen Funktionswerte 
Xt+1(At+1,p) ist aber allein durch das spezielle Ft+1-Ereignis D‘ = At,m  Ft+1 gegeben: Es sind nur noch 

Funktionswerte  
Xt+1(At+1,p) mit At+1,p  At,m

möglich. Man hat hier also eine größere Vielfalt bei den noch möglichen Ft+1-Ereignissen als bei den 

noch möglichen Funktionswerten Xt+1(At+1,p).     
Beim Blick vom Zeitpunkt t aus auf den Endzeitpunkt T können höchstens die Moleküle D FT = Ꮘ(Ω)

mit D  At,m   eintreten und höchstens die Funktionswerte XT(ω) von ω  At,m angenommen werden. 
Auch hier hat man wieder eine größere Vielfalt bei den noch möglichen Ereignissen D FT bzw. D  Ω

als bei den noch möglichen Funktionswerten XT(ω).     

Nach Eintritt des Zeitpunkts t + 1 tritt dann aber wieder genau ein Ereignis At+1,q  Pt+1, q  P bzw. 

At+1,q  At,m, ein und wird von Xt+1 genau der Funktionswert Xt+1(At+1,q) angenommen. Für jedes Ereignis 
E  Ft+1 ist dann wieder bekannt, ob es eintritt (At+1,q  E) oder nicht (At+1,q  E = ). Beim Blick vom 

Zeitpunkt t + 1 aus auf den Endzeitpunkt T können höchstens noch die Ereignisse E  FT = Ꮘ(Ω) mit 

E  At+1,q   eintreten und höchstens die Funktionswerte XT(ω) von ω  At+1,q angenommen werden.  
Beim Übergang vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t + 1 wird das Wissen über die auf dem Informations-
pfad eingetretenen Ereignisse vom Zeitintervall [0,t] erweitert auf das Zeitintervall [0,t+1]. Dabei wird 
die Unsicherheit darüber, welche Ereignisse D  Ft+1 im Zeitpunkt t + 1 eintreten, ausgehend von den 

zunächst möglichen Molekülen  
D  Ft+1 mit At+1,p  D und beliebigem p  P

eingegrenzt auf die Moleküle  
E  Ft+1 mit At+1,q  E für das feste q  P.  

Ebenso wird die Unsicherheit darüber, welche Ereignisse D  FT = Ꮘ(Ω) im Endzeitpunkt T eintreten, 

ausgehend von den zunächst möglichen Ereignissen  
D  Ω mit D  At,m  

eingegrenzt auf die Ereignisse  
E  Ω mit E  At+1,q  .  

Die Unsicherheit über die noch möglichen Funktionswerte Xt+1(At+1,p) wird von den zunächst möglichen 
Indizes p  P eingegrenzt auf den einzigen Index q  P. Die Unsicherheit über die noch möglichen 
Funktionswerte XT(ω) wird von den zunächst möglichen ω  At,m eingegrenzt auf die ω  At+1,q.        

Mit Eintritt des Endzeitpunkts t = T gibt es schließlich nur ein einziges Atom AT,k = {ωk}  PT

= {{ω1},…,{ωK}}, das eintritt und dessen Funktionswert XT(ωk) angenommen wird. Von den Ereignis-
sen der zugehörigen -Algebra FT = Ꮘ(Ω) treten nur die Ereignisse E  Ꮘ(Ω) mit ωk  E ein.  
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Man erhält also auch mit den Ereignissen der -Algebren Ft der Filtration F = (Ft)tI eine Interpretation 

der Adaptiertheit des Prozesses X als Informationszunahme über die Realisation der Ereignisse D  Ft

und die Realisation eines Funktionswerts Xt(At,m)  Xt(Pt). Zu jedem Zeitpunkt t  I gibt es aber im 

Gegensatz zu einem einzig eintretenden Atom At,m  Pt eine Vielfalt von eintretenden Molekülen A  Ft

(At,m  A). Dementsprechend gibt es auch bei der Vorausschau vom Zeitpunkt t aus auf die noch mög-
lichen Moleküle D  Ft+1 des Zeitpunkts t + 1 bei der Filtration der -Algebren eine größere Unsicher-

heit als bei der entsprechenden Vorausschau auf die noch möglichen Atome At+1,p  Pt+1 bei der Filtra-

tion der Partitionen.   

2.6 Summen- und Tupel-Darstellung der messbaren Zustands-
funktionen und adaptierten Prozesse   

2.6.1 Summen- und Tupel-Darstellung der messbaren Zustandsfunktio-
nen        

Ist nun bei endlichem Messraum (Ω,A) die von der -Algebra A von Ω induzierte Partition 

durch P = Z(A) = {Am : m = 1,…,k} gegeben und sind 

mA1  : Ω  {0,1}  

die charakteristischen Funktionen (Indikatorfunktionen) dieser Mengen Am (m = 1,…,k), 
so erhält man die Summendarstellung der (A,BN)-messbaren N-wertigen Zustandsfunktion 

f  (N)Ω bzw.  
f : Ω  N

mittels der charakteristischen Funktionen 
1
,...,

kA A1 1  Ω. Eine grafische Darstellung einer 

charakteristischen Funktion wird in Abbildung 2.5 und die Darstellung einer messbaren re-
ellwertigen Zustandsfunktion (N = 1) in Abbildung 2.2 gegeben.  

f = 
1

( )
m

k

m A
m

f A

 1   mit 

1 für ,
( )

0 für .m

m

A

m

A

A







 


1

Ω

A

1A = 0 auf Ω \ A

1A = 1 auf A

Abb. 2.5 Grafische Darstellung der charakteristischen Funktion 1A : Ω  {0,1} einer Teilmenge A
 Ω
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Die obige Summendarstellung ist im Fall N > 1 keine Koordinatendarstellung bezüglich einer 
Basis des Vektorraums (N)Z(A) der (A,BN)-messbaren Funktionen  

f : Ap  Z(A) # f(Ap)  N.     

Die Koeffizienten f(Am)  N in der Summe sind nämlich bei N > 1 keine reellen Zahlen, 
sondern N-Tupel reeller Zahlen. Weiter sind die (A,B1)-messbaren charakteristischen Funk-

tionen 
mA1  reellwertig und nicht N-wertig wie die dargestellte Zustandsfunktion f.  

Nur im Falle der Dimension N = 1 liegt mit der obigen Summendarstellung für die (A,B1)-

messbare reellwertige Zustandsfunktion f : Ω   schon eine Koordinatendarstellung be-
züglich der Basis 

mA1  (m = 1,…,k) von Z(A) vor, da hierbei die als Koordinaten auftretenden 

Funktionswerte  f(Am) reelle Zahlen und die Basisvektoren 
mA1  wie f auch (A,B1)-messbare 

reellwertige Zustandsfunktionen sind:27 28

Im Falle N > 1 erhält man aber eine Koordinatendarstellung  

f  = 1

1

( ( ),..., ( ))
m

k
N

m m A
m

f A f A

 1T  = 

1 1

( )
m

k N
j

m j A
m j

f A
 
 e 1

 = ,
1 1

( )
m

k N
j

m A j
m j

f A w
 


mit dem Koordinaten-Nk-Tupel    
1 1

1 1( ( ),.., ( );...; ( ),.., ( ))N N
k kf A f A f A f A T 

N k

reeller Zahlen ( )j
mf A  zur Basis der (A,BN)-messbaren N-wertigen Zustandsfunktionen  

,mA jw  := ,mA j1  := 
mA1 ej  (N)Z(A), (Am,j)  P  J

(ej = (0,..,0,1,0,..,0)T = (δj,k)k=1,..,N), j  J, Standardbasis des N).  
Aber dennoch besteht auch mittels der obigen Summendarstellung mit den 

mA1  Z(A) eine 

isomorphe Beziehung zwischen den Abbildungen f  (N)Z(A) und den k-Tupeln 

1( ( ),..., ( ))kf A f A T  aus N-Tupeln f(Am). Daher kann die N-wertige Abbildung f in der 

Tupel-Schreibweise (Tupel-Darstellung) sowohl durch ein k-Tupel als auch durch ein Ko-
ordinaten-Nk-Tupel dargestellt bzw. mit diesem identifiziert werden:  

f   (f(A1),…,f(Ak))T


1 1

1 1( ( ),.., ( );...; ( ),.., ( ))N N
k kf A f A f A f A T .  

In der obigen Abbildung 2.2 (in Abschnitt 2.3) ist ein Beispiel einer messbaren reellwertigen 
Zustandsfunktion f auf endlichem Zustandsraum Ω dargestellt, welche durch das Quadrupel 
(f(A1),f(A2),f(A3),f(A4))T = (5,0,2,7)T der Funktionswerte f(Am) für die Elemente Am der Parti-
tion P = {A1,A2,A3,A4} von Ω beschrieben wird.       

27  Diese Koordinatendarstellung für eine messbare reellwertige Zustandsfunktion bringt Kremer 
(2011) auf S. 150, Lemma 3.24 und (2017) auf S. 58.   

28  Speziell für nichtnegative reelle Funktionswerte f(Am) erhält man (bei endlichem f(Ω)) eine A-mess-

bare Elementarfunktion oder nichtnegative Treppenfunktion. Diese liegt in einer sog. Normaldar-
stellung vor, da hier P eine Zerlegung von Ω ist. Diese Elementarfunktionen verwendet Bauer 

(1992) MI, S. 62, in der Integrationstheorie.        
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2.6.2 Summen- und Tupel-Darstellung der adaptierten stochastischen 
Prozesse     

Summendarstellungen der F-adaptierten Prozesse  

Es sei X = (Xt(ω))tI,ωΩ  WN, also X ein an die Filtration P = (Pt)tI der Partitionen Pt = Z(Ft) 

bzw. an die Filtration F = (Ft)tI von -Algebren Ft = (Pt) adaptierter N-dimensionaler 

stochastischer Prozess auf dem gefilterten Messraum (Ω,F) (Definition von WN in Abschnitt 

2.4). Mit den Bezeichnungen  
Pt = { ,1tA ,…, , tt kA }, kt := Pt  (t  I; k0 = 1, kT = K),  

gelten dann für die (Ft,BN)-messbare (Ft-messbare oder Pt-messbare) Zustandsfunktion Xt : Ω

 N die Summendarstellungen     

Xt  = 
,,

1

( )
t

t m

k

t t m A
m

X A

 1

 = 
,, ,

1 1

( )
t

t m

k N
j

t t m A j
m j

X A
 

 1

mittels der charakteristischen Funktionen 
,1tA1 , …, 

,t kt
A1  des kt-dimensionalen Vektorraums  

Wt,1  := Wt,1(Ft)  

:= {g  Ω : g ist (Ft,B1)-messbare Zustandsfunktion}  

der (Ft,B1)-messbaren reellwertigen Funktionen g : Ω   (N = 1) bzw. mittels der charak-

teristischen Funktionen 
,1,1tA1 ,..,

,1,t NA1 ; …; 
, ,1t kt

A1 ,...,
, ,t k Nt

A1  (Definition der 
, ,t kA j1  = 

,t kA j1 e  in 

Abschnitt 2.6.1, hier mit At,k  Pt statt Am  P) des Nkt-dimensionalen Vektorraums  

Wt,N  := Wt,N(Ft)  

:= {f  (N)Ω : f ist (Ft,BN)-messbare Zustandsfunktion}   

der (Ft,BN)-messbaren N-wertigen Funktionen f : Ω  N (N > 1). Jede dieser Zustands-

funktionen Xt lässt sich durch ein Block-kt-Tupel     

,1 ,( ( ),..., ( ))
tt t t t kX A X A T

oder ein Nkt-Tupel  
1 1

,1 ,1 , ,( ( ),.., ( );...; ( ),.., ( ))
t t

N N
t t t t t t k t t kX A X A X A X A T

 tN k

beschreiben.    

Für den an die Filtration F = (Ft)tI adaptierten stochastischen Prozess X erhält man die Sum-

mendarstellungen  

X  = t t
t I

X

 1

 = ,
0

( )
t

t t

T

t t t A
t A

X A
 
 1

P

 = , ,
0 1

( )
t

t t

T N
j

t t t A j
t A j

X A
  
 1

P
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mit den charakteristischen Funktionen  

t1   := ,t 1 = (0,..,0, 1 ,0,..,0)T,   

, tt A1   := 
tt A1 1 = (0,..,0,

tA1 ,0,..,0)T,      

, ,tt A jw   := 
, ,tt A j1   := 

, tt A1 ej   = (0,..,0,
tA1 ej,0,..,0)T

von (N)IxΩ, (t,At,j)  I(WN) := {(s,As,i) : s  I, As  Ps, i  J}. Die charakteristischen Funk-

tionen werden hierbei in der Tupelschreibweise als (T+1)-Tupel dargestellt. Der stochasti-
sche Prozess X lässt sich dann in der Tupel-Schreibweise beschreiben durch ein (T+1)-Tupel 

(X0,..,Xt,..,XT)T

von Ft–messbaren Zustandsfunktionen Xt, durch ein n1-Tupel (n1 := k0+…+kT, k0 = 1, kT = K) 

( 0 ( )X  ; 1 1,1( )X A ,..,
11 1,( )kX A ;…; ,1 ,( ),..., ( )T T T T KX A X A )T

von N-Tupeln Xt(At,k) = 1
, ,( ( ),..., ( ))N

t t k t t kX A X A T (t  I, At,k  Pt) und schließlich durch das 

Koordinaten-n-Tupel (n := nN := N(k0+…+kT))  

 
1 1

1 1 1
0 0 1 1,1 1 1,1 1 1, 1 1, ,( ),.., ( ); ( ),.., ( ),..., ( ),.., ( );...., ( )

T

N N N N
k k T T kX X X A X A X A X A X A 

T

 n bezüglich der WN-Basis , ,tt A jw  := , ,tt A j1  := 1t
tA1 ej, (t,At,j)  I(WN).  

Speziell für N = 1 besitzt der F-adaptierte reellwertige stochastische Prozess X  W = W1

das Koordinaten-n1-Tupel  

( 0 ( )X  ; 1 1,1( )X A ,..,
11 1,( )kX A ;…; ,1 ,( ),..., ( )T T T T KX A X A )T

aus reellen Zahlen Xt(At,k) (n1 = k0+…+kT) bezüglich der W-Basis , tt Aw  = , tt A1  (t  I, At  Pt).   

Summendarstellungen der Handelsstrategien   
Analog besitzt eine (F-vorhersehbare) Handelsstrategie h  HN  die Summendarstellungen   

h  = t t
t I

h

 1

 = 
1

1 1

1 ,
0

( )
t

t t

T

t t t A
t A

h A


 


 
  1

P

 = 
1

1 1

1 , ,
0 1

( )
t

t t

T N
j

t t t A j
t A j

h A


 


  
   1

P

.     

Die Handelsstrategie h  HN kann daher identifiziert werden mit dem (T+1)-Tupel  

(h0,..,ht,..,hT)T

Ft-1-messbarer Zustandsfunktionen ht, mit dem m1-Tupel (m1 = k-1+k0+k1+…+kT-1, k-1 = k0

= 1) 

( 0 ( )h  ; 1 ( )h  ;
12 1,1 2 1,( ),.., ( )kh A h A ;…;

11,1 1,( ),..., ( )
TT T T T kh A h A
  )T

von N-Tupeln 1( )t th A  = 1
1 1( ( ),..., ( ))N

t t t th A h A 
T (t  I, At-1  Pt-1) und schließlich mit dem 

Koordinaten-m-Tupel (m := mN := N(1+1+k1+…+kT-1))    

 
1 1

1 1 1 1
0 0 1 1 2 1,1 2 1,1 2 1, 1,( ),., ( ); ( ),., ( ); ( ),.., ( ),..., ( );.., ( )

T

N N N N
k T T kh h h h h A h A h A h A   



T

 m bezüglich der HN-Basis  

1, ,tt A jh


 := 
1, ,tt A j

1  := 1t
1tA 

1 ej
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((t,At-1,j)  I(HN) := {(s,As-1,i) : s  I, As-1  Ps-1, i  J}, P-1 := P0 = {Ω}, A-1 := A0 = Ω), wobei 

die F-Vorhersehbarkeit der h  HN berücksichtigt wird.  

Speziell zum Zeitpunkt t = 0 und zu einem γ  N wird nachfolgend für eine spezielle deter-
ministische (auf Ω konstante) Handelsstrategie noch die Bezeichnung    

0,  := γ 0,1   = (γ,0,…,0)T = 1 0, ,1h   +…+ 0, ,N Nh   HN

verwendet. Diesem stochastischen Prozess 0,  HN  WN entsprechen in der Tupel-

Schreibweise ein (T+1)-Tupel zur Verdeutlichung der Abhängigkeit von t  I, ein n-Tupel 
für die Vertretung eines adaptierten Prozesses und die Abhängigkeit von (t,At,j)  I(WN) und 

ein m-Tupel für die Vertretung einer Handelsstrategie und die Abhängigkeit von (t,At-1,j) 
 I(HN). Speziell für N = 1 und γ = 1   entspricht 0,1   = (1,0,…,0)T  H1  W als Han-

delsstrategie 0, ,1h   einem m1-Tupel und als F-adaptierter Prozess 0, ,1w   = 0,w   = 0,1  einem 

n1-Tupel.   

2.6.3 Isomorphie der Vektorräume WN, HN und W zu passendem n

Auf Grund der oben bei endlichem Zustandsraum Ω angegebenen Koordinatendarstellung 
der Pt-messbaren Zustandsfunktion Xt existiert der Koordinaten-Isomorphismus (ein Isomor-

phismus ist eine bijektive lineare Abbildung, ein bijektiver Homomorphismus)  

 : Xt  Wt,N # ,1 ,( ( ),..., ( ))
tt t t t kX A X A T = ,1 ,( ,..., )

tt t kc c T  tN k

vom Nkt-dimensionalen Vektorraum  
Wt,N = {Xt  (N)Ω : Xt ist (Ft,BN)-messb. N-wert. Zustandsfkt.}  

in den Raum tN k . Der Raum Wt,N ist daher isomorph zum Raum tN k  der Nkt-Tupel       

,1 ,( ,..., )
tt t kc c T  = 1 1

,1 ,1 , ,( ,.. ;..., ,.., )
t t

N N
t t t k t kc c c c T  tN k .  

Jede Pt-messbare Zustandsfunktion Xt kann daher mit seinem Koordinaten-Nkt-Tupel iden-

tifiziert werden.          

Analog ist der n-dimensionale Vektorraum  
WN = {X  (N)IxΩ : X ist F-adapt. N-wert. stochast. Prozess}  

isomorph zum Raum n (n := nN := N(k0 + … + kT), k0 = 1, kT = K) der n-Tupel29

( 0c ; 1,1c ,…,
11,kc ;…; ,1Tc ,…, ,T Kc )T =  

( 1
0 0,.., Nc c ; 1

1,1 1,1,.., Nc c ;…,
1 1

1
1, 1,,.., N

k kc c ;…., 1
, ,,.., N

T K T Kc c )T  0( ... )TN k k   .    

Speziell für N = 1 ist der Vektorraum  
W := W1 = {X  IxΩ : X ist F-adapt. reellwert. Prozess}  

der F-adaptierten reellwertigen stochastischen Prozesse X isomorph zum Raum 1n  der n1-

29  Das hier zuerst notierte Tupel ist ein Block-n1-Tupel (n1 = k0 + k1 + … + kT), dessen Blöcke N-
Tupel sind, also insgesamt ein n-Tupel mit n = Nn1. Das hier außerhalb der Klammer des Zeilen-
vektors befindliche Transponiertzeichen „T“ wirkt nur auf die Anordnung der Blöcke (hier Spalten-
vektoren) ct,k innerhalb der Klammer und ordnet diese zu einem Spaltenvektor, es wirkt nicht auf 
die Blöcke selbst, die schon Spaltenvektoren sind.      
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Tupel mit der Dimension n1 = k0 + k1 + … + kT. Jeder F-adaptierte N-wertige stochastische 

Prozess kann daher mit seinem Koordinaten-n-Tupel identifiziert werden und jeder F-adap-

tierte reellwertige stochastische Prozess mit seinem Koordinaten- n1-Tupel.          

Weiter ist der in Wt,N gelegene Nkt-1-dimensionale lineare Unterraum  

Ht,N = Wt-1,N

der Ft-1-messbaren N-wertigen Zustandsfunktionen ht  (N)Ω isomorph zum Raum 1tN k 

der Nkt-1-Tupel   

( ,1tc ,…,
1, tt kc


)T  1tN k 

und der in WN gelegene Unterraum30

HN := HN(F) := {h  (N)IxΩ : h ist F-vorhersehbar}  WN

der (vorhersehbaren) Handelsstrategien h isomorph zum Raum m der m-Tupel 

( 0c ; 1c ; 2,1c ,…,
12,kc ;…; ,1Tc ,…,

1, TT kc


)T  1 1(1 1 ... )TN k k     

mit der Dimension m := N(k0 + k0 + k1 +…+ kT-1). Jede Ft-1-messbare N-wertige Zustands-

funktionen ht kann mit seinem Koordinaten-Nkt-1-Tupel und jeder F-vorhersehbare N-wer-

tige stochastische Prozess (d. h. jede N-wertige Handelsstrategie) mit seinem Koordinaten-
m-Tupel identifiziert werden.         

2.7 Präzisierung der zeitlichen Entwicklung des Portfoliowerts 

Um das zeitliche Auftreten der einzelnen Preisprozesswerte tS  und tS   = St + t, die Ver-

wendungszeiträume der Portfolios ht der Handelsstrategie h, die Umschichtung des Portfolios 
von ht in ht+1 und die damit verbundene Entwicklung des Portfoliowertes zu präzisieren31, 
kann man jeden Handelszeitpunkt t  I noch in drei nahe beieinander liegende Unterzeit-
punkte unterteilen: t, tδ, t+ mit  

(t-1) + < t < tδ < t+ < (t+1),  
wobei (-1)+ < 0 und (T+1) > T beliebig vorgegeben werden können. Für jeden Zeitpunkt t
werden damit zum Portfolio verschiedene Werte definiert: Vermögenswert, Reinvestitions-
wert, Auszahlungswert und in Abschnitt 5.1.5 noch Ertragswert oder Gewinn. Eine grafische 
Darstellung der zeitlichen Entwicklung des Portfoliowerts wird in den nachfolgenden Abbil-
dungen 2.6 und 2.7 gegeben.         

 Vermögenswert: Beim Zeitpunkt that sich für das Wertpapier j der cum dividende-Kurs 
, j

tS  = j
tS  + j

t  eingestellt (j = 1,…,N). Für den aus den N Wertpapieren gebildeten N-

dimensionalen Preisprozess hat sich dementsprechend der Kurs tS   = ( ,1
tS ,…, ,N

tS  )T

gebildet. Das im vorhergehenden Zeitintervall [(t-1)+,t] gemäß der Handelsstrategie h

verwendete Portfolio ht = 1( ,..., )N
t th h T  hat bei t den Vermögenswert  

30  Die Unterraum-Eigenschaften von HN werden wie oben in Abschnitt 2.4 für WN gezeigt.       
31  Die zeitliche Entwicklung des Portfoliowerts wird präzisiert bei Kremer (2011), S. 158, mit zwei 

Unterzeitpunkten und bei Kallsen (2009), S. 26, 35, 44, mit drei Vorgängen.     
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Vt(h)  := tS  ht

  = ( ( ) ( )t tS h  T )ωΩ  = ( ,

1

( ) ( )
N

j j
t t

j

S h  

 )ωΩ  = ,

1

N
j j

t t
j

S h




  = 
,, ,( ( ) ( ))

t k tt t k t t k AS A h A


T
P = 

,

,
, ,

1

( ( ) ( ))
t k t

N
j j

t t k t t k A
j

S A h A



 P

  = 
,, ,

1

( ) ( )
t

t k

k

t t k t t k A
k

S A h A



 1T

  =  ,1 ,1 , ,( ) ( ),..., ( ) ( )
t tt t t t t t k t t kS A h A S A h A 

T
T T (t  I). 

Die -wertige Zustandsfunktion Vt(h) = Vt(h)(ω))ωΩ  Wt,1 ist argumentweise (punkt-

weise für jeden Punkt (t,ω)  I  Ω) als das Produkt der Ft-messbaren N-wertigen Zu-

standsfunktionen tS  , ht  Wt,N definiert. Es ist also für jeden Zeitpunkt t  I und Zustand 

ω  Ω das (Standard-)Skalarprodukt von ( )tS   und ht(ω) bzw. für jeden Zeitpunkt t  I

und jedes Ereignis At,k  Pt das Skalarprodukt von ,( )t t kS A  und ht(At,k) im N zu berech-

nen.32 Da die Zustandsfunktionen tS  , ht  Wt,N auch mit ihren kt-Tupel  

tS   =  ,1 ,( ),..., ( )
tt t t t kS A S A 

T

,   

ht =  ,1 ,( ),..., ( )
tt t t t kh A h A

T

identifiziert werden, erhält man hier für die Produktzustandsfunktion Vt(h) : At,k  Pt # 

auch die Schreibweise33

Vt(h) = tS  ht

= 

,1 ,1

, ,

( ) ( )

. .

. .

( ) ( )
t t

t t t t

t t k t t k

S A h A

S A h A
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,1 ,1

, ,

( ) ( )

.

.

( ) ( )
t t

t t t t

t t k t t k

S A h A

S A h A





 
 
 
 
 
 
 

T

T
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,1 1 ,
,1 ,1 ,1 ,1

,1 1 ,
, , , ,

( ) ( ) ... ( ) ( )

.

.

( ) ( ) ... ( ) ( )
t t t t

N N
t t t t t t t t

N N
t t k t t k t t k t t k

S A h A S A h A

S A h A S A h A

 

 

  
 
 
 
 
   

= ,1 1 ,... N N
t t t tS h S h  

32  Das Produkt Zt = XtYt zweier N-wertiger Zustandsfunktionen Xt, Yt : Ω  N ergibt eine reell-
wertige Zustandsfunktion Zt : Ω  . Weiter ist das Produkt Zt = XtYt einer reellwertigen Zu-
standsfunktion Xt und einer N-wertigen Zustandsfunktion Yt eine N-wertige Zustandsfunktion Zt.  

33  Die aufwendigere Matrizenschreibweise für die Berechnung von Vt(h) aus den Block-kt-Tupeln  

und den Block kt-1-Tupeln ht wird unten noch in Abschnitt 2.8.2 bei der Matrizenschreibweise für 

die Abbildung L angegeben mit V(h) = Vh mit der Blockdiagonalmatrix V = 0diag( ,..., )TB B   und 

dem F-vorhersehbaren Portfolio-Spaltenvektor h = (h0,…,hT)T.        

tS 
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als Produkt der kt-Tupel (mit dem Multiplikationspunkt einer Produktfunktion und nicht 
als Skalarprodukt) und als Ergebnis ein kt-Tupel. Bei der Berechnung einer Duplikations-
strategie h in Abschnitt 3.2.1 wird noch verwendet, dass die Handelsstrategie h F-vorher-

sehbar ist und daher die Ft-1-messbaren Zustandsfunktionen ht auf den Nachfolgerknoten 

At,m ( At-1,k) eines Knotens At-1,k konstant gleich ht(At-1,k) sind. 

Dieses Produkt der kt-Tupel ist nicht zu verwechseln mit dem Skalarprodukt (siehe Abschnitt 2.9)  

,

,
t N

t tS h

W
 = t tS h T  =  

,1

,1 ,

,

( )

.
( ) ,..., ( )

.

( )

t

t

t t

t t t t k

t t k

h A

S A S A

h A

 

 
 
 
 
 
 
 

T T

= , ,
1

( ) ( )
tk

t t k t t k
k

S A h A


 T

= ,
, ,

1 1

( ) ( )
tk N

j j
t t k t t k

k j

S A h A

 

  

der Zustandsfunktionen tS  und ht im Raum Wt,N bzw. der ktN-Tupel tS  und ht im Raum tN k , 

bei dem die zu den Ereignissen At,k gebildeten Produkte noch aufsummiert werden. Analoges gilt 
unten für den Reinvestitionswert Rt(h) = Stht+1.  

Speziell im Zeitpunkt t = 0 sind wegen P0 = {Ω} die N-Tupel 0S   und h0 und damit auch 

der Vermögenswert         

0( )V h  = 0 0S h   = 0 0( ) ( )S h  T  

unabhängig von den ω  Ω (k0 = 1, A0 = Ω). Die durch V0(h) gegebene deterministische 
(auf Ω konstante) Zustandsfunktion V0(h) : Ω   bzw. die dadurch vermittelte Linear-
form V0 : HN   spielt noch eine wichtige Rolle in Abschnitt 3.3.2 bei der Definition 

des Preises von Zahlungsprofilen nach dem Duplikationsprinzip und dem dabei benötig-
ten Gesetz des eindeutig bestimmten Preises (Law of One Price, Abk.: LOP).    

 Dividendenzahlung: Beim Zeitpunkt tδ wird der cum dividende-Kurs , j
tS  in den ex di-

vidende-Kurs j
tS  und die Dividende j

t  aufgeteilt und die Dividende gezahlt. Das Wert-

papier hat dann den Kurs j
tS . Sowohl die im Portfolio anfallende Dividende  

t ht = (δt(ω)Tht(ω))ωΩ = 
1

( ( ) ( ))
N

j j
t t

j

h     




als auch der dividendenbereinigte Portfoliowert  

tS ht = (St(ω)Tht(ω))ωΩ = 
1

( ( ) ( ))
N

j j
t t

j

S h    




stehen für die beiden nachfolgenden Aktionen des Zeitpunkts t+ zur Verfügung. Es kann 

also insgesamt der Wert Vt(h) = tS  ht, ggf. auch teilweise, vom Depotverwalter an den 

Portfolioinhaber ausgezahlt oder zur Neubildung des Portfolios für das nachfolgende 
Zeitintervall [t+,(t+1)] verwendet werden.   
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Abb. 2.6 Präzisierung der zeitlichen Entwicklung des Portfoliowerts mittels Vermögenswert 
Vt(h), Reinvestitionswert Rt(h) und Portfolioauszahlung Lt(h) zum Zeitpunkt t

 Reinvestitionswert: Beim Zeitpunkt t+ hat also das j-te Wertpapier den Kurs j
tS  bzw. der 

N-dimensionale Preisprozess den Kurs tS  = 1( ,..., )N
t tS S T , der dann für die Bildung des 

neuen Portfolios ht+1 = 1
1 1( ,..., )N

t th h 
T  im nachfolgenden Zeitraum [t+,(t+1)] verwendet 

wird. Dieses Portfolio ht+1 hat bei t+ den Reinvestitionswert    

Rt(h)  := Stht+1

  = ( 1( ) ( )t tS h 
T )ωΩ = 1

1

( ( ) ( ))
N

j j
t t

j

S h    

 T  = 1

1

N
j j

t t
j

S h 
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t k tt t k t t k AS A h A 
T

P  = 
,, 1 ,

1

( ( ) ( ))
t k t
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t t k t t k A
j

S A h A 
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1
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t t k t t k A
k

S A h A


 1T

  =  ,1 1 ,1 , 1 ,( ) ( ),..., ( ) ( )
t tt t t t t t k t t kS A h A S A h A 

T
T T

(t  I; hT+1 := 0, RT(h) = 0). Die Berechnung der Zustandsfunktion Rt(h) = (Rt(h)(ω))ωΩ

als das Produkt der Ft-messbaren N-wertigen Zustandsfunktionen St, gt = ht+1  Wt,N er-

folgt also analog zu Vt(h) argumentweise für die Ereignisse At,k  Pt.  

Aus dem Reinvestitionswert Rt(h) = Stht+1 entwickelt sich dann im Zeitintervall [t+,(t+1)] 

rein zufällig der Vermögenswert Vt+1(h) = 1 1t tS h
   des Zeitpunkts (t+1).  

  VT

  V0

 R0

t- T+

Lt

LT
L0

Vt

= tS ht

= Stht + δtht

Rt

= Stht+1

0- 0+ t+ T-
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Abb. 2.7 Die zeitliche Entwicklung der Portfoliovektoren ht, der Portfoliowerte Vt(h) und Rt(h) 
und der Portfolioauszahlung Lt(h) im Zeitintervall [0,T] (N = 1)  

 (Aus-)Zahlungswert: Der nach der Neuinvestition in ein Portfolio ht+1 zum Zeitpunkt t+

verbleibende Wert  

Lt(h)  := Vt(h) - Rt(h) = tS  ht - tS ht+1

  = ( ( ) ( ))t tS h
   

T  - 1( ( ) ( ))t tS h    
T

  =  
,

, , , 1 ,( ) ( ) - ( ) ( )
t k t

t t k t t k t t k t t k A
S A h A S A h A

 

T T

P

(t  I; hT+1 := 0) wird vom Depotverwalter an den Portfolioinhaber gezahlt und 
(Aus-)Zahlungswert genannt. Die Zahlung Lt(h) ist (bei Lt(h)  0) aus der Sicht des De-
potverwalters eine Auszahlung und aus der Sicht des Portfolioinhabers eine Einzahlung. 
Sie stellt für den Portfolioinhaber den durch die Portfolioumschichtung bei t+ resultieren-
den Wert der Portfolioauszahlung, der Margenzahlung bzw. seines Zahlungsanspruchs 

dar. Speziell zum Zeitpunkt t = T ist hT+1 = 0, RT(h) = 0 und LT(h) = VT(h) = T TS h  , sodass 

der gesamte Vermögenswert ausbezahlt wird.  
Der zum Zeitpunkt t vorliegende Portfoliowert  

Vt(h) = Rt(h) + Lt(h)   
wird im Zeitpunkt t+ aufgeteilt in die Portfolioauszahlung Lt(h) und den Reinvestitions-
wert Rt(h) für das neue Portfolio ht+1 des Zeitraums [t+,(t+1)].  

Sonderrolle des Startkapitaleinsatzes V0(h): Bei der hier mit den Werten Vt(h) und Rt(h) 
beschriebenen und in den Abbildungen 2.6 und 2.7 dargestellten zeitlichen Portfoliowertent-
wicklung ist ein wichtiger Unterschied zwischen dem Anfangszeitpunkt t = 0 und den weite-
ren Zeitpunkten t > 0 zu beachten. Bei der Berechnung des Zahlungsprofils L(h) spielt näm-
lich der Portfoliovektor h0 eine andere Rolle als die nachfolgenden Portfoliovektoren ht
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(t > 0). Nur für den Zeitparameter t = 0 entwickelt sich der Vermögenswert V0(h) nicht zu-
fallsabhängig aus einem zu h0 gehörigen Investionswert R-1(h) = S-1h0 eines früheren Zeit-
punkts t = -1. Bei einer Durchführung der Handelsstrategie h wird dagegen das Kapital V0(h) 
als deterministisches Startkapital vom Portfolioinhaber im Portfolio zur Verfügung gestellt 
und mit einem deterministischen Portfoliovektor h0  N gemäß der Gleichung V0(h) 

= 0 0S h T  auf die Wertpapiere ,
0

jS  (j  J) verteilt. Der Portfoliovektor h0  N ist durch diese 

Gleichung V0(h) = 0 0S h T  bei N > 1 nicht eindeutig bestimmt. Der zum Zeitindex t = 0 gehö-

rige Portfoliovektor h0 tritt bei der Berechnung des Zahlungsprofils L(h) allein im Zeitpunkt 

t = 0- bei der Aufteilung des Startkapitaleinsatzes V0(h) auf die Wertpapiere ,
0

jS  auf. Bei der 

Handelsstrategie h ist also im Zeitpunkt t = 0 das Startkapital V0(h) die entscheidende Größe, 
während h0 nur eine untergeordnete Rolle spielt, nämlich nur eine Verteilung des Startkapi-
tals auf die Wertpapiere zum Zeitpunkt t = 0- beschreibt. Soll nun tatsächlich eine Handels-
strategie h durchgeführt werden und damit das Zahlungsprofil L(h) realisiert werden, so sind 
für ein Portfolio eines Depots das Startkapital V0(h) bereitzustellen und dann die Umschich-
tungen mittels der Portfoliovektoren ht (t > 0) vorzunehmen. Für den Portfolioinhaber, der 
das Startkapital aufbringt, resultieren dadurch im Zeitpunkt t = 0- die Zahlung M0(h) = - V0(h) 
und in den Zeitpunkten t+ (t  I) die Zahlungen Lt(h), also insgesamt der Zahlungsstrom Z
= - V0(h)10,Ω + L(h), der nach Abschnitt 3.7.3 ein Kapitalmarktgeschäft ist.    
Im Gegensatz zum Zeitindex t = 0 erscheint für die nachfolgenden Zeitindizes t > 0 der je-

weilige Portfoliovektor ht = 1( ,..., )N
t th h T  bei der Bestimmung von L(h) sowohl im Zeitpunkt 

(t-1)+ mit dem Reinvestitionswert Rt-1(h) = St-1ht als auch im Zeitpunkt t- mit dem Vermö-

genswert Vt(h) = t tS h  , der sich im Zeitintervall [(t-1)+,t] rein zufallsabhängig aus dem 

Reinvestitionswert Rt-1(h) entwickelt. Aus Sicht des Portfolioinhabers gehört also für jeden 

Zeitindex t > 0 zum Portfoliovektor ht sowohl die Auszahlung - Rt-1(h) = - 1tS  ht im Zeit-

punkt t-1 als auch die Einzahlung Vt(h) = t tS h   im Zeitpunkt t,  also der Kauf und Verkauf 

des zu ht gehörigen Portfolios.               
Insgesamt setzt sich das zur Handelsstrategie h  HN gebildete Zahlungsprofil L(h) additiv 

zusammen aus dem zum Zeitpunkt t = 0 erbrachten deterministischen Startkapitaleinsatz  

( )V h


 := V0(h)10,Ω = ( 0 0S h  ,0,…,0)T

des Portfolioinhabers und den zu den Portfoliovektoren ht der Zeitindizes t  {1,…,T} gehö-
rigen Finanzgeschäften      

Ct(ht) := - Rt-1(h) 1,t 1  + Vt(h) ,t 1

  =  10,...,0,- , ,0,...,0t t t tS h S h
   

T

,     

bei denen das durch ht beschriebene Portfolio im Zeitpunkt t-1 gekauft und im Zeitpunkt t
wieder verkauft wird. Diese Eigenschaft der mittels Handelsstrategien h gebildeten Zah-
lungsprofile L(h) wird noch in Abschnitt 3.7.2 bei der Beschreibung der Kapitalmarktge-
schäfte des Marktmodells und in Abschnitt 4.2 bei der Interpretation des Duplikationsprin-
zips als Duplizierungskonzept mit Beurteilungskurve und Kapitalmarktgeschäft verwendet. 
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2.8 Additive Zerlegung des Auszahlungswerts L in deterministi-

schen Anteil V


und stochastischen Anteil L


2.8.1 Additive Zerlegung von L in V und - R

Mit HN wird der im Vektorraum SN := (N)IxΩ der N-wertigen stochastischen Prozesse gele-

gene Untervektorraum der Handelsstrategien bezeichnet:        
HN := HN(F) := {h  (N)IxΩ : h ist F-vorhersehbar}  WN  SN. Für jede 

vorgegebene Handelsstrategie h = (ht(ω))tI,ωΩ  HN sind auf der gesamten Zeitparameter-

menge I = {0,…,T} der Wertprozess (Vermögensprozess)  
V(h) = (Vt(h))tI,    

der (Re-)Investitionsprozess (Wiederanlageprozess)  
R(h) = (Rt(h))tI

und das Zahlungsprofil (Auszahlungsprozess, Entnahmeprozess34)  
L(h) = (Lt(h))tI = V(h) - R(h)    

der Handelsstrategie h definiert. Aufgrund der bei der Definition des Zahlungswerts Lt(h) 
(t  I) in Abschnitt 2.7 angegebenen additiven Zerlegung in Vt(h) und - Rt(h) ergibt sich die 
entsprechende Zerlegung für den Entnahmeprozess L(h).    
Da die Handelsstrategie h F-vorhersehbar und damit F-adaptiert ist, ist jede der N-wertigen 

Zustandsfunktionen ht = 1( ,..., )N
t th h T  (Ft,BN)-messbar (t  I) und dann auch jede der reell-

wertigen Zustandsfunktionen j
th  = ( ( ))j

th     (Ft,B1)-messbar35 (j = 1,…,N). Da analog 

auch die reellwertigen Zustandsfunktionen , j
tS  = ( , ( )j

tS  )ωΩ (Ft,B1)-messbar sind, sind 

auch die Produkte , j j
t tS h  und dann Vt(h) = tS  ht = ,1 1 ,... N N

t t t tS h S h    als deren Summe 

(Ft,B1)-messbar. Analog folgt wegen der Ft-Messbarkeit von j
tS  und 1

j
th  , dass auch Rt(h) 

= 1t tS h   und die Differenz Lt(h) = Vt(h) - Rt(h) (Ft,B1)-messbar sind.36 Insgesamt ergibt sich, 

34  Kremer (2011), S. 159, 160, verwendet die Begriffe Wertprozess, Investitionsprozess und Entnah-
meprozess.  

35  Ein erster einfacher Beweis: Nach Abschnitt 2.3 ist die (Ft,BN)-messbare Zustandsfunktion ht auf 

den At,k  Pt jeweils konstant. Dann ist auch jede Komponentenfunktion j
th  (j  J) auf jedem At,k

 Pt konstant und somit (Ft,B1)-messbar. 

Ein zweiter Beweis: Nach Bauer (1992) MI, S. 150, oder (2002) WT, S. 60, Def. 9.1, ist die Pro-
dukt--Algebra BN = B1…B1 der -Algebren Aj = B1 (j = 1,…,N) per Definition die kleinste 

-Algebra A in ̂  = Ω1  …  ΩN = N (Ωj = ) derart, dass jede Projektionsabbildung pj

: (x1,…,xN)  ̂ # xj  Ωj (A,Aj)-messbar ist. Demzufolge ist j
th  = pj ° ht als die Zusammenset-

zung der (Ft,BN)-messbaren Funktion ht und der (BN,B1)-messbaren Funktion pj nach Bauer (1992) 

MI, S. 42, Satz 7.3, (Ft,B1)-messbar.           
36  Nach Bauer (1992) MI, S. 59, Satz 9.4, ist für beliebiges Ω jede konstante Funktion messbar und 

mit zwei messbaren reellwertigen Funktionen auch deren Summe und deren Produkt messbar.  
Eine zweite und einfachere Begründung für endliches (oder abzählbares) Ω ergibt sich mit der Cha-
rakterisierung einer A-messbaren Zustandsfunktion von Abschnitt 2.3: Jede auf Ω konstante Funk-

tion c ist auch auf jedem A  P = Z(A) konstant und damit A-messbar. Für zwei A-messbare reell-
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dass die reellwertigen Prozesse V(h), R(h) und L(h) F-adaptiert sind:  

V(h), R(h), L(h)  W = W1 = {X  IxΩ : X ist F-adaptiert}.  

Die durch die Zuordnungsvorschriften V(h), R(h) und L(h) gegebenen Abbildungen erfüllen 
jeweils die Linearitätseigenschaft einer linearen Abbildung f:  

f(h + g) = f(h) + f(g)    für h, g  HN und Skalare ,   .   

Daher werden durch diese Prozesse lineare Abbildungen  
V, R, L : HN  W

von HN in W gegeben.  

2.8.2 Darstellungsmatrix von L

Für die lineare Abbildung  
L : HN  W

vom m-dimensionalen Untervektorraum HN (m = N(k0+k0+k1+…+kT-1), k0 = 1) des Vektorraums WN in 

den n1-dimensionalen Vektorraum W = W1 (n1 = k0+k1+…+kT) wird jetzt eine Matrizenschreibweise  

L(h) = Vh - Rh = Lh
mit den Matrizen V, R und L und einem F-vorhersehbaren Portfolio-Spaltenvektor h angegeben.  

a) In der in Abschnitt 2.6.2 angegebenen Tupel-Schreibweise sind die Ft-messbaren N-wertigen Preis-

Zustandsfunktionen tS  und tS  bezüglich der Wt,N-Basis 
, ,t kA j1  (k = 1,…,kt, j = 1,…,N) Block-kt-

Tupel aus N-Tupeln und die Ft-1-messbare Portfolio-Zustandsfunktion ht bezüglich der Ht,N-Basis 

1, ,t kA j
1  (k = 1,…,kt-1, j = 1,…,N) ein Block-kt-1-Tupel aus N-Tupeln:   

tS  =  ,1 ,( ),..., ( )
tt t t t kS A S A 

T

 = 
,1

,

( )

.

( )
t

t t

t t k

S A

S A





 
 
 
 
 

 mit  

,( )t t sS A T  =  ,1 ,
, ,( ),..., ( )N

t t s t t sS A S A 
 N, s = 1,…,kt,      

th  =  
11,1 1,( ),..., ( )

tt t t t kh A h A
 

T

 = 

1

1,1

1,

( )

.

( )
t

t t

t t k

h A

h A






 
 
 
 
 

 mit     

1,( )t t kh A 
T  =  1

1, 1,( ),..., ( )N
t t k t t kh A h A   N, k = 1,…,kt-1.       

Um den als Produktfunktion definierten Ft-messbaren reellwertigen Vermögenswert   

Vt(h) = t tS h   = ( ,1 ,1( ) ( )t t t tS A h A T ,…, , ,( ) ( )
t tt t k t t kS A h A T )T

als kt-Tupel in der Matrizenschreibweise  

Vt(h)  = t tB h

zu schreiben, ist zu beachten, dass bei den hierbei auftretenden Skalarprodukten , ,( ) ( )t t s t t sS A h A T
 für 

die Knoten At,s  Pt mit demselben Vorgängerknoten At-1,k  Pt-1 wegen der Ft-1-Messbarkeit der Port-

folio-Zustandsfunktion ht derselbe Portfoliowert 1,( )t t kh A   verwendet wird:    

,( )t t sh A  = 1,( )t t kh A   für At,s  At-1,k.  

wertige Zustandsfunktionen f und g ist mit f und g auch f  g und fg auf jedem A  P konstant und 

damit A-messbar.             
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Die Bildung der Skalarprodukte , ,( ) ( )t t s t t sS A h A T  = , 1,( ) ( )t t s t t kS A h A


T  zu einem fest vorgegebenen 

Portfoliowert 1,( )t t kh A   N erfolgt in der Matrizenschreibweise somit mit dem Matrixblock   

1,( )t t kC A
  = 

,

,

( )

.

( )

t t m

t t r

S A

S A





 
 
 
 
 

T

T

 1,( 1, )   t kt A N  


aus den N-dimensionalen Zeilenvektoren  

,( )t t sS A T  =  ,1 ,
, ,( ),..., ( )N

t t s t t sS A S A   N mit At,s  Pt: At,s  At-1,k:  

1, 1,( ) ( )t t k t t kC A h A
   = 

, 1,

, 1,

( ) ( )

.

( ) ( )

t t m t t k

t t r t t k

S A h A

S A h A









 
 
 
 
 

T

T

((t-1,At-1,k ) ist der Aufspaltungswert des Knoten At-1,k, also die Anzahl seiner Nachfolgerknoten At,s

 Pt, und gibt die Anzahl der Zeilen des Blocks 1,( )t t kC A
  an). Die Bildung aller Skalarprodukte 

, 1,( ) ( )t t s t t kS A h A


T  zum gesamten Block-kt-1-Tupel der Portfolio-Zustandsfunktion  

th  = 

1

1,1

1,

( )

.

( )
t

t t

t t k

h A

h A






 
 
 
 
 

erfolgt dann durch Matrizenmultiplikation von ht mit der kt-1-reihigen Blockdiagonalmatrix    

tB   = diag( 1,1( )t tC A
 ,…,

11,( )
tt t kC A

 )   

= 

1

1

1,1 1,2 1

,1 1

1,2

1,

,

( ) 0 . 0

0 ( ) .

( ) (

.

. . . 0

0 . 0 (

(

)

) . )
t

t

t t

t t

t t k

t t t t t t kh A h A A

C A

C A

h

C A



















 

 
 
 
 
 
 
 

 1 1   t tk Nk 

aus den Blöcken 1,( )t t kC A
 , k = 1,…,kt-1:  

Vt(h) = t tB h  = 

1 1

1,1 1,1

1,2

1, 1,

( ) 0 . 0 ( )

0 ( ) . . .

. . . 0 .

0 . 0 ( ) ( )
t t

t t t t

t t

t t k t t k

C A h A

C A

C A h A







 

 



 

  
  
  
  
  
  
  

.           

Die Reihenfolge der im jeweiligen Block 1,( )t t kC A
  auftretenden Knoten At,s ( At-1,k) kann dabei be-

liebig festgelegt werden. Die Reihenfolge der Knoten At,s  Pt (k = 1,…,kt) insgesamt ergibt sich somit 

aus der Reihenfolge der Vorgängerknoten At-1,k und der zum jeweiligen Vorgängerknoten festgelegten 
Reihenfolge. Sie ist dann aber in Teil b) genauso zu verwenden im Block-kt-Tupel der Portfolio-Zu-

standsfunktion 1th   =  1 ,1 1 ,( ),..., ( )
tt t t t kh A h A 

T

 und in der Matrix Bt bei der Bildung des Matrizenpro-

dukts Rt(h) = 1t tB h   und bei der für den nächsten Zeitindex t+1 stattfindenden Bildung von Vt(h) 

= 1 1t tB h
  .  

b) Um den als Produktfunktion definierten Ft-messbaren Reinvestitionswert   

Rt(h) = 1t tS h   = ( ,1 1 ,1( ) ( )t t t tS A h A
T

,…, , 1 ,( ) ( )
t tt t k t t kS A h A

T
)T

als kt-Tupel in der Matrizenschreibweise  
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Rt(h) = 1t tB h 

zu schreiben, verwendet man für die Matrizendarstellung von St die kt-reihige Blockdiagonalmatrix  

tB   = diag( ,1( )t tS A T ,…, ,( )
tt t kS A T )   

= 

,

,1

,

,2

1

,

,1 1 2 1

( ) 0 . 0

0 ( ) . .

. . . 0

0 .

(

0 (

( . )

)

) ) (

t

t

t t

t t

t t k

t t t t t t kh A h A A

S A

S A

S

h

A

  

 
 
 
 
 
 
 

T

T

T

    t tk Nk

mit den Blöcken ,( )t t sS A T  N und für ht+1 das zur Ht+1,N-Basis gehörige, die Vorhersehbarkeit von 

h beschreibende Block-kt-Tupel                 

1th   =  1 ,1 1 ,( ),..., ( )
tt t t t kh A h A 

T

mit den Blöcken 1 ,( )t t sh A  N:  

Rt(h) = 1t tB h   = 

,1 1 ,1

,2

, 1 ,

( ) 0 . 0 ( )

0 ( ) . . .

. . . 0 .

0 . 0 ( ) ( )
t t

t t t t

t t

t t k t t k

S A h A

S A

S A h A





  
  
  
  
  
  
  

T

T

T

.  

Die Reihenfolge der At,s  Pt in Bt und ht+1 ist dabei gemäß der in Teil a) bei der Bildung der Matrix 

tB  festgelegten Reihenfolge bei der Verteilung der Zeilenvektoren ,( )t t sS A T  auf die Matrixblöcke 

1,( )t t kC A
  zu wählen. Die Matrix tB ist eine kt  ktN-Matrix und besitzt die gleiche Spaltenzahl ktN

wie die Matrix 1.tB


Für t = 0 bestehen die Blöcke 0B  = 0 1,1( )C A
  = 0 ( )S  T und 0B  = 0 0,1( )S A T  = 0 ( )S  T jeweils nur 

aus dem einzigen N-Tupel 0 ( )S  T  bzw. 0 ( )S  T  N. Für t = 1 besitzen alle Knoten A1,s  P1 den-

selben Vorgängerknoten A0,1 = Ω  P0, sodass die Reihenfolge der Knoten A1,s in der Matrix   

1B  = 1 ( )C   = 

1

1 1,1

1 1,

( )

.

( )k

S A

S A





 
 
 
 
 

T

T

beliebig festgelegt werden kann. In der Matrix B1 =  
11 1,1 1 1,diag ( ) ,..., ( )kS A S A

T
T T

 treten dann die Kno-

ten A1,s in der bei 1B  festgelegten Reihenfolge auf. Für t = 2 besitzen die Knoten A2,s  P2 im Allge-

meinen verschiedene Vorgängerknoten A1,k  P1, deren Reihenfolge bereits festgelegt wurde. Demnach 

sind die Zeilenvektoren 2 2,( )sS A T  auf die Blöcke 2 1,( )kC A  der Vorgängerknoten A1,k zu verteilen und 

können dort beliebig angeordnet werden. Entsprechendes gilt sukzessive für die weiteren Zeitindizes t.     
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c) Für das Zahlungsprofil L(h)  L(HN) erhält man dann in einer Matrizenschreibweise die Darstellung    

L(h) = V(h) - R(h) =  

0

1

1

( )

( )

.

( )

.

.

( )

( )

t

T

T

L h

L h

L h

L h

L h


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  = 

0 0

1 1

1 1

.

.

.

t t

T T

T T

S h

S h

S h

S h

S h











 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
  

 - 

0 1

1 2

1

1

.

.

.

0

t t

T T

S h

S h

S h

S h





 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

  = 

0 0

1 1

1 1

.

.

.

t t

T T

T T

B h

B h

B h

B h

B h











 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 - 

0 1

1 2

1

1

.

.

.

0

t t

T T

B h

B h

B h

B h





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 

0 0

1 1

1

0

2

1

1 2 1 1

0 . . . . . 0

0 . .

. . . . .

. . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . 0 .

0 .

.

. . . . 0

t t

t

T

T

T

t t T

T

h

B h

B h

B

B h

B

B

h h h h h

B h

h















 





   
   
   
   
   
   

   
   
   
   
   
   
   

 - 

0

0 1 2 1 1

0

11

1

1

2

1

0 0 . . . . 0

0 0 . .

.. . 0 . .

.. . 0 . .

. . 0 . . .

.. . . 0

.. . 0

0 . . . . 0

.

. 0

T

t

t

t t

t

T

T

T

Th

h

h h

h

h

B

h h

B

B

B

B

h

B

h

h









 

   
   
   
   
   
   

   
   
   
   
   

  
  

= 

00 0

11 1

0

2 1

11

1 1

1 2 1 1

- 0 . . . . 0

0 - . .

.. . - . .

.. . - . .

. . . . .

.. . . . 0

.. . -

0 . . . . 0

.

.

t t

t

T T

t

t

tt

T T

TT

h

h

B B

h

hB B

B B

B B

B

h h h

hB

B

h

B

h

h



















 

 

   
   
   
   
   
   

   
   
   
   
   

  
  

= Vh - Rh = Lh
mit dem zur HN-Basis gehörigen „F-vorhersehbaren“ Portfolio-Spaltenvektor  

h = (h0,…,hT)T  m

mit ht =  
11,1 1,( ),..., ( )

tt t t t kh A h A
 

T

, t  I, At-1,k  Pt-1, ht(At-1,k) = 1
1, 1,( ( ),..., ( ))N

t t k t t kh A h A 
T , der (T+1)-

reihigen Blockdiagonalmatrix bzw. n1  m-Matrix (n1 = k0+k1+…+kT, m = N(k0+k0+…+kT-1))  

V = diag( 0B ,…, TB )  

mit den Blöcken tB  (t = 0,…,T) in der Hauptdiagonalen und mit der (T+1)-reihigen Blocksupradiago-

nalmatrix bzw. n1  m-Matrix  

R = supradiag( 0B ,…, 1TB  ),   

die nur die Blöcke 1tB   (t = 1,…,T) in der Supradiagonalen, d. h. der über der Hauptdiagonalen gele-

genen Diagonalen, und sonst nur Nullen enthält. Dabei ist jeder Block tB  eine kt-1-reihige Blockdia-

gonalmatrix mit den Blöcken 1,( )t t kC A
  in der Blockdiagonalen, die wiederum aus bestimmten Zei-
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lenvektoren ,( )t t mS A T  bestehen. Weiter ist jeder Block tB  eine kt-reihige Blockdiagonalmatrix mit 

den Zeilenvektoren ,( )t t kS A T  in der Blockdiagonalen.  

Für die Abbildung L erhält man schließlich die Darstellungsmatrix (Abbildungsmatrix)  

L  = V - R  1    n m

in Gestalt einer (T+1)-reihigen oberen Blockbidiagonalmatrix mit den kt  kt-1N-Blöcken tB  in der 

Hauptdiagonalen und den kt-1  kt-1N-Blöcken 1- tB   in der Supradiagonalen, d. h. der über der Hauptdi-

agonalen gelegenen Diagonalen. 

Für den Spezialfall der Laufzeit T = 1 mit dem Einperiodenmodell erhält man für die Abbildung  
L : 2N  1+K

die (1+K)2N-Darstellungsmatrix  

L = 0 0

1

-

0

B B

B





 
 
 

mit den Blöcken  

0B  = 0 0,1( )S A T  = 0 ( )S  T ,  

0B  = 0 1,1( )C A
  = 0 ( )S  T ,   

1B  = 1 0,1( )C A  = 

1 1

1

( )

.

.

.

( )K

S

S









 
 
 
 
 
 
 
 

T

T

 = 

,1 ,
1 1 1 1

,1 ,
1 1

( ) . . ( )

. .

. .

. .

( ) . . ( )

N

N
K K

S S

S S

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 = DT.        

Mit der Matrix  

D  =  1 1 1( ),..., ( )KS S  

 = 

,1 ,1
1 1 1

, ,
1 1 1

( ) . . . ( )

. .

. .

( ) . . . ( )

K

N K

N N
K

S S

S S

 

 

 

 



 
 
 
 
  
 

 ,  

in der die N-Tupel 1 ( )kS   = ,1 ,
1 1( ( ),..., ( ))N

k kS S   T  (k = 1,…,K) als Spaltenvektoren in einer Zeile 

aufgereiht werden, bzw. mit der Matrix  

DT  = 

1 1

1

( )

.

.

.

( )K

S

S









 
 
 
 
 
 
 
 

T

T

 = 

,1 ,
1 1 1 1

,1 ,
1 1

( ) . . ( )

. .

. .

. .

( ) . . ( )

N

N
K K

S S

S S

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 KN,       

in der diese N-Tupel als Zeilenvektoren 1 ( )kS  T  = ,1 ,
1 1( ( ),..., ( ))N

k kS S    (k = 1,…,K) in einer Spalte 

aufgereiht werden, erhält man die (1+K)2N-Darstellungsmatrix  
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L = 0 0-

0

S S

D

 
 
 

T T

T
 (1+K)2N 

der Abbildung L bezüglich der Standardbasen des 1+K und 2N. 37 ó

2.8.3 Additive Zerlegung von L in V


und L


Jede Handelsstrategie h  HN lässt sich additiv zerlegen in einen (auf Ω konstanten) determi-

nistischen Anteil h


 und einen stochastischen Anteil ĥ :  

h  = (h0,h1,..,ht,..,hT)T (ht = 1( ,..., )N
t th h T , t  I) 

 = (h0,0,…,0)T + (0,h1,…,hT)T

 = h


 + ĥ
mit  

h


 := (h0,0,…,0)T = 0 0,( )h   HN,         

ĥ  := (0,h1,…,hT)T  HN.   

Die Tatsache, dass für ein vorhersehbares h  HN neben h0 auch noch h1 deterministisch ist, 

wird hier nicht verwendet. Es wird nun gezeigt, dass dieser additiven Zerlegung (Dekompo-
sition) der Handelsstrategie h auch eine additive Zerlegung des L-Bilds L(h) in die zwei Pro-
zesse  

( )V h


 = ( )L h


,   

( )L h


 = ˆ( )L h

entspricht, wobei ( )V h


 nur von den deterministischen 0S   und h0 abhängt und somit von den 

Zuständen ω  Ω unabhängig ist und L


(h) nur von den stochastischen h1,…,hT und nicht von 
h0 abhängt:  

L(h)  = L( h


) + L( ĥ )  

  = ( )V h


 + ( )L h


  mit  

( )V h


 =  0 1( ), ( ),..., ( )TV h V h V h
   T

 =  0 ( ),0,...,0V h
T

= 0 0,( )V h 1 ,  

( )L h


 =  0 1( ), ( ),..., ( )TL h L h L h
   T

 =  0 1- ( ), ( ),..., ( )TR h L h L h
T

,   

0 ( )( )V h 


 = 0( )V h  = 0 ( )V h


 = 0 0S h T   für t = 0, ( )( )tV h 


 = 0 für t = 1,…,T, ω  Ω,    

0 ( )L h


 = - R0(h) = L0(h) - 0( )V h   für t = 0, ( )tL h


 = Lt(h) = t tS h   - 1t tS h   für t = 1,…,T.     

Beweis: Für die deterministische Handelsstrategie h


 = h0 0,1  = (h0,0,…,0)T ist    

L0( h


) = V0( h


) - R0( h


) = 0 0S h T  - 0 0S T  = V0(h),        

Lt( h


) = Vt( h


) - Rt( h


) = t tS h 


 - 1t tS h 


 = 0  für t  1,  

37  Diese Matrizendarstellung kann man auch direkt den Gleichungssystemen (DPA0,1) und (DPA-1,1) 
entnehmen, die man in Abschnitt 3.2 bei der Berechnung einer Duplikationsstrategie im Spezialfall 
T = 1 (h2 = 0) erhält.  
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L( h


) = V0(h) 0,1  =: ( )V h


,           

für die stochastische Handelsstrategie ĥ  := (0,h1,…,hT)T ist      

L0( ĥ ) = V0( ĥ ) - R0( ĥ ) = 0 0S T  - 0 1S hT  = - R0(h) = L0(h) - V0(h),        

Lt( ĥ ) = Vt( ĥ ) - Rt( ĥ ) = t tS h   - t tS h  = Lt(h)  für t  1,  

L( ĥ ) = L(h) - ( )V h


 =: ( )L h


.       

Wie L liefern auch V


 und L


 lineare Abbildungen von HN in W:  

V


 : HN  W,   

L


 : HN  W.    

Die lineare Abbildung L zur Beschreibung der Zahlungsprofile der Handelsstrategien lässt 

sich somit additiv zerlegen in den deterministischen Anteil V


 zur Beschreibung des Start-

kapitaleinsatzes des Portfolios und in den stochastischen Anteil L


 zur Beschreibung des 
Handels mit Kapitalmarktgeschäften Ct(ht). Eine ausführlichere Erklärung folgt dazu noch in 
Abschnitt 3.7.2. Im Gegensatz zum Vermögensprozess V, bei dem neben der deterministi-

schen Zustandsfunktion V0(h) = 0 0S h T  auch die weiteren stochastischen Zustandsfunktionen 

Vt(h) (t = 1,…,T) erfasst sind, enthält der Startkapitalprozess V


 nur die deterministische Zu-
standsfunktion V0(h) zur Beschreibung des Startkapitaleinsatzes der Handelsstrategie h. Die 

weiteren Zustandsfunktionen Vt(h) (t = 1,…,T) sind neben den Rt(h) in L


 enthalten.     

2.8.4  Additive Zerlegung des L-Bildraums L(HN) in Unterräume

Aus der additiven Zerlegung der Abbildung L = V L
 

 erhält man auch die additive Zerle-
gung des zum festgelegten Marktmodell ((S,δ),F) gehörigen Bildraums L(HN) in die Unter-

räume ( )NV


H  und ( )NL


H .  Zunächst folgt die Inklusion    

L(HN) = {L(h) = ( )V h


 + ( )L h


 : h  HN}  

 { ( )V h


 + ( )L k


 : h, k  HN} = ( )NV


H  + ( )NL


H .   

Andererseits liegen wegen der Darstellungen der Bilder ( )V h


 = L(h


), ( )L h


 = ˆ( )L h  mit 

,h


ĥ  HN die Bildräume ( )NV


H , ( )NL


H  der Abbildungen V


 und L


 in L(HN) und wegen 

der Unterraumeigenschaft von L(HN) dann auch deren Summe in L(HN):   

( )NV


H , ( )NL


H , ( )NV


H  + ( )NL


H  L(HN).   

Insgesamt ergibt sich, dass die beiden Unterräume ( )NV


H  und ( )NL


H zusammen den ge-

samten Bildraum L(HN) von L aufspannen:  

L(HN) = ( )NV


H  + ( )NL


H .   

Im nachfolgenden Abschnitt 3.4.1 mit den Charakterisierungen des LOP wird gezeigt, dass 
der Bildraum L(HN) genau dann die direkte Summe dieser beiden Unterräume ist, d. h. dass 

also noch ( )NV


H  ( )NL


H  = O gilt, wenn im Marktmodell das Gesetz des eindeutig be-

stimmten Preises (Law of One Price, Abk.: LOP; Definition siehe Abschnitt 3.3.2) gilt. Die 

Unterräume ( )NV


H  und ( )NL


H  werden nun nachfolgend noch näher beschrieben.  
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Bezeichnet man mit M das L-Bild des Kerns kerV


 von V


 bzw. des Kerns ker V0 von V0,  

M := (ker )L V


 = 0(ker )L V

so kann die Übereinstimmung von M mit dem Bildraum ( )NL


H  der Abbildung L


 gezeigt 

werden:  

M = ( )NL


H .   

Beweis für M = ( )NL


H : „“: Für jedes X = L(h)  M mit h  kerV

 HN gilt wegen ( )V h


 = 0 auch 

X = ( )V h


 + ( )L h


 = ( )L h


 ( )NL


H , also die Inklusion M  ( )NL


H .  

„“: Umgekehrt gilt für X = ( )L h


 ( )NL


H , h = (h0,h1,…,hT)T  HN, mit dem zugehörigen ĥ

= (0,h1,…,hT)T  HN wegen  0ĥ  = 0, 0
ˆ( )V h  = 0 0

ˆS h T  = 0, ˆ( )V h


 = 0, ĥ  kerV


 auch die Inzidenz    

X = ( )L h


 = ˆ( )L h  (ker )L V


 = M.  

Damit gilt auch ( )NL


H  M und insgesamt  

M = ( )NL


H .  

Weiter kann nachfolgend für den Bildraum  

V  := ( )NV


H

der Abbildung V


die Übereinstimmung mit dem eindimensionalen Unterraum  

E := [ 0,1 ] := 0,lin { }1  = 0,{ : }p p 1   ( W) 

(dim E = 1), der vom deterministischen ersten W-Basisvektor 0,w   = 0,1  = (1,0,…,0)T  W

aufgespannt wird, und die Inklusion E  L(HN) gezeigt werden. Zum Beweis benötigt man 

noch die für Marktmodelle im Allgemeinen vorliegende, also nur rein mathematisch-techni-
sche Voraussetzung  

(AWSδ) 0S   = ,1 ,
0 0( ,..., )NS S  T  (0,…,0)T  N,  

dass also der deterministische Anfangswert 0S   des N-wertigen Preisprozesses S   bzw. die 

spezielle deterministische Handelsstrategie  

b := 0 0,( )S
  := 0S 

0,1   = 0( ,0,...,0)S  T  HN \ O

(zur Schreibweise von b mit 0,1   HN siehe Abschnitt 2.6.2) von Null verschieden ist.  

Unter der Voraussetzung (AWSδ) gilt 
V = E  O, 

E  L(HN),      

L(HN) = E + M.  
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Beweis für V  := ( )NV


H  = E und E  L(HN):  

1) „V  E“: Es gilt für jedes X = ( )V h


 = 0 0,( )V h 1  ( )NV


H  auch X  0,{ : }p p 1   = 0,lin { }1

=: E  und somit stets die Inklusion ( )NV


H  E.  

2) „E  V  und E  L(HN)“: Zum speziellen deterministischen Zahlungsprofil Y := 0,p 1  E (p  ) 

existiert unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S   = ,1 ,
0 0( ,..., )NS S  T  0 ein N-Tupel γ = (γ1,…,γN)T  N

als Lösung der inhomogenen linearen Gleichung  
,1 ,

0 1 0... N
NS S     = 0S T  = p.  

Für die damit gebildete spezielle deterministische Handelsstrategie g := 0,  := (γ,0,…,0)T  HN (De-

finition der Bezeichnung 0,  HN  in Abschnitt 2.6.2) ist   

p = 0S T  = 0 0S g T  = V0(g)  

und  

Y = 0,p 1  = 0 0,( )V g 1  = ( )V g


 ( )NV


H .    

Da Y  E beliebig war, gilt E ( )NV


H . Mit der in Abschnitt 2.8.4 begründeten stets gültigen Inklusion 

( )NV


H  L(HN) gilt dann noch E  ( )NV


H  L(HN).        

3) Zweiter Beweis von V = E unter der Voraussetzung (AWSδ): Falls 0S   0 ist, gilt O  V  E und 

1 ≤ dim V ≤ dim E = 1.  Nach einem Satz der linearen Algebra38 folgt aus der Inklusion V  E und der 

Dimensionsgleichheit dim V = dim E die Übereinstimmung V = E der Unterräume. Eine weitere Be-

gründung verwendet, dass ein Vektor X  V \ O eine Basis sowohl von V als auch von E ist und dem-

nach die lineare Hülle lin X mit V und E übereinstimmt: lin X = V = E.     

Insgesamt ist unter der Voraussetzung (AWSδ) die Übereinstimmung V = E und die Inklusion E

 L(HN) bewiesen. Insbesondere gilt für p = 1 damit auch die Darstellung  

(DP10,Ω) 0,1  = ( )V g


 = L( g


)  L(HN)  

für ein g

 HN mit V0( g


) = V0(g) = 1. Ein weiterer Beweis für 0,1  L(HN) wird unter der Voraus-

setzung (AWSδ) in Abschnitt 3.2.1 bei der rekursiven Auflösung der Duplikationsgleichung (DP) mit 
den Anmerkungen zur letzten Gleichung (DPA-1,1) des Zeitindex t = 0 gegeben.  

Die Voraussetzung (AWSδ) wird nachfolgend noch des Öfteren verwendet. Dabei spielt die 
spezielle Handelsstrategie b eine wichtige Rolle bei der Bewertung der Handelsstrategien, 
der Definition des Preises eines Zahlungsprofils und der Behandlung des Law of One Price 
in Abschnitt 3.3. Die Unterräume M und V begegnen uns wieder bei den Charakterisierungen 

des LOP in Abschnitt 3.4. Der Unterraum M tritt außerdem noch auf bei der Charakterisie-

rung der Arbitragefreiheit in Abschnitt 3.6 und bei den Folgerungen aus dem LOP in den 
Abschnitten 3.7.1 und 3.7.2, wo M als die Menge der Kapitalmarktgeschäfte und als lineare 

Hülle der einperiodischen Termingeschäfte Ft,j,k beschrieben wird. In der Abbildung 2.8 wird 
die Lage der Unterräume V, M und L(HN) von W und der Unterräume B = lin b, ker V0 = B

und ker L von HN veranschaulicht. Weitere Aussagen zur Lagebeziehung wichtiger Unter-

räume folgen noch in Satz 2.1 und Satz 3.3.              

38  Allgemein gilt für endlichdimensionale Unterräume U und W eines Vektorraums, dass aus der 
Inklusion U  W und der Dimensionsgleichheit dim U = dim W deren Übereinstimmung U = W
folgt. Literatur: Kowalsky (1967), S. 39, Beispiel 6.6 (2), Wagner (1981), S. 45, Satz 1.5.10 und 
Bröcker (2004), S. 44, Bem. (5.1) (iii).     
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Abb. 2.8 Die Unterräume V, M und L(HN) von W und die Unterräume ker L, ker V0 und B = lin b

von HN

Mit der speziellen deterministischen Handelsstrategie b können noch zwei weitere Darstel-
lungen des Unterraums V angegeben werden. Für die Handelsstrategie  

b = b


 = (b0,0,…,0)T = ( 0S  ,0,…,0)T

gilt 0 ( )V h  = 0 0S h T  = 0 0  b hT  =  b hT
, nach (AWSδ) 0S   0 also  

0 ( )V b  =  b bT
 = 0 0  b bT  > 0  

und   

L(b) = L( b


) = ( )V b


 = 0 0,( )V b 1  V  \ O = E \ O.   

Somit erhält man unter der Voraussetzung (AWSδ)  

b  ker V0 = ker V


,  
b  ker L

und für die lineare Hülle  
B := lin {b} = {pb : p  }     

von b das V


-Bild ( )V


B  = (lin { })V b


 = lin ( )V b


 = lin 10,Ω = E 39 und analog das L-Bild L(B) 

= E. Es gilt also    

L(B) = ( )V


B  = E = V.    

Im mathematischen Sonderfall 0S  = 0 ist b = 0, B = O, V0(h) = bTh = 0Th = 0 und ( )V h


 = V0(h)10,Ω

= 0  h  HN, V = ( )NV


H  = O und L(B) = ( )V


B  = O = V  E.      

Charakterisierung der Existenz eines normierten M-Normalenvektors  

Bevor der mathematische Sonderfall 0S 
 = 0 näher betrachtet wird, soll erst noch der Fall 

M1   in Abhängigkeit von der Lage der Unterräume E und M charakterisiert werden. 

39  Allgemein gilt für eine lineare Abbildung f : V  W und eine Teilmenge M von V die Überein-
stimmung f(lin M) = lin f(M). Literatur: Kowalsky (1967), S. 51, Satz 8.3.  

ker V0

b 

L 

HN

W

L(HN) 

ker L
V

B
M
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Dazu werden die beiden folgenden zueinander komplementären Fälle unterschieden:  
) (AG10,Ω)  10,Ω  M,   

) (KAG10,Ω) 10,Ω  M.   

Der Fall ) bedeutet, dass das schwach positive Zahlungsprofil 10,Ω = (1,0,…,0)T  W eine 

Arbitragegelegenheit ist (Definition in Abschnitt 3.6.1). Er ist äquivalent zu den Aussagen  
E = lin 10,Ω  M,  

E  M  O,  

M   E = 10,Ω
 = {X0 = 0},40

M  = M   E = M   {X0 = 0},  

M  \ E = M  {X0  0} = ,  

M1 := M  {X0 = 1} = .   

Der Fall ) bedeutet dementsprechend, dass das schwach positive Zahlungsprofil 10,Ω keine 
Arbitragegelegenheit ist. Er ist äquivalent zu  

E  M,  

E  M = O,  

M   E = {X0 = 0},    

M   M   E = M   {X0 = 0}, 

M  \ E = M  {X0  0}  ,  

M1 := M  {X0 = 1}  .    

Damit erhält man die Charakterisierung der Existenz eines normierten M-Normalenvektors 

durch das Vorliegen des Falls ):   

M1    ) 10,Ω  M

 E  M = O.  

Das Vorliegen des Falls ) E  M = O ist hinreichend für die Gültigkeit des Law of One 

Price (LOP; Definition siehe Abschnitt 3.3.2): Dies folgt wegen der Inklusion M1  A nach 

Abschnitt 3.3.3 oder wegen der Inklusion V  M  E  M nach Satz 3.3, 22) in Abschnitt 

3.4.1. Andererseits ist die Arbitragefreiheit (AF; Definition in Abschnitt 3.6.1) wegen der 
Inklusion E≥0  M  W≥0  M hinreichend für das Vorliegen des Falls ) E≥0  M = O bzw. 

E  M = O.      

Im mathematischen Sonderfall 0S  = 0 ist der deterministische Prozess ( )V h


 = 0 0,( )V h 1

= 0 0 0,S h
1T  = 0  h  HN und damit der Unterraum V = ( )NV


H  = O  E, also V nicht eindimensional. 

Umgekehrt folgt aus V = O auch ( )V h


 = 0  h  HN bzw. 0 0S h T  = 0  h0  N und wegen der positi-

ven Definitheit des Skalarprodukts auch 0S  = 0. Es gilt also V = O genau dann, wenn 0S  = 0 ist, also 

40  Bei einem endlich erzeugbaren Unterraum U eines Vektorraums gilt für das orthogonale Komple-
ment U die involutorische (selbstinverse) Eigenschaft U := (U) = U. Die endliche Dimension 
von U wird benötigt zum Beweis der Inklusion U  U. Für endlichdimensionale Unterräume U
und W ist U  W äquivalent zu U  W. Literatur: Kowalsky (1967), S. 134, Satz 20.8, Wagner 
(1981), S. 182.       
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die Bedingung (AWSδ) nicht erfüllt ist. Dies bedeutet auch, dass V  O genau dann vorliegt, wenn 0S

 0 gilt:  

V  O  (AWSδ) 0S  0.       

Bei der in Abschnitt 3.3.2 noch zu behandelnden Bewertung von Zahlungsprofilen nach dem Duplika-
tionsprinzip durch den Startkapitaleinsatz V0(h) der Duplikationsstrategien h von X = L(h)  L(HN) 

kommt in diesem Sonderfall 0S  = 0 nur die uninteressante Bewertung mit dem konstanten Preis Null 

zum Einsatz ((X) = V0(h) = 0 0S h T  = 0), die für einen Vergleich der Zahlungsprofile nicht verwendet 

werden kann. Es gilt aber das Law of One Price (LOP; Definition in Abschnitt 3.3.2), nach dem für 
jedes X  L(HN) alle Duplikationsstrategien h einen konstanten Startkapitaleinsatz V0(h) besitzen. Wei-

ter ist in diesem Sonderfall b := 0 0,1S
  = 0, B := lin {b} = O,  

ker V0 = ker bT = {b}T = B = HN,   

M = L(ker V0) = L(B) = L(HN),  

M  = L(HN) = ker L*,        
1* ({ })L b  = ker L* = M.     

Im Sonderfall 0S  = S0 + 0 = 0 ist wegen S0 ≥ 0, 0 ≥ 0 auch S0 = 0 und daher L0(h) = 0 0S h T  - 0 1S hT

= 0  h  HN. Demnach gilt  

M = L(HN)  {X0 = 0} = E,  

E = E  L(HN) = ker L* = M ,  

10,Ω  M ,  

E  M  E  E = O,  

E  M

und es liegt der oben behandelte  
Fall ) 10,Ω  M

vor. Hiermit ergeben sich für den Sonderfall die folgenden Aussagen:  

Im Sonderfall 0S  = 0 gelten das LOP und die folgenden Relationen:   

M1 := M  {X0 = 1}  ,  
1* ({ })L b

 = M   M 1  (0  M  \ {X0 = 1}).   

2.9 Euklidische Vektorräume WN und HN mit ihren Skalarpro-

dukten

Analog zum Vektorraum n der reellwertigen n-Tupel mit seinem Standardskalarprodukt 
wird auch der n-dimensionale reelle Vektorraum WN mit einem Skalarprodukt (einer posi-

tiv definiten symmetrischen Bilinearform) ausgestattet und dadurch zu einem sogenannten 
euklidischen Vektorraum gemacht. Damit stehen dann die Leistungen des Skalarprodukts 
zur Verfügung, nämlich die Längenmessung durch die euklidische Norm, die Winkelmes-
sung und für jeden (endlich-dimensionalen) Unterraum U die additive Zerlegung des Vek-
torraums als direkte Summe von U und dessem orthogonalen Komplement U.41 Das Skalar-
produkt  

41  Die Leistungen des Skalarprodukts werden beschrieben bei Wagner (1981), S. 178–182.    
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.,.
NW

 : WN  WN  

auf WN wird nun mit den Koordinaten zur WN-Basis so definiert, dass der Koordinaten-Iso-

morphismus  : WN  n das Skalarprodukt invariant lässt, also eine sogenannte orthogo-

nale Abbildung42 ist, bzw. dass die oben angegebene WN-Basis , ,tt A jw , (t,At,j)  I(WN), aus 

charakteristischen Funktionen eine Orthonormalbasis ist: Mit der Festlegung   

,
N

X Y
W

 := , ,
0 1 1

( ) ( )
tkT N

j j
t t k t t k

t k j

X A Y A
  



= , ,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

X A Y A
 
 T

= 
,

0

,
t N

T

t t
t

X Y

 W

und dem zusätzlich auf Wt,N definierten Skalarprodukt  

,

,
t N

t tX Y
W

 := , ,
1 1

( ) ( )
tk N

j j
t t k t t k

k j

X A Y A
 


= , ,
1

( ) ( )
tk

t t k t t k
k

X A Y A

 T

ist dann nämlich  

, ,, , , ,,
r p s m

N
r A d s A iw w

W
 = , , , , , ,

0 1 1

tkT N

r t p k d j s t m k i j
t k j

     
  



= δr,sδp,mδd,i

= 
1 für ,

0 für .

r s p m d i

r s p m d i

    


    

Außerdem kann auf dem Unterraum HN von WN ein weiteres Skalarprodukt mit den Koordi-

naten bezüglich der HN-Basis 
1, ,tt A jh


, (t,At-1,j)  I(HN), definiert werden, welches also statt 

der F-Adaptiertheit jetzt die F-Vorhersehbarkeit der Handelsstrategien h  HN berücksich-

tigt, und welches die HN-Basis 
1, ,tt A jh


, (t,At-1,j)  I(HN), zur Orthonormalbasis macht:   

,
N

g h H   := 1, 1,
0 1 1

( ) ( )
tkT N

j j
t t k t t k

t k j

g A h A 
  


= 
1

1, 1,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

g A h A


 
 
 T

= 
,

0

,
t N

T

t t
t

g h

 H  .   

42  Orthogonale (längentreue, das Skalarprodukt erhaltende) Abbildungen werden behandelt bei 
Kowalsky (1967), S. 149–155. 
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Weiter kann auf dem Vektorraum SN := (N)IxΩ der N-wertigen stochastischen Prozesse ein 

Skalarprodukt derart definiert werden, dass die SN-Basis , ,t js  , (t,ω,j)  I(SN) = I  Ω  J, 

eine Orthonormalbasis ist:   

,
N

X Y S   := 
0 1 1

( ) ( )
T K N

j j
t k t k

t k j

X Y 
  


= 
0 1

( ) ( )
T K

t k t k
t k

X Y 
 
 T

= 
,

0

,
t N

T

t t
t

X Y

 S  .   

Aufgrund der Isomorphie der Vektorräume WN und n und der Identifizierung der F-adap-

tierten stochastischen Prozesse mit den zugehörigen Koordinaten-n-Tupeln kann das Skalar-

produkt ,X Y  von WN auch in der Matrizenschreibweise des Standardskalarprodukts des 

n als Produkt XTY des Zeilenvektors XT und des Spaltenvektors Y der Koordinaten-n-Tupel 
geschrieben werden:  

,
N

X Y
W

 = XTY.      

Analoges gilt für die Skalarprodukte 
,

,
t N

t tX Y
W

 in Wt,N, ,
N

g h H   in HN und ,
N

X Y S   in SN. 

In dieser Schreibweise ist dann   

X YT  = 
0

T

t t
t

X Y

 T .  

Nicht zu verwechseln ist das Skalarprodukt zweier Zustandsfunktionen Xt und Yt oder zweier 
stochastischer Prozesse X und Y mit dem Produkt (der Produktfunktion) dieser Funktionen.43

Das die F-Adaptiertheit beachtende Skalarprodukt ,X Y
W

 speziell für N = 1 im Raum W

:= W1 und das die F-Vorhersehbarkeit beachtende Skalarprodukt ,
N

g h H   in HN begegnen 

uns wieder bei der Definition der adjungierten Abbildungen im nächsten Abschnitt 2.10. Zu-
sammen mit den adjungierten Abbildungen sind sie der Schlüssel zur Behandlung des Mehr-
periodenmodells und leisten sie wichtige Dienste in den Abschnitten 3.4, 3.5 und 3.6 bei den 
verschiedenen Charakterisierungen des Law of One Price, der Vollständigkeit und der Arbit-
ragefreiheit, die damit innerhalb des Mehrperiodenmodells ohne Rückgriff auf die enthalte-
nen Einperiodenmodelle hergeleitet werden können.   

43  Das Produkt Zt = XtYt zweier Zustandsfunktionen Xt und Yt ergibt wieder eine Zustandsfunktion Zt. 
Ist Xt reellwertig und Yt N-wertig, so ist die Produktfunktion Zt N-wertig. Sind Xt und Yt beide 
N-wertig, so ist Zt reellwertig. Falls Xt und Yt beide messbar sind, so ist auch das Produkt Zt = XtYt

messbar: Nach Bauer (1992) MI, S. 59, Satz 9.4, ist nämlich jede konstante Funktion messbar und 
mit zwei messbaren reellwertigen Funktionen auch deren Summe und deren Produkt messbar. Das 
Skalarprodukt kann nur für zwei Zustandsfunktionen desselben Typs (beide besitzen gleiche Mess-
barkeit und beide N-wertig oder beide reellwertig) gebildet werden und liefert nach der Aufsum-

mierung der reellwertigen Koordinaten ,( )t t kZ A = , ,( ) ( )t t k t t kX A Y AT
 der Produktfunktion Zt (über 

die Indizes k  {1,…,kt}) eine reelle Zahl.        
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2.10 Adjungierte Abbildung L* zur Abbildung L

Die durch die Zuordnungsvorschrift L(h) definierte lineare Abbildung L wird auf dem Vek-
torraum HN ( WN  SN) der Handelsstrategien betrachtet. Die lineare Abbildung  

L : HN  W

bildet den endlichdimensionalen euklidischen Originalraum HN in den euklidischen Zielraum 

W := W1 ab. Dabei ist HN mit dem oben definierten Skalarprodukt ,
N

g h H   und der dazuge-

hörigen Orthonormalbasis 
1, ,tt A jh


, (t,At-1,j)  I(HN), und W mit dem Skalarprodukt ,X Y
W

und der Orthonormalbasis , tt Aw , (t,At)  I(W), ausgestattet.  

Die zur linearen Abbildung L : HN  W eindeutig bestimmte adjungierte Abbildung44

L* : W  HN

ist definiert durch die Eigenschaft  

, ( )X L h
W

 = *( ),
N

L X h H   für alle X  W und h  HN.  

2.10.1 Orthogonale Zerlegung der Räume W und HN

Mit den zu den linearen Abbildungen L und L* gehörigen Bildräumen Im L = L(HN), Im L*

= *( )L W und Kernen  

ker L  = L-1({0})  = {f  HN : L(f) = 0}   HN,      

ker L* = (L*)-1({0}) = {Y  W : L*(Y) = 0}  W

lassen sich die Vektorräume HN und W als direkte Summen von orthogonalen Komplementen 

darstellen:45

44  Die adjungierte Abbildung L* zu L wird behandelt bei Kremer (2006), S. 421–423, Kowalsky 
(1967), S. 136–138, (2003), S. 169–171. Die Einzigkeit ergibt sich aus der Linearität des Skalar-
produkts und der definierenden Eigenschaft der Adjungierten. Zum Nachweis der Existenz kann 
die Abbildung L* mittels einer Orthogonalnormalbasis {e1,…,em} des endlichdimensionalen Origi-

nalraums HN der Abbildung L durch L*(X) := 
1

, ( )
m

i i
i

X L e e

  definiert werden. Bei gesicherter 

Existenz der adjungierten Abbildung L* existiert auch die zu L* adjungierte Abbildung L** 
:= (L*)* und es gilt L** = L (involutorische bzw. selbstinverse Eigenschaft der Adjungierten-Bil-
dung). Zu einer Darstellungsmatrix von L bezüglich bestimmter Basen des Original- und Zielraums 
erhält man mit der transponierten Matrix die Darstellungsmatrix der adjungierten Abbildung L*.   

45  Die Definition der direkten Summe V = U + W von linearen Unterräumen U und W (U  W = O) 
und ihre Charakterisierung mit der eindeutigen additiven Zerlegung der Elemente der Unterraum-
summe findet man bei Wagner (1981), S. 27, Kowalsky (1967), S. 217, Kowalsky u. Michler 
(2003), S. 37, Bröcker (2004), S. 35. Die beiden Unterräume heißen komplementär zueinander, je-
der heißt ein lineares Komplement des anderen. Die Darstellung eines Vektorraums V als spezielle 
direkte Summe V = U  U eines beliebigen endlichdimensionalen Unterraums U (dim U < ∞) und 
seines orthogonalen Komplements U wird bei Wagner (1981), S. 181, Satz 5.2.15, behandelt. Die 
noch speziellere Darstellung eines endlichdimensionalen Vektorraums V (dim V < ∞) als direkte 
Summe V = ker L  Im L* des Kerns ker L einer linearen Abbildung L : V  W und des Bildraums 
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HN  = ker L  Im L*,  (ker L)  = Im L*;                   

W  = ker L*  Im L,    (ker L*)  = Im L.      

Die hier auftretenden orthogonalen Komplemente sind mit den entsprechenden Skalarpro-
dukten zu bilden:  

(ker L)  = {h  HN : ,
N

h f H   = 0  f  ker L}  HN,      

(ker L*)  = {X  W : ,X Y
W

 = 0  Y  ker L*}  W.         

Die direkten Summen zueinander orthogonaler Komplemente sind insbesondere auch sog. 
orthogonale Summen46 der entsprechenden Mengen, hier der zueinander orthogonalen Un-
terräume.   
In der Abbildung 2.9 sind die orthogonalen Komplemente ker L und L*(W) in HN und die orthogonalen 

Komplemente ker L* und L(HN) in W dargestellt. Aufgrund der orthogonalen Zerlegung von W in 

L(HN) und ker L* gilt für duplizierbare Zahlungsprofile X  L(HN) (Definition in Abschnitt 3.1) stets 

die Relation X  ker L*.  

Die Eigenschaften der Bilder und Kerne der Abbildung L und ihrer adjungierten Abbildung 
L* finden ihre Anwendung in den Abschnitten 3.4, 3.5 und 3.6 bei den Charakterisierungen 
des Gesetzes des eindeutig bestimmten Preises, der Vollständigkeit und der Arbitragefreiheit 
innerhalb des Mehrperiodenmodells ohne Rückgriff auf die enthaltenen Einperiodenmodelle. 
Bei diesen Charakterisierungen werden zusätzlich zur adjungierten Abbildung L* von L auch 

noch die adjungierten Abbildungen *L


 und *V


 zu den linearen Abbildungen V


 und L


= L - V


 verwendet.  

Abb. 2.9 Die Vektorräume HN und W als direkte Summen orthogonaler Komplemente         

Nach der oben angegebenen direkten Zerlegung des Vektorraums HN bzw. W ist die Abbil-

dung L genau dann injektiv (monomorph, umkehrbar eindeutig, eineindeutig: ker L = O), 

Im L* der adjungierten Abbildung L* : W  V findet man bei Kremer (2006), S. 423, Satz 8.39, 
Kowalsky (1967), S. 136, Satz 21.2.    

46  Nach Stoer, Witzgall (1970), S. 51, heißt der euklidische Vektorraum V orthogonale Summe seiner 
Teilmengen K und M, wenn jeder Vektor x  V eine eindeutige orthogonale additive Zerlegung x
= k + m mit k  K, m  M und kTm = 0 besitzt. Es gilt dann K  M = O. Beispielsweise ist V die 
orthogonale Summe eines beliebigen linearen Kegels K (K  V mit K  K    [0,∞[) und seines 
Polarkegels (polaren Kegels) Kp = {m  V : mTk  0  k  K}.  

ker L

L 

HN

W

L(HN) 

L* 

L*(W) 

ker L*
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wenn die Abbildung L* surjektiv (epimorph: L*(W) = HN) ist, und L* genau dann injektiv, 

wenn L surjektiv ist. Demzufolge gilt:  
L bijektiv (isomorph)  L* bijektiv.

Nach dem Dimensionssatz47 für endlichdimensionale Unterräume eines Vektorraums und 
dem Dimensionssatz48 für eine auf einem endlichdimensionalen Vektorraum definierte line-
are Abbildung erhält man die Dimensionsformeln  

dim HN = dim ker L + dim L*(W),    

dim W = dim ker L* + dim L(HN),  

dim L(HN) + dim ker L = dim HN,    

dim L*(W) + dim ker L* = dim W

und aus zweiter und vierter Gleichung die Übereinstimmung der Dimensionen der Bildräume 
L(HN) und L*(W):     

dim L*(W) = dim L(HN).   

2.10.2 Lage der L*-Bilder L*(M) und L*(M) zum Unterraum B

Da sich in Abschnitt 3.4.1 die Lage des eindimensionalen Unterraums B = lin {b} (b

= 0( ,0,...,0)S  T ) bezüglich des L*-Bildraums L*(W) als entscheidend für Auftreten des Law 

of One Price (LOP) erweist, wird jetzt die Lage von B bezüglich der Unterräume L*(M) und 

L*(M) von L*(W) untersucht. Es wird gezeigt, dass B und das L*-Bild L*(M) von M stets 

den trivialen Durchschnitt L*(M)  B = O aufweisen und das L*-Bild L*(M ) von M stets 

in B enthalten ist. In den Beweisteilen L und K von Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1 wird noch 

gezeigt, dass unter der Voraussetzung (AWSδ) aus b  L*(W) notwendig b  L*(M ) folgt.   

Es gilt stets  
L*(M)  B = O,  

*( )L M  B   

und unter der Voraussetzung (AWSδ) noch   
B  L*(M) und b  L*(M).   

Beweis für L*(M)  B = O, B  L*(M), b  L*(M) und L*(M)  B:  

a) „L*(M)  B = O, B  L*(M) und b  L*(M)“:  

Für jedes h  L*(M)  B ist h = * ( )L Z  mit Z = L(g)  M = L(B), g  B, und h  B, also   

0 =  h gT
 = *( )  L Z gT

 = ( ) Z L gT
 = Z ZT ,   

wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts Z = 0 und h = * ( )L Z  = 0. Demnach ist  

47  Den Dimensionssatz für endlich erzeugbare Unterräume U und W eines Vektorraums mit der ersten 
Dimensionsformel findet man z. B. bei Kowalsky (1967), S. 167, Kowalsky u. Michler (2003), 
S. 33, Wagner (1981), S. 46, und Bröcker (2004), S. 46: dim (U + W) + dim (U  W) = dim U + 
dim W.     

48  Den Dimensionssatz für eine auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V definierte lineare Ab-
bildung f : V  V‘ mit der zweiten Dimensionsformel findet man bei Kremer (2006), S. 415, 
Wagner (1981), S. 65, Kowalsky (1967), S. 53, Kowalsky u. Michler (2003), S. 58, und Bröcker 
(2004), S. 45: dim f(V) + dim ker f = dim V mit rg f := dim f(V) und def f := dim ker f.     
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L*(M)  B = O

und unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S  0 bzw. b  0, B = lin {b}  O dann noch B  L*(M) und 

b  L*(M).      

b) „ *( )L M  B“ wird im Beweisteil B, 8b, „“ von Satz 2.1 in Abschnitt 2.11 begründet.  

Wegen W = M  M gilt (nach Hilfssatz 5.10 a) die Übereinstimmung  

*( )L W  = *( )L M  + L*(M)  

und wegen B  L*(M) = O noch    

*( )L M  L*(M)  B  L*(M) = O.   

Der L*-Bildraum ist also stets die direkte Summe der Bilder *( )L M  und L*(M):    

*( )L W  = *( )L M  L*(M).     

Da in Abschnitt 3.4.1 unter der Voraussetzung (AWSδ) das Law of One Price (LOP) durch 
die Inzidenz b  L*(M ) bzw. die Übereinstimmung L*(M ) = B charakterisiert wird, erhält 

man die folgende Fallunterscheidung:  

Unter der Voraussetzung (AWSδ) gilt bei gültigem LOP   
L*(M ) = B,  

*( )L W  = B  L*(M),  

dim L*(M) = dim *( )L W  - 1  

und bei ungültigem LOP  
L*(M ) = O,  

*( )L W  = L*(M).   

2.10.3 Additive Zerlegung der adjungierten Abbildung L*

Aus der additiven Zerlegung der Abbildung L in deterministischen Anteil V


 und stochasti-

schen Anteil L


 erhält man auch die entsprechende Zerlegung der zu L adjungierten Abbil-
dung L*. Mit den durch die Gleichungen  

*( )L X h


T   = ( )X L h


T  X  W, h  HN,  

*( )V X h


T  = ( )X V h


T  X  W, h  HN  

eindeutig definierten adjungierten Abbildungen *V


 und *L


 von V


 und L


 gelten nämlich 

für alle X  W und h  HN die Gleichungen  

*( )L X hT   = *( ),
N

L X h H   = , ( )X L h
W

=  X L hT
(L* adjungiert zu L) 

= ( )X V h


T
 + ( )X L h


T

(addit. Zerlegung von L) 

= *( )V X h


T
 + *( )L X h


T
( *V


, *L


 adj. zu V


, L


) 

= *( ) *( )V X L X h  
  T

und  
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*( )V X h


T   = ( )X V h


T  = 0 0 ( )X V h

= 0  X b hT

mit der in Abschnitt 2.8.4 angegebenen Handelsstrategie b := ( 0S ,0,…,0)T  HN. Da diese 

Gleichungen für fest gedachtes X  W für alle h  HN gelten, folgen wegen der Eindeutigkeit 

der Darstellungsmatrizen der durch die linken Seiten gegebenen Linearformen 

h  HN # *( )L X hT   und h  HN # *( )V X h


T   die Beziehungen  

*( )L X  = *( ) *( )V X L X
 

  und  

*( )V X


 = bX0 = 0,b X1 T  B

( 0,1  W bzw.  1n ). Da X  W beliebig war, ergibt sich die additive Zerlegung der zu 

L adjungierten Abbildung L* folgendermaßen (Beweis folgt unten):         

Die zu L adjungierte Abbildung L* besitzt die additive Zerlegung  

L* = *V


 + *L


mit dem nur von X0 abhängigen deterministischen Anteil  

*( )V X


  = X0b 

= X0(b0,0,…,0)T

= ( *
0 ( )V X


,0,…,0)T  B,   *
0 ( )V X


 = 0 0X b  = 0 0X S ,   

und dem stochastischen Anteil  

*( )L X


 = * * *
0 1( ( ), ( ),..., ( ))TL X L X L X
  

T , *
0( )L X


 = 0.     

Für die Bildräume *( )L


W und  *( )V


W  der linearen Abbildungen *L


und *V


 erhält man  

*( )V


W  = *( )V


E  = *( )V


V  = B,  

*( )L


W  B.

Beweis für *
0 ( )L X


 = 0, *( )L


W  B und *( )V


V  = B:  

1) Für alle X  W und die speziellen Handelsstrategien h = h


 = 0( ,0,...,0)h T  HN mit h0  N und 

ĥ  = 0 ergibt sich die Gleichung  
*
0 0( )L X h


T  = *( )L X h


T  = ( )X L h


T  = ˆ( )X L hT  = 0.  

Da diese Gleichung für alle h0  N gilt, folgt  
*
0 ( )L X


 = 0.  

Ausführlicher begründen kann man dies, indem man für h0 jeweils die Standardbasisvektoren ej des N

einsetzt und damit die Komponenten *
0 ( )jL X


 = 0 erhält (j = 1,…,N). Eine andere Begründung setzt h0

= *
0 ( )L X


 in die Gleichung ein und verwendet die positive Definitheit des Skalarprodukts. Eine weitere 

Begründung erhält man mit der Einzigkeit der Darstellungsmatrix der Linearform h0  N

# *
0 0( )L X h


T  .  

2) Da dann für alle X  W

*( )L X b


T
 = *

0 0( )L X b


T  = 0   ( *
0 ( )L X


 = 0) 

bzw. *( )L X


 B gilt, folgt  

*( )L


W  B.  
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3) Aus der obigen Darstellung des Funktionswerts * ( )V X


 = X0b folgen zunächst die Inklusionen 

*( )V


V  *( )V


E  *( )V


W  B. Für das spezielle X = 0,1  = (1,0,…,0)T  E  W erhält man das 

*V


-Bild *( )V X


 = X0b = b, demnach die Inklusionen  

B = lin b = lin *( )V X


 *( )V


E  *( )V


W  B

und somit die Übereinstimmung dieser Unterräume: *( )V


E  = *( )V


W  = B. Unter der Voraussetzung 

(AWSδ) 0S  0 gilt V = E und damit auch noch *( )V


V  = *( )V


E  = B. Aber auch im Fall, dass die 

Voraussetzung (AWSδ) nicht erfüllt ist, dass also der Sonderfall mit 0S  = 0, b = 0, B = O, *( )V X


= X0b = 0  X  W und V = O vorliegt, gilt * ( )V


V  = O = B.       

2.10.4 Additive Zerlegung von L*(W) im Spezialfall (LOP)

Aus der additiven Zerlegung der Abbildung L* erhält man mit den Unterräumen *( )V


W

und *( )L


W  von HN die Inklusion    

L*(W)  = {L*(X) = *( ) *( )V X L X
 

 : X  W}  

 { *( ) *( )V X L Y
 

 : X, Y  W}  

  = *( )V


W  + *( )L


W

  = B + *( )L


W ( *( )V


W  = B nach Abschnitt 2.10.3).    

Außerdem gilt nach Abschnitt 2.10.3 für den Durchschnitt dieser HN-Unterräume   

*( )V


W  *( )L


W  B  B = O.    

Zu beachten ist hier aber, dass der Bildraum *( )L W  von L* im Allgemeinen nicht mit der 

direkten Summe dieser HN-Unterräume B und *( )L


W  übereinstimmt. Wie nämlich in Ab-

schnitt 3.4.1 (Satz 3.3, 7) noch gezeigt wird, ist die Inklusion B  *( )L W charakteristisch 

für das Law of One Price (LOP). Daher ist der unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S   0 

eindimensionale Unterraum B = *( )V


W bei nicht gültigem LOP kein Unterraum von 

L*(W) und somit auch die Summe der Unterräume *( )V


W  und *( )L


W  nicht in *( )L W

enthalten:  

B + *( )L


W ⊈ L*(W).   

Nur bei gültigem LOP ist nach Satz 3.3, 17) *( )V


W  = B = L*(M )  L*(W), damit auch 

*( )L


W  L*(W) - *( )V


W  *( )L W  und insgesamt  

*( )L W  = *( )V


W  *( )L


W  = B  *( )L


W .  

Umgekehrt folgt aus dieser direkten Zerlegung von *( )L W  auch die Inklusion B  *( )L W

und damit das LOP. Diese direkte Zerlegung von *( )L W mit den Unterräumen B und 

*( )L


W  ist also charakteristisch für die Gültigkeit des LOP. 

Im mathematischen Sonderfall 0S  = 0 (siehe Abschnitt 2.8.4) ist b = 0, B = O, V = O, V  M = O und 

damit nach Satz 3.3, 22) von Abschnitt 3.4.1 stets das LOP gültig,    
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*( )V X


 = X0b = 0, L*(X ) = *V


(X ) + *L


(X ) = *L


(X )  X  W,  

*( )V


W  = B = O

und auch die obige direkte Zerlegung von L*(W) gegeben:  

L*(W) = *( )L


W  = B  *( )L


W .  

2.11 Lagebeziehungen einiger Unterräume von W und HN

Bevor in Kapitel 3 die Bewertung von Handelsstrategien h  HN und duplizierbaren Zah-

lungsprofilen X = L(h)  L(HN)  W untersucht wird, wird jetzt noch ein Satz mit Beschrei-

bungen einiger Unterräume von W und HN und den Lagebeziehungen dieser Unterräume 

hergeleitet. Diese Aussagen sind noch unabhängig von der Gültigkeit des Law of One Price 
(LOP), welche erst bei der Bewertung der Zahlungsprofile mittels des Duplikationsprinzips 
in Erscheinung tritt.    

Satz 2.1  Lagebeziehungen einiger Unterräume von W und HN

Es wird die mathematisch-technische Voraussetzung (AWSδ) 0S   0 bzw. b := 0 0,1S
  0 

benötigt zum Nachweis von 1, 2, 5, 6, 10–12, 14. Es gelten dann für die nachfolgend defi-
nierten bzw. beschriebenen HN- und W-Unterräume  

1) O  B := lin {b}   HN,  

2)  B  = ker bT = ker V0  HN,   

3)  M := 0(ker )L V  = L(B) = ( )NL


H  L(HN),  

4)  M = {X  W : X TY = 0  Y  M}  L(HN) = ker L*,   

5)  E  := 0,lin { }1  = V  := ( )NV


H  = ( )V


B = L(B)  L(HN),  

6)  E = {X  W : X0 = 0, X1 T  = 0}  L(HN) = ker L*     

noch die folgenden Beziehungen:   
7) L(HN)  = V + M

8)  L*-1(B)  = M = ker *L


9)  *( )L M  B

10) 1* ( )L O   = ker L*  = M  {X0 = 0} = M  E

11) 1* ( \ )L O B   = M \ ker L* = M  {X0  0} = M \ E

12) 1* ({ })L b = M  {X0 = 1} =: M1

13) b  *( )L W  Ψ  M mit Ψ0 = 1 

14)  L*(M)  B = O und b  L*(M)                                      

15) *( )L W   = *( )L M  *( )L M

16) *( )L M   = B  *( )L W

17) *( )V


W   = *( )V


V  = B

18)  *( )L


W  B
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19) L*(W)   B  *( )L


W

Beweis des Satzes 2.1:  

A) Der Beweis von 3) M = ( )NL


H  und von 7) L(HN) = V + M wird bereits in Abschnitt 2.8.4 angege-

ben. Dabei erfolgt der Beweis für die Unterraumsumme L(HN) = V + M dort mittels der Abbildungen 

V


 und L


. Einen weiteren Beweis erhält man mit Hilfssatz 5.10 a), nach dem aus der Summe HN

= B + B auch die Summe L(HN) = L(B) + L(B) = V + M folgt. Außerdem wird in Abschnitt 2.8.4 

unter Verwendung der Voraussetzung (AWSδ) 0S  0 die Inklusion E  ( )NV


H  und damit die Über-

einstimmung 5) E = V und die Inklusion E  L(HN) bewiesen. Die Aussage 6) E  ker L* ist wegen 

der endlichen Dimension der Unterräume äquivalent zur Aussage 5) E  L(HN). Im mathematischen 

Sonderfall 0S  = 0 ist nach Abschnitt 2.8.4 V = O  E, M = L(HN), M  = ker L*, M  E, E  M , E

 M, M1  .          

B) Beweis von 8a) M = ker *L


 und 8b) M = L*-1(B):   

8a) M = ker *L


 = 1* ( )L O


: Für ein beliebiges Y  W gilt Y  ker *L


, d. h. *( )L Y


 = 0, genau 

dann, wenn   

0 = *( )L Y h


T  h  HN

gilt: Die nichttriviale Aussage „“ ergibt sich dabei aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts, 

indem man speziell h = *( )L Y


 ( HN) einsetzt.  

Da aufgrund der Definition der adjungierten Abbildung *L


 auch die Gleichungen  

*( )L Y h


T  = ( )Y L h


T  h  HN

gelten, ist die Aussage Y  ker *L


 also äquivalent zu ( )Y L h


T  = 0  h  HN bzw. Y  ( )NL


H  = M

(nach Abschnitt 2.8.4) oder zu Y  M.   

8b) M = L*-1(B): „“: Mit der in Abschnitt 2.10.3 angegebenen additiven Zerlegung L* = * *V L
 

der adjungierten Abbildung L* wird jetzt gezeigt, dass die Inzidenz              

Y  M = ker *L


bzw. die Gleichung *( )L Y


 = 0 gleichbedeutend ist zur Inzidenz  

L*(Y)  B bzw. Y 
1* ( )L  B .  

Die triviale Beweisrichtung M  
1* ( )L  B  erhält man, da für Y  M  auch die Inzidenz L*(Y)  B

bzw. Y 
1* ( )L  B  gilt: Es ist nämlich         

L*(Y) = *( ) * ( )V Y L Y
 

= *( )V Y


( *( )L Y


 = 0 nach 8a) 

= Y0b  B (Abschnitt 2.10.3).  

Dabei ist die Inklusion M  
1* ( )L  B  auch gleichbedeutend zur Inklusion 9)   

*( )L M  B.  

Als Ergebnisse von 8a und 8b „“ sind festzuhalten:  

Für Y  M  gilt  

*( )L Y


 = 0,  

L*(Y) = Y0b.   
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„“: Die nichttriviale Beweisrichtung 1* ( )L  B  M  ergibt sich folgendermaßen: Aus Y  1* ( )L  B

bzw. L*(Y) = b  B (  ) folgt  

*( )L Y


 = L*(Y) - *( )V Y


 = ( - Y0)b,  

daraus nach Abschnitt 2.10.3  

0 = *
0 ( )L Y


 = ( - Y0)b0,     

unter der Voraussetzung (AWSδ) b0 = 0S  0 dann  - Y0 = 0 und  

*( )L Y


 = ( - Y0)b = 0  

bzw. mit 8a) Y  ker *L


 = M. Damit ist zunächst unter der Voraussetzung (AWSδ) die Inklusion 
1* ( )L  B  M  und insgesamt die Übereinstimmung 1* ( )L  B  = M gezeigt.       

Aber auch im Sonderfall, dass (AWSδ) nicht erfüllt und somit b0 = 0S  = 0, b = 0, B = O ist, erhält man 

nach Satz 2.1, 4) die Inklusion L*-1(B) = L*-1(O) = ker L*  M  und insgesamt die Übereinstimmung 
1* ( )L  B  = M.       

Daher ergibt sich ohne die Voraussetzung (AWSδ) die Inklusion 1* ( )L  B  M  und dann die Über-

einstimmung 8b)   
1* ( )L  B  = M.  

Zweiter Beweis für 8b) M = 
1* ( )L  B  und 9) *( )L M  B ohne die Voraussetzung (AWSδ) und 

ohne Fallunterscheidung: Es gilt Y  M genau dann, wenn für beliebiges g  B = ker V0 und L(g) 

 L(B) = L(ker V0) = M gilt     

*( )L Y gT
 = ( )Y L gT

 = 0,             

also L*(Y)  B bzw. L*(Y)  B = B (nach Kowalsky 1967, S. 134, Satz 20.8, da B endlichdimensi-

onal).  Damit ist M = 
1* ( )L  B  und folglich auch *( )L M  B und dim *( )L M  1 gezeigt.   

C) Beweis von 9) *( )L M  B ergibt sich aus B, 8b, „“.   

D) Beweis von 10) ker L* = M  E  = M  {X0 = 0},  

11) M \ ker L*  = M  {X0  0},  

12) 
1* ({ })L b

= M  {X0 = 1}:  

Nach Beweisteil B, 8b, „“ hat man für die L*-Bilder der Y  M die Darstellung  

L*(Y) = Y0b.  

Damit können nun unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S  0 bzw. b  0 bestimmte in M  gelegene 

Teilmengen durch Bedingungen an Y0 beschrieben werden:  
Da nach Satz 2.1, 4) ker L*  M ist, gilt Y  ker L* genau dann, wenn 0 = L*(Y) = Y0b ist. Wegen b

 0 ist dies gleichbedeutend mit Y  M , Y0 = 0 ist. Es ist also ker L* = M  {X0 = 0} = M   E

(Aussage 10).  
Weiter gilt Y  M \ ker L* genau dann, wenn 0  L*(Y) = Y0b ist. Wegen b  0 ist dies gleichbedeu-

tend mit Y  M , Y0  0 ist. Es ist also M \ ker L* = M  {X0  0} = M  \ E (Aussage 11).    

Außerdem gelten nach Beweisteil B, 8b, „“ die Inklusionen 
1* ({ })L b


1* ( )L  B  M. Demnach 

gilt für Y  M die Inzidenz Y 
1* ({ })L b

genau dann, wenn b = L*(Y) = Y0b ist. Wegen b  0 ist 

dies gleichbedeutend zu Y  M , Y0 = 1. Es ist also 
1* ({ })L b

 = M  {X0 = 1} (Aussage 12). 

In der Mengenschreibweise lauten diese Ergebnisse  
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i) 1* ( )L O   = ker L*  = M  {X0 = 0} = M  E,  

ii) 1* ( \ )L O B   = M \ ker L* = M  {X0  0} = M  \ E,   

iii) 1* ({ })L b = M  {X0 = 1}.         

Im Sonderfall 0S  = 0 bzw. b = 0 ist B = O, B = HN,   

M = L(ker V0) = L(B) = L(HN),  

M  = L(HN) = ker L*.   

Nach den Betrachtungen zum Sonderfall in Abschnitt 2.8.4 (unter Verwendung von S0 = 0) liegt hierfür 
der Fall ) (KAG10,Ω) 10,Ω  M vor. Daher ist  

ker L* = M   M   E = M   {X0 = 0},  

sodass i) nicht richtig ist. Weiter ist  
M \ ker L* =   M  \ E = M  {X0  0}  

und ii) nicht richtig. Außerdem ist  
1* ({ })L b  = ker L* = M   M   {X0 = 1}  

(da 0  M  \ {X0 = 1}) und somit iii) nicht richtig. Insbesondere ist hier noch M  {X0  0}   und 

M1  . Im Sonderfall 0S  = 0 sind also die Aussagen i) = 10), ii) = 11) und iii) = 12) nicht richtig.   

Der Beweis von 13) „b  *( )L W  M1 = M  {X0 = 1}  “ ergibt sich aus 12) 
1* ({ })L b

= M1 unter der Voraussetzung (AWSδ): Aufgrund der Übereinstimmung der beiden Mengen gilt b

 *( )L W  bzw. 
1* ({ })L b

  genau dann, wenn die Menge M1 = M  {X0 = 1} nichtleer ist.   

Im Sonderfall 0S  = 0 ist b = 0  L*(W) und 
1* ({ })L b

 = M    stets erfüllt. Da außerdem im 

Sonderfall nach Abschnitt 2.8.4 der Fall ) (KAG10,Ω) 10,Ω  M vorliegt und damit die Bedingung 

M1   stets erfüllt ist, ist auch die Äquivalenz 13) richtig. Für 13) ist also die Voraussetzung (AWSδ) 

nicht nötig.              

E) Der Beweis von 14) „L*(M)  B = O und B  L*(M) bzw. b  L*(M)“ wird bereits in Abschnitt 

2.10.2 angegeben, wobei nur für die zweite und dritte Aussage die Voraussetzung (AWSδ) benötigt 
wird.  

F) Beweis von 15) *( )L W  = *( )L M  *( )L M : Aus W = M + M folgt nach Hilfssatz 5.10 a) die 

Summendarstellung    

*( )L W  = *( )L M + *( )L M ,   

aus 9) und 14) auch ohne die Voraussetzung (AWSδ) noch *( )L M  *( )L M  L*(M)  B = O, 

also insgesamt die direkte Summe 15)          

*( )L W = *( )L M  *( )L M .    

Ein zweiter Beweis für diese direkte Summe ergibt sich ebenfalls ohne die Voraussetzung (AWSδ) 
wegen M  M = O und der nach 4) gültigen Inklusion ker L*  M mit Hilfssatz 5.10 c) von Ab-

schnitt 5.3.6.     

G) Beweis von 16) *( )L M  = B  *( )L W : Nach 9) *( )L M  B gilt *( )L M  B  *( ).L W

Es ist also nur noch die umgekehrte Inklusion „“ zu zeigen. Dazu werden zwei Fälle unterschieden.  
Im Fall i) b  *( )L W bzw. B  *( )L W ist B  *( )L W  = B. Weiter hat man dann wegen 15) 

*( )L W = *( )L M  *( )L M  für b die Darstellung  

b = h + g mit h  *( )L M  und g  *( )L M .  

Nach 9) *( )L M  B ist g = b mit einem   , somit nach 14)  

h = b - g = (1 - )b  B  *( )L M  = O,  



2.11  Lagebeziehungen einiger Unterräume 61 

h = 0, b = g  *( )L M  und B  *( )L M . Zusammen mit der umgekehrten Inklusion 

9) *( )L M  B erhält man die Übereinstimmung *( )L M  = B, also im Fall i)  

*( )L M  = B = B  *( )L W .        

In diesem Fall ist dann noch *( )L W  = *( )L M  *( )L M = *( )L M  B, also *( )L M  eine Hy-

perebene des L*-Bildraums *( )L W .   

Im Fall ii) b  *( )L W gilt b  *( )L W     \ {0} und B  *( )L W = O. Mit 9) *( )L M  B 

folgt dann die Inklusion   

*( )L M  = *( )L M  L*(W)  B  *( )L W = O,  

also insgesamt  

*( )L M  = B  *( )L W = O.  

In diesem Fall gilt dann noch nach 15) *( )L W  = *( )L M  *( )L M = *( )L M , so dass *( )L M

mit dem gesamten L*-Bildraum *( )L W übereinstimmt. Anzumerken ist hier, dass nach Satz 3.3, 6) 

der hier betrachtete Fall i) b  *( )L W die Gültigkeit des LOP und der Fall ii) b  *( )L W  die Ungül-

tigkeit des LOP bedeutet.          

H) Der Beweis von 17) *( )V


W  = * ( )V


V  = B und 18) *( )L


W  B wird bereits in Abschnitt 2.10.3 

angegeben.  

I) Beweis von 19) L*(W)  B  *( )L


W : Nach Abschnitt 2.10.4 gilt stets die Inklusion      

L*(W)  = {L*(X) = *( ) * ( )V X L X
 

 : X  W}  

 { *( )V Y


 : Y  W} + { *( )L Z


 : Z  W}  

 = *( )V


W  + *( )L


W

 = B + *( )L


W (Abschnitt 2.10.3) 

und  

B  *( )L


W  B  B = O (Abschnitt 2.10.3)  

also  

L*(W)  B  *( )L


W .       

In Abschnitt 2.10.4 wird bereits angegeben, dass die Übereinstimmung L*(W) = B  *( )L


W  gleich-

bedeutend zur Gültigkeit des LOP ist und unabhängig von der Voraussetzung 0S  0 ist.       
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3 Bewertung nach dem Duplikationsprinzip 

3.1 Duplizierbarkeit eines Zahlungsprofils    

Es wird jetzt ein zustandsabhängiges reellwertiges Zahlungsprofil (englisch: contingent 
claim oder claim)  
 X  W = {X  I  Ω : X ist F-adaptiert reellwertig}  

betrachtet, also ein reellwertiger stochastischer Prozess, der an die durch das Marktmodell 
((S,δ),F) vorgegebene Filtration F adaptiert ist. Der im Lauf der Zeit erfolgende Wissenszu-

wachs über den Prozess X soll also gemäß Abschnitt 2.5 durch die Filtration F beschrieben 

werden, die den Wissenszuwachs über den Preisprozess S des Marktmodells modelliert 
(siehe Abschnitt 2.4). Für dieses Zahlungsprofil X soll die Bewertung gemäß dem Duplika-
tionsprinzip1 („Pricing by Duplication“) durchgeführt werden, indem X als das Zahlungs-
profil L(h) einer geeigneten Handelsstrategie h = (h1,…,hN)T  HN eines Wertpapierportfolios 

aus N Wertpapieren jS  (j = 1,…,N) dargestellt wird. Der Wert des Zahlungsprofils X soll 

dann durch den Wert der nachbildenden Handelsstrategie h definiert werden (siehe Ab-
schnitt 3.3). Ein Zahlungsprofil X  W, für welches   

(DP) X = L(h)  L(HN)   

ist, also X das bei der Abbildung L sich ergebende Bild L(h) einer Handelsstrategie h  HN 

ist, wird als (mittels der Abbildung L oder gemäß der Bedingung (DP)) duplizierbar (er-
reichbar, absicherbar; englisch: attainable, hedgeable, marketable) bezeichnet. Die Überein-
stimmung der stochastischen Prozesse X und L(h) soll dabei für alle Zeitpunkte t  I und alle 
Zustände ω  Ω gelten und somit P-sicher2 (P ist das W-Maß auf der Potenzmenge Ꮘ(Ω) 

von Ω) erfüllt sein: 

 Xt(ω) = Lt(h)(ω)   t  I, ω  Ω.    
Eine Handelsstrategie h  HN mit L(h) = X wird Duplikationsstrategie (Hedging-Strategie) 

von X genannt.   
Das Marktmodell ((S,δ),F) heißt vollständig (englisch: complete market model), wenn jedes 

Zahlungsprofil X  W durch eine Handelsstrategie h  HN duplizierbar ist, wenn also zum 

 
1  Das Duplikationsprinzip zur Preisfindung von Aktienoptionen geht zurück auf Fischer Sheffey 

Black (1938–1995), Myron Samuel Scholes (1941–) und Robert Cox Merton (1944–) zu Beginn 
der 1970er Jahre. Die Bezeichnung Duplikationsprizip findet man auch bei Korn (1999), S. 96, 
Hausmann et al. (2002), S. 417, Rudolph u. Schäfer (2010), S. 258, Korn (2014), S. 15, 133, 
Trautmann (2017), S. 16.  

2  Besondere Notationen und Sprechweisen der Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) werden bei 
Bauer (2002) WT, S. 6f., angegeben. Wegen der in der Modellierung des Marktmodells gesicherten 
Eigenschaft P(ω) > 0  ω  Ω ist hier die P-sichere Übereinstimmung gleichbedeutend mit der P-
fast sicheren Übereinstimmung (mit Wahrscheinlichkeit Eins, englisch: almost sure, Abk.: f.s. oder 
a.s.), die auf einer P-Nullmenge nicht vorliegen muss. Die P-f.s. Übereinstimmung von 
stochastischen Prozessen mit den beiden verschiedenen Gleichheitsbegriffen ‚modifiziert‘ und 
‚ununterscheidbar‘ wird verwendet bei überabzählbar unendlichem Zustandsraum Ω (Definitionen 
siehe Kremer (2011), S. 387, Hausmann et al. (2002), S. 370).         
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festgelegten Marktmodell ((S,δ),F) das Bild L(HN) der Abbildung L : HN  W den gesamten 

Zielraum W ausfüllt:  

(VS)  L(HN) = W.  

Es folgt nun ein Beispiel für einfache duplizierbare Zahlungsprofile und zwar für einperiodi-
sche Termingeschäfte (Forwardgeschäfte), die auch noch in Abschnitt 3.7.2 bei der Aufspan-
nung des Unterraums M der Kapitalmarktgeschäfte verwendet werden.  

Beispiel 3.1 Die Duplizierbarkeit der zu den Finanzinstrumenten des Marktmodells gehörigen 
einperiodischen Termingeschäfte      

Zu den festen Indizes t  {1,…,T} und j  J = {1,…,N} und der dazu gebildeten speziellen (determi-
nistischen) Handelsstrategie            
 h = (h0,..,ht,..,hT)T = (0,..,0,ej,0,..,0)T = ej ,t 1  =: ,t j   HN        

mit hs = 0 für s  t, ht = ej = (δj,k)kJ = (0,..,0,1,0,..,0)T  N gehören die Vermögenswerte  

 Vs(h) = sS hs = 0  für s  t,  

 Vt(h) = tS ht = tS ej = , j
tS    für s = t,  

die Reinvestionswerte  

 Rs(h) = sS hs+1 = 0 für s  t-1,  

 Rt-1(h) = 1tS  ht = 1tS  ej = 1
j

tS    für s = t-1,  

die Portfolioauszahlungen  
 Ls(h) = Vs(h) - Rs(h) = 0  für s  t-1, t,       

 Lt-1(h) = - Rt-1(h) = - 1
j

tS    für s = t-1,  

 Lt(h) = Vt(h) = , j
tS    für s = t       

und insgesamt das Zahlungsprofil  

 X = L(h)  = - 1
j

tS   1,t 1  + , j
tS   ,t 1   

  =  ,
10,..,0,- , ,0,..,0j j

t tS S


T

  

  =: ,t jT .       

Demnach ist das einperiodische stochastische Termingeschäft ,t jT , bei dem im Zeitpunkt t-1 das j-te 

Wertpapier jS  des Marktmodells zum Preis 1
j

tS   gekauft und im Zeitpunkt t zum Preis , j
tS   wieder 

verkauft wird, duplizierbar. Da bei der speziellen Handelsstrategie h = ej ,t 1  =: ,t j  wegen t  1 der 

aufgewandte Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  den Wert Null hat, liegt das Termingeschäft ,t jT  in dem in 

Abschnitt 3.7.1 noch weiter behandelten Unterraum M := 0(ker )L V  der Kapitalmarktgeschäfte. Falls 

nun im Marktmodell, d. h. genauer im Unterraum L(HN), noch das LOP gültig ist, hat das Terminge-

schäft ,t jT  den Preis ( ,t jT ) = 0. ó 
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3.2 Berechnung einer Duplikationsstrategie 

3.2.1 Rekursive Auflösung des gestaffelten linearen Gleichungssystems  

Um für ein duplizierbares Zahlungsprofil X  L(HN) eine Duplikationsstrategie h  HN zu 

bestimmen, ist das gestaffelte inhomogene lineare Gleichungssystem  
(DP) L(h) = X    
nach einer Handelsstrategie h  HN aufzulösen. Dazu wird die F-Vorhersehbarkeit von h 

(d. h. ht ist auf jedem At-1,k  Pt-1 konstant) und die Staffelung des umgeformten Gleichungs-

systems bezüglich des Zeitindexes t  I und bezüglich der Partitionsmenge At-1,k  Pt-1 ge-

nutzt:  

 tS  ht  = Vt(h) = Lt(h) + Rt(h)  

   = Xt + 1t tS h   =: Zt  (t = T,…,0; hT+1 = 0).  

Zu festem X  L(HN) wird hier für die rechten Seiten des umgeschriebenen Gleichungssys-

tems die Abkürzung Zt = Zt(Xt,ht+1) verwendet. Die Bestimmung von Zt erfolgt also mit dem 
Ausdruck auf der rechten Seite aus Xt und ht+1:   
 Zt(At,m) = Xt(At,m) + St(At,m)Tht+1(At,m)  

    = Xt(At,m) + , 1 ,
1

( ) ( )
N

j j
t t m t t m

j

S A h A


 .           

Wegen der Vorgabe von hT+1 = 0 kann speziell für t = T die rechte Seite ZT unabhängig von 
h bestimmt werden: ZT = XT. Weiter sind bei der sukzessiven zeitlich rückwärts gerichteten 
Auflösung für die Zeitindizes t = T,…,0 auf der rechten Seite die Größen Xt und ht+1 und 

damit Zt schon bekannt. Die Übereinstimmung von Zt mit der linken Seite Vt(h) = t tS h   wird 

dagegen zur Auflösung nach ht verwendet.  

Erster Schritt für t = T: Mit der Auflösung des Gleichungssystems beginnt man also beim 
Zeitpunkt t = T und löst zuerst den Gleichungsblock  

 TS  hT  = XT  

nach dem Portfoliovektor hT = 
11,1 1,( ( ),..., ( ))

TT T T T kh A h A
 

T
mit seinen kT-1 Komponenten auf: 

In der Gleichung ist nämlich zu beachten, dass auf der linken Seite für die Koordinaten der 

FT-messbaren reellwertigen Produktfunktion TS  hT aufgrund der Vorhersehbarkeit von h die 

folgenden Übereinstimmungen gelten:      

 , ,( ) ( )T T m T T mS A h A T  = , 1,( ) ( )T T m T T kS A h A


T   für AT,m  AT-1,k.   

Somit treten bei der Bestimmung der FT-1-messbaren N-wertigen Zustandsfunktion hT an-

stelle der kT = K Unbekannten ,( )T T mh A  (m = 1,…,kT) tatsächlich nur die kT-1 Unbekannten 

1,( )T T kh A   (k = 1,…,kT-1) auf. Damit erhält man für jeden Partitionsindex k  {1,…,kT-1} von 

PT-1 den Block der reellwertigen Gleichungen  

(DPAT-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )T T m T T k T T mS A h A X A
 T

,  m  {1,…,kT} mit AT,m  AT-1,k.  

Diese Blöcke können für jeden Partitionsindex k  {1,…,kT-1} getrennt behandelt und ggf. 
(im Fall der Lösbarkeit) nach dem Portfoliovektor 1,( )T T kh A    N aufgelöst werden. Zu je-
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dem Index k liegen dabei für den gesuchten Vektor 1,( )T T kh A   genau so viele Gleichungen 

vor, wie das in FT = Ꮘ(Ω) liegende Molekül AT-1,k ( PT-1  FT-1  FT) Atome AT,m (= {ωm} 

 PT = Z(FT)) enthält bzw. wie der Ausgangsknoten AT-1,k Nachfolgerknoten AT,m  AT-1,k 

besitzt.    
Beim Zeitpunkt t = T beginnt man also mit dem Partitionsindex k = 1 bzw. mit dem Knoten 
AT-1,1  PT-1 des Informationsbaumes und den von diesem Ausgangsknoten aus durch Kanten 

erreichbaren Nachfolgerknoten AT,m  PT  (AT,m  AT-1,1). Hierfür löst man das lineare Glei-

chungssystem 

 ,
, 1,1

1

( ) ( )
N

j j
T T m T T

j

S A h A




  = XT(AT,m)   (AT,m  AT-1,1) 

mit den zu den Indizes m  {1,…,kT} mit AT,m = {ωm}  AT-1,1 gegebenen linearen Gleichun-

gen nach den N Unbekannten 1,1( )j
T Th A     (j = 1,…,N) auf. Im Falle der Lösbarkeit erhält 

man als Lösung zum Ausgangsknoten AT-1,1 den Portfoliovektor  

 1,1( )T Th A   = (
1

1,1( )T Th A  ,…, 1,1( )N
T Th A  )T  N.   

Ebenso verfährt man dann mit den weiteren Knoten AT-1,k  PT-1 bzw. Partitionsindizes 

k = 2,…,kT-1 der Partition PT-1, deren Gleichungssysteme ebenfalls für sich getrennt behandelt 

werden können. Im Falle der Lösbarkeit erhält man insgesamt für alle Knoten AT-1,k  PT-1 

als Lösung die zum Zeitpunkt T gehörige FT-1-messbare N-wertige Portfoliovektor-Zu-

standsfunktion  

 hT = ( 1,1( )T Th A  ,…,
11,( )

TT T kh A
 )T   

mit den kT-1 Funktionswerten 1,( )T T kh A   = (
1

1,( )T T kh A  ,…, 1,( )N
T T kh A  )T  N,  k = 1,…,kT-1.  

Weitere Schritte für t = T-1,…,0: Beim rekursiven Berechnungsschema schreitet man dann 
zeitlich rückwärts fort zu den Zeitpunkten t = T-1,…,0 und den jeweils zugehörigen Knoten 
At-1,k  Pt-1 (k = 1,…,kt-1) und löst zu festem Indexpaar (t,k) unter Verwendung der Konstanz 

ht(At,m) = ht(At-1,k) für At,m  At-1,k das lineare Gleichungssystem   

(DPAt-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T

    (At,m  At-1,k)     

bzw. ausgeschrieben  

 ,
, 1,

1

( ) ( )
N

j j
t t m t t k

j

S A h A




  = Zt(At,m)   (At,m  At-1,k)     

mit den jeweils bereits bekannten rechten Seiten  
 Zt(At,m)  = Xt(At,m) + Rt(h)(At,m)   
   = Xt(At,m) + St(At,m)Tht+1(At,m)    

nach den N Unbekannten 1,( )j
t t kh A    (j = 1,…,N) auf. Im Falle der Lösbarkeit erhält man 

als Lösung zum Partitionsereignis At-1,k den Portfoliovektor  

 1,( )t t kh A  = (
1

1,( )t t kh A ,…, 1,( )N
t T kh A  )T  N, 

dessen Vermögenswert Vt(h)(At,m) = , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T
 in den Nachfolgerknoten At,m von 

At-1,k mit den rechten Seiten Zt(At,m) übereinstimmt. Die jeweilige rechte Seite ist dabei gege-
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ben für den Zeitindex t = T durch die Zahlungskomponente XT(ωm) und für die Zeitindizes 
t = T-1,…,0 durch die Summe der Zahlungskomponente Xt(At,m) und des Reinvestitionswerts 
Rt(h)(At,m) = St(At,m)Tht+1(At,m) des Portfoliovektors ht+1(At,m) bzw. der Duplikationsstrategie 
h  HN.        

Die Anzahl der Gleichungen wird durch die Aufspaltungsfunktion3  beschrieben, die für 
jede Partitionsmenge At-1,k  Pt-1 (t = 1,…,T) der Partition Pt-1 zum Zeitpunkt t-1 die Anzahl 

(t-1,At-1,k) der Partitionsmengen At,m in der nachfolgenden Partition Pt angibt, in welche die 

Partitionsmenge At-1,k zum darauffolgenden Zeitpunkt t zerfällt:  
 (t-1,At-1,k) := {At,m  Pt : At,m  At-1,k}. 

Im Informationsbaum gibt der Aufspaltungswert (t-1,At-1,k) die Anzahl der Nachfolgerkno-
ten At,m des Ausgangsknotens At-1,k an. Das zu einem Ausgangsknoten At-1,k gehörige Glei-
chungssystem (DPAt-1,k) ist für jede beliebige rechte Seite Zt(At,m) genau dann lösbar, wenn 
die Zeilenvektoren (N-Tupel)  

 ,( )t t mS A T
, At,m  AT-1,k, linear unabhängig  

sind, also die aus diesen Zeilen gebildete Matrix den vollen Zeilenrang (= (t-1,At-1,k)) besitzt. 
Eine notwendige Folge davon ist  
 (t-1,At-1,k)  N.  
Die Lösbarkeit dieses Gleichungssystems für jede beliebige rechte Seite bedeutet die Voll-
ständigkeit des zum Ausgangsknoten At-1,k gehörigen Einperiodenmodells.4   

Zusätzlich zur Staffelung des Gleichungssystems bezüglich des Zeitindexes t kann auch noch 
jedes der zu den Knoten At-1,k  Pt-1 gehörigen Gleichungssysteme (DPAt-1,k) getrennt für sich 

behandelt werden. Bei der rekursiven Lösung des Gleichungssystems wird die in Abschnitt 
2.8.2 beschriebene obere Blockbidiagonalstruktur von L und die Blockdiagonalstruktur von 

tB  und Bt genutzt. Insgesamt ergibt sich für alle k = 1,…,kt-1 im Falle der Lösbarkeit die zum 

Zeitpunkt t gehörige Portfoliovektor-Zustandsfunktion  

 ht = ( 1,1( )t th A ,…,
11,( )

tt t kh A
 )T,  

deren Funktionswerte 1,( )t t kh A  die zu den Ausgangsknoten At-1,k gehörigen Portfoliovekto-

ren sind. Die Abbildung 3.1 gibt eine schematische Darstellung für die hierbei auftretenden 
linearen Gleichungen.      

 
3  Die Definition der Aufspaltungsfunktion findet man bei Kremer (2017), S. 156. Außerdem wird 

dort der Aufspaltungsindex  als das Maximum der Aufspaltungswerte (t-1,At-1,k) (t = 1,…,T; At-1,k 
 Pt-1) definiert.  

4  Eine ausführliche Behandlung der Vollständigkeit des Einperiodenmodells erfolgt in den Abschnit-
ten 3.2.2 und 6.2.1.   
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Abb. 3.1 Schematische Darstellung der zu den Nachfolgerknoten At,m von At-1,k gehörigen linearen 
Gleichungen der Duplizierung zur Bestimmung des Portfoliovektors ht(At-1,k) des Aus-
gangsknotens At-1,k  (N = 1)  

Beispielsweise erhält man für t = 1 das zu dem einzigen Knoten A0 := A0,1 = Ω  P0 (der 

Wurzel des Informationsbaums, k0 = 1) und allen seinen Nachfolgerknoten A1,m  P1 

(m = 1,…,k1) gehörige Gleichungssystem  

(DPA0,1) 1 1, 1 1 1, 1 1, 1 1, 2 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m mS A h Z A X A S A h A    T T
 (A1,m  Ω) 

aus (0,Ω) = k1 Gleichungen für die N Unbekannten 1 ( )jh   (j = 1,…,N). Mit der Matrix  
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und dem Spaltenvektor Z1 = ( 1 1,1( )Z A ,…,
11 1,( )kZ A )T 1k  ergibt sich die Matrizenschreib-

weise des Gleichungssystems, die in Kapitel 6 bei der Behandlung des Einperiodenmodells 
verwendet wird:      
 DTh1 = Z1.  
Im Falle der Lösbarkeit erhält man als Lösung den Portfoliovektor h1(Ω) 

= 1
1 1( ( ),..., ( )) .Nh h  T  Für die nachfolgenden Zeitpunkte t > 1 sind aber für die Bestimmung 

der Zustandsfunktion ht = ( 1,1( )t th A ,…,
11,( )

tt t kh A
 )T im Allgemeinen gemäß der Anzahl kt-1 

der Ausgangsknoten At-1,k (k = 1,…,kt-1) bzw. Anzahl der Einperiodenmodelle mehrere Glei-
chungssysteme zu lösen.   

Zuletzt erhält man für t = 0 und den Knoten A-1,1 = A0 = Ω noch die allein zum Knoten 
A0 = Ω (ohne Nachfolgerknoten im Informationsbaum) gehörige einzige Gleichung  

(DPA-1,1) 0 0 0 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S h Z X S h        T T  

für die Berechnung der N Unbekannten 0 ( )jh   (j = 1,…,N) des Startportfoliovektors h0(Ω) 

 N oder für die unmittelbare Berechnung des Vermögenswertes   

 V0(h) = 0 0S h T  = Z0(X0,h1) = 0 0 1X S h T   

aus X0 und dem bereits berechneten h1. Wegen der mathematisch-technischen Voraussetzung 

(AWSδ) 0S    0 ist die Gleichung für beliebige X0   und h1  N stets nach h0(Ω)  N 

auflösbar. Die Duplizierbarkeit eines Zahlungsprofils X = (X0,X1,…,XT)T  W ist also unab-

hängig von der deterministischen Komponente X0. Dies entspricht der Aussage von Abschnitt 
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3.7.3, dass unter der Voraussetzung (AWSδ) mit einem L-duplizierbaren Zahlungsstrom 
X  L(HN) auch der in der 0-ten Komponente abgeänderte Zahlungsstrom Y = X + p10,Ω 

= (X0 + p,X1,…,XT)T, p  , L -duplizierbar ist:   

Unter der Voraussetzung (AWSδ) gilt:   
 X  L(HN) ⇒ Y = X + p10,Ω  L(HN) für beliebiges p  .    

Insbesondere folgt  
 X = (X0,X1,…,XT)T  L(HN)  Y = (0,X1,…,XT)T  L(HN). 

Begründung von „⇒“ mit p = - X0 und von „⇐“ mit p = X0.  
Weiter folgt daraus auch die in Abschnitt 2.8.4 unter der Voraussetzung (AWSδ) bewiesene 
Inzidenz  
(DP10,Ω)  10,Ω  L(HN)  

bzw. Inklusion E := lin 10,Ω  L(HN). Begründung: X = 0 = (0,…,0)T  L(HN), p = 1 ⇒ Y 

= 10,Ω = 0 + 110,Ω  L(HN).      

Als weitere Folgerung ergibt sich speziell im Einperiodenmodell (T = 1) die Äquivalenz der 
verschiedenen Begriffe der Duplizierbarkeit und der Vollständigkeit (siehe Abschnitt 3.2.2 
und 6.2.1). Im Falle N > 1 ist dabei der Portfoliovektor h0(Ω)  N durch die einzige reell-

wertige Gleichung 0 0 0S h Z T  nicht eindeutig bestimmt.  

Aufgrund dieser letzten Gleichung (DPA-1,1) für t = 0 kann das Law of One Price (Abk.: LOP, 
Definition folgt noch in Abschnitt 3.3.2 bei der Bewertung nach dem Duplikationsprinzip) 
also auch folgendermaßen formuliert werden:  

(LOP1)  Für jedes X  L(HN) gilt: 0 1S hT  konstant  h  L-1({X}).   

Im Falle der Duplizierbarkeit von X erhält man eine Duplikationsstrategie h = (h0,…,hT)T. 
Falls noch das LOP gültig ist, liefert  

 (X) := 0 0S h T  = V0(h) = L0(h) + R0(h) = 0 0 1X S h T   

den Preis des Zahlungsprofils X.       

Die hier dargestellte zeitlich rückwärts verlaufende schrittweise Auflösung des gestaffelten 
Gleichungssystems entspricht auch dem Vorgehen von Kremer (2011), S. 164–166, der das 
Mehrperiodenmodell in seine Einperiodenmodelle zerlegt und sukzessive rückwärts für die 
Zeitpunkte t = T,…,1 die zu den Knoten At-1,k  Pt-1 des Informationsbaumes gehörigen ein-

periodischen Gleichungssysteme (DPAt-1,k) in der speziellen Schreibweise des Einperioden-
modells löst.5 Für das zum fest gedachten Ausgangsknoten At-1,k  Pt-1 und seinen Nachfol-

gerknoten At,m  At-1,k gehörige Einperiodenmodell werden dabei nur Zahlungsprofile zum 
einzigen Zeitpunkt t (anstelle der Zeitpunkte t-1 und t), also Zustandsfunktionen Zt auf At-1,k 
in Abhängigkeit von den At,m  At-1,k betrachtet. In den nächsten Abschnitten folgen nun noch 
einige Betrachtungen zu den im Mehrperiodenmodell enthaltenen Einperiodenmodellen und 
zwar hinsichtlich Duplizierbarkeit, Vollständigkeit und Law of One Price.    

 
5  Eine ausführliche Behandlung des Einperiodenmodells in seiner speziellen Schreibweise in den 

niedrigerdimensionalen Räumen N und K und die Betrachtung der speziellen Zahlungsprofile 
X1  K zum Endzeitpunkt t = 1 erfolgt auch in der vorliegenden Abhandlung noch in Ab-
schnitt 6.2.  
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Nachfolgend wird ein Zahlenbeispiel zur Bestimmung einer Duplikationsstrategie h für ein 
vorgegebenes Zahlungsprofil X gerechnet. In der zugehörigen Abbildung 3.2 sind zum vor-
gegebenen Preisprozess S des Marktmodells der Informationsbaum des Mehrperiodenmo-
dells und die gestrichelt umrandeten einperiodischen Teilgraphen der enthaltenen Einperio-
denmodelle dargestellt.   

Beispiel 3.2 Die Bestimmung einer Duplikationsstrategie und des Preises eines Zahlungsprofils 
in einem Zwei Perioden-Vier Zustände-Zwei Finanzinstrumente-Modell       

In dem folgenden Zahlenbeispiel eines Marktmodells ist die Anzahl der dividendenlosen (δ = 0) Fi-
nanzinstrumente N = 2, die Anzahl der Zeitperioden T = 2 und die Anzahl der Zustände Ω = K = 4. 
Die Knoten des Informationsbaums zum Preisprozess  

 S  = S = 0,1,2; ; 1,2( ( ))
t t

j
t t t A jS A   P )  

sind A0 := A01 = Ω, A11 = {ω1,ω2}, A12 = {ω3,ω4}, A2k = {ωk} für k = 1,…,4. Die Filtration P = (Pt)t=0,1,2 

der Partitionen ist gegeben durch  
 P0 = {A0},  

 P1 = {A11,A12},  

 P2 = {A21,A22,A23,A24} = {{ω1},{ω2},{ω3},{ω4}}.   

Der P-adaptierte Preisprozess S  W2 ist gegeben durch  

 S0
T  = S0(A0)T  = (80,100),  

 S1
T  = (S1(A11)T;S1(A12)T)  = (64,110;96,90),  

 S2
T  = (S2(ω1)T;S2(ω2)T;S2(ω3)T;S2(ω4)T) = (58,132;29,106;76.8,99;105.6,81).       

Das zu bewertende P-adaptierte reellwertige Zahlungsprofil sei X = (X0,X1,X2)T  W = W1 mit        

 X0 = X0(Ω) = 0,  
 X1 = (X1(A11),X1(A12))T = (0,0)T,  
 X2 = (X2(ω1),X2(ω2),X2(ω3),X2(ω4))T = (32,6,0,0)T.                 

Das zur Bestimmung einer Duplikationsstrategie h zu lösende gestaffelte lineare Gleichungssystem 
(DP) L(h) = X lässt sich in drei Teile zerlegen:  

(DPA1,k) 2 2, 2 1,( ) ( )m kS A h AT   = X2(A2,m)  für A2,m  A1,k  P1, k = 1, 2,        

(DPA0,1) 1 1, 1 0( ) ( )mS A h AT   = Z1(A1,m) = X1(A1,m) + S1(A1,m)Th2(A1,m)  für A1,m  A0  P0,     

(DPA-1,1) 0 0 0 0( ) ( )S A h AT   = Z0(A0) = X0(A0) + S0(A0)Th1(A0).           

Der erste Teil wird in der Abbildung 3.4 durch die gelb und grün umrandeten Teilgraphen veranschau-
licht, der zweite Teil durch den blau umrandeten Teilgraphen. Der dritte Teil liefert im Knoten A0 den 
Startkapitalwert Z0(A0) = V0(h) und die Bemerkung, dass der Portfoliovektor h0 nicht eindeutig be-
stimmt ist.  
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Abb. 3.2 Der Informationsbaum des zur Filtration P adaptierten Preisprozesses S  = S (δ = 0, N = 2, 

T = 2, K = 4) und die gestrichelt umrandeten Teilgraphen der enthaltenen Einperiodenmo-
delle. In den Knoten sind neben dem Preisprozesswert St(At,k) noch der Zahlungswert 
Xt(At,k) des P-adaptierten Zahlungsprofil X = (X0,X1,X2)T, die rechte Seite Zt(At,k) des jewei-

ligen Gleichungssystems und in den Ausgangsknoten At,k (t = 0,1) von Einperiodenmodel-
len noch der gesuchte Portfoliovektor ht+1(At,k) der P-vorhersehbaren Duplikationsstrategie 

h = (h0,h1,h2)T aufgeführt.  

1) Mit der Auflösung der Gleichungssysteme beginnt man beim ersten Knoten A1,1 = {ω1,ω2} der Par-
tition P1.   Zu diesem Knoten A1,1  P1 und seinen durch Kanten erreichbaren Nachfolgerknoten A2,1 

= {ω1}, A2,2 = {ω2}  P2, (A2,1, A2,2  A1,1) des Informationsbaums gehört der in der Abbildung 3.4 gelb 

gestrichelt umrandete Teilgraph eines Einperiodenmodells. In diesem ist der Portfoliovektor 2 1,1( )h A  

=  1 2
2 1,1 2 1,1( ), ( )h A h A T zu bestimmen. Das hierfür vorliegende Gleichungssystem besitzt in der Kompo-

nentenschreibweise die zu den Nachfolgerknoten A2,1, A2,2  A1,1 gehörigen Zeilen       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 0 1 t  2 

{ω1}: 
S2(ω1)T = (58,132) 
 
Z2(ω1) = X2(ω1) = 32  

A0 = Ω: 
S0(A0)T = (80,100) 
h1(A0) = (-0.829,0.884)T   
X0(A0) = 0  
Z0(A0) = V0(h) = 22.112  
---------------------------- 
h0(A0) nicht eind. best.   

A1,2 = {ω3,ω4}:  

S1(A1,2)T = (96,90) 
h2(A1,2) = (0,0)T   
X1(A1,2) = 0  
Z1(A1,2) = 0  

{ω2}: 
S2(ω2)T = (29,106) 
 
Z2(ω2) = X2(ω2) = 6  

{ω3}: 
S2(ω3)T = (76.8,99) 
 
Z2(ω3) = X2(ω3) = 0  

{ω4}: 
S2(ω4)T = (105.6,81) 
 
Z2(ω4) = X2(ω4) = 0  

A1,1 = {ω1,ω2}:  

S1(A1,1)T = (64,110) 
h2(A1,1) = (1.120,-0.250)T  
X1(A1,1) = 0  
Z1(A1,1) = 44.224  

P0 = {Ω}  P1 = {A1,1,A1,2}  

A 

P2 = {{ω1},{ω2},{ω3},{ω4}} 

, 
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(DPA1,1) 

1 1 2 2
2 1 2 1,1 2 1 2 1,1 2 1

1 1 2 2
2 2 2 1,1 2 2 2 1,1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

S h A S h A X

S h A S h A X

  

  

 

 
 

In der Matrizenschreibweise erhält man  

 
11 2
2 1,12 1 2 1 2 1

21 2
2 1,12 2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

h AS S X

h AS S X

  

  

    
      

    
   

und mit den verwendeten Zahlenwerten  

 
1
2 1,1

2
2 1,1

58 132 32( )

29 106 6( )

h A

h A

    
          

.  

Im gelb umrandeten Einperiodenmodell zum Ausgangsknoten A11  P1 hat man hier für die N = 2 Un-

bekannten 1
2 1,1( )h A  und 2

2 1,1( )h A  also (1,A1,1) = M(A1,1) = 2 inhomogene lineare Gleichungen, wobei 

die Indexmenge M(A1,1) := {m  {1,…,k2} : A2,m  A11} = {1, 2} die Nachfolgerknoten A2,m von A11 
beschreibt. Als Lösung erhält man den Portfoliovektor  

 2 1,1( )h A  =  1 2
2 1,1 2 1,1( ), ( )h A h A T = (1.120,-0.250)T.           

Analog ergibt sich im grün umrandeten Teilgraphen für den zum Knoten A1,2  P1 gehörigen Portfo-

liovektor die Lösung  

 2 1,2( )h A  =  1 2
2 1,2 2 1,2( ), ( )h A h A T = (0;0)T.           

Insgesamt erhält man die Zustandsfunktion  

 h2 =  1 2 1 2
2 1,1 2 1,1 2 1,2 2 1,2( ), ( ); ( ), ( )h A h A h A h A T = (1.120,-0.250;0,0)T.    

2) Nach dieser Bearbeitung aller Knoten der Partition P1 gelangt man zum Knoten A0 der Partition P0. 

Zum Knoten A0 = Ω  P0 und seinen Nachfolgerknoten A1,1, A1,2  P1 (A1,1, A1,2  A0) im blau  umran-

deten Teilgraphen wird der Portfoliovektor 1 0( )h A  =  1 2
1 0 1 0( ), ( )h A h A T gesucht. Zur Bestimmung ver-

wendet man das Gleichungssystem mit den zu den Nachfolgerknoten A1,1, A1,2  A0 gehörigen Zeilen       

(DPA0,1) 

1 1 2 2
1 1,1 1 0 1 1,1 1 0 1 1,1

1 1 2 2
1 1,2 1 0 1 1,2 1 0 1 1,2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

S A h A S A h A Z A

S A h A S A h A Z A

 

 
 

mit den jetzt bekannten rechten Seiten      

 

1 1 2 2
1 1,1 1 1,1 1 1,1 2 1,1 1 1,1 2 1,1

1 1 2 2
1 1,2 1 1,2 1 1,2 2 1,2 1 1,2 2 12

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

Z A X A S A h A S A h A

Z A X A S A h A S A h A

  

  
 

Das Gleichungssystem lautet in der Matrizenschreibweise  

 
1 2 1
1 1,1 1 1,1 1 1,11 0

1 2 2
1 1,2 1 1,2 1 1,21 0

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

S A S A Z Ah A

S A S A Z Ah A

    
        
    

   

und mit den verwendeten Zahlenwerten  

 
1
1 0

2
1 0

64 110 44.224( )

96 90 0( )

h A

h A

    
     

    
. 

Es besitzt als Lösung den Portfoliovektor bzw. die Zustandsfunktion  

 h1 = h1(A0) =  1 2
1 0 1 0( ), ( )h A h A T = (-0.8292,0.88448)T.  
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3) Zum Zeitpunkt t = 0 (und allein zum Knoten A-1 = A0 = Ω ohne Nachfolgerknoten im Informations-

baum) erhält man für den Portfoliovektor h0(A0) =  1 2
0 0 0 0( ), ( )h A h A

T

 nur die einzige reellwertige Glei-

chung    

(DPA-1,1) 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )S A h A Z AT  

mit der jetzt bereits bekannten rechten Seite  

 Z0(A0)  = 0 0 0 0 1 0( ) ( ) ( )X A S A h A T  

   = 0 + 80(-0.8292) + 1000.88448 = 22.112.     
Diese Gleichung  

 1 2
0 0 0 080 ( ) 100 ( ) 22.112h A h A       

ist nach h0 auflösbar. Die Lösung ist aber nicht eindeutig bestimmt. Eine mögliche Lösung ist der Port-
foliovektor h0 = (0.0014,0.22)T, also ein Portfolio mit 0.0014 Einheiten von S1  und mit 0.22 Einheiten 
von S2. Damit ergibt sich eine mögliche Duplikationsstrategie für X mit  
 h = (h0;h1;h2)T = (0.0014,0.22; -0.829,0.884; 1.120,-0.250;0,0)T.   
Der Preis des Zahlungsprofils X (Definition des Preises folgt in Abschnitt 3.3.2) ist hier jedoch eindeu-
tig bestimmt und beträgt  
 (X) = V0(h) = S0

Th0 = 22.112.     ó 

Anmerkung zur Duplizierung bei unvollkommenem Kapitalmarkt  
Bei der Lösung der Duplikationsgleichung (DP) könnte auch ein Verallgemeinerungsversuch zur Be-
wertung auf unvollkommenem Kapitalmarkt ansetzen, indem ein System aus Investitionen zum Geld-
kurs und Finanzierungen zum Briefkurs verwendet wird. Dies bedeutet, dass bei den Preisprozessen 

der Finanzinstrumente jS  zwischen dem höheren Briefkurs ,j BS  für den Kauf des Wertpapiers und 

dem niedrigeren Geldkurs ,j GS  für den Verkauf des Wertpapiers auf dem Markt zu unterscheiden ist.  

Bei der Berechnung einer Duplikationsstrategie h  HN für ein Zahlungsprofil X  W ist dann das oben 

für den vollkommenen Kapitalmarkt angegebene Gleichungssystem derart abzuändern, dass bei nicht-

negativer Stückzahl j
th  der Briefkurs und bei negativer Stückzahl j

th  der Geldkurs zu nehmen ist. Man 

erhält dann ein Gleichungssystem, dessen Matrixelemente , , ( , 1, )
,( )j E j t k

t t mS A   vom Vorzeichen der Un-

bekannten 1,( )j
t t kh A   (j = 1,…,N) abhängen. Das gestaffelte inhomogene lineare Gleichungssystem   

 , , ( , -1, )
, 1, ,

1

( ) ( ) ( )
N

j E j t k j
t t m t t k t t m

j

S A h A Z A




  ,   

t = T,…,0, k  {1,…,kt-1}, m  {1,…,kt} mit At,m  At-1,k, besitzt die rechten Seiten  

 , ( , , )
, , , 1 ,

1

( ) : ( ) ( ) ( )
N

j E j t m j
t t m t t m t t m t t m

j

Z A X A S A h A


   ,  

die bei der für die Zeitindizes t = T,…,0 rückwärts gerichteten sukzessiven Auflösung jeweils bereits 
bekannt sind. Im Gegensatz zum vollkommenen Kapitalmarkt enthält es jetzt auf der linken Seite in 
den Matrixelementen die Kursartindizes 

 1,

1,

für ( ) 0,
( , -1, )

für ( ) 0,

j
t t k

j
t t k

B h A
E j t k

G h A




 
 


  

welche die jeweilige Kursart (B für Briefkurs , ,j B
tS   oder G für Geldkurs , ,j G

tS  von S j zum Zeitpunkt 

t vor der Dividendenzahlung) der Finanzinstrumente in Abhängigkeit vom Vorzeichen der gesuchten 

Unbekannten 1,( )j
t t kh A   bestimmen. Auf der rechten Seite des Gleichungssystems befinden sich die 

Kursartindizes  

 1 ,

1 ,

für ( ) 0,
( , , )

für ( ) 0,

j
t t m

j
t t m

B h A
E j t m

G h A
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die bei der sukzessiven Auflösung des Gleichungssystems von t = T bis t = 0 schon im vorhergehenden 

t-Schritt zusammen mit den Werten 1 ,( )j
t t mh A  bestimmt wurden. Bei deterministischen Zahlungsströ-

men wird ein derartiges Problem bei Pleier (2021) behandelt. Für spezielle Supplementsysteme aus 
Investitionen und Finanzierungen des unvollkommenen Kapitalmarkts kann dort die eindeutige Dupli-
zierung durch die iterative Nullstellenbestimmung einer Hilfsfunktion berechnet werden. Dieses Prob-
lem wird hier aber für die stochastischen Zahlungsströme nicht weiter verfolgt.  

3.2.2 Duplizierbarkeit und Vollständigkeit im Einperiodenmodell  

Duplizierbarkeit im Einperiodenmodell  
Im Spezialfall T = 1 des Einperiodenmodells sind für die Duplizierung eines Zahlungsprofils 
X = (X0,X1)T = (L0(h),L1(h))T  L(HN) nacheinander die beiden Gleichungssysteme zu lösen:    

(DPA0,1)  DTh1  = Z1,   

(DPA-1,1) 0 0S h T   = Z0     

mit der oben angegebenen Matrix DT  KN und den zu X gehörigen rechten Seiten 
Z1 = X1 + S1h2 = X1 (h2 = 0 bei T = 1) und Z0 = X0 + S0h1. Da die zweite Gleichung (DPA-1,1) 

unter der mathematisch-technischen Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 für beliebiges Z0   

und damit für beliebige X0   und h1  N stets lösbar ist, ist die L-Duplizierbarkeit von X 
= (X0,X1)T  W,  

(DP) X = L(h)  L(HN),    

dann gleichbedeutend zur 1 -S   bzw. DT-Duplizierbarkeit des zum Endzeitpunkt t = 1 gehö-

rigen Zahlungsprofils Z1 = X1:   

(DPDT) X1 = 1 1S h  = DTh1  DT(N). 

Die Voraussetzung (AWSδ) wird dabei für die Beweisrichtung (DPDT) ⇒ (DP) benötigt. 
Demzufolge sind speziell im Einperiodenmodell unter der Voraussetzung (AWSδ)  
 die L-Duplizierbarkeit (DP) eines Zahlungsprofils X = (X0,X1)T  W = 1+K mit beliebi-

gem X0  , 
 die sf-Duplizierbarkeit (DPsf) des endfälligen Zahlungsprofils X = (0,X1)T  1+K (mit X0 

= 0) mittels einer sog. selbstfinanzierenden Handelsstrategie (sf-Handelsstrategie) 

h  sf
NH  = 2N  {L0(h) = 0} und der Abbildung L : sf

NH   1+K und  

 die (nach Abschnitt 5.1.1 zu (DPsf) äquivalente) sf-Duplizierbarkeit (DPsfT) des zum 
Zeitpunkt t = 1 gehörigen Zahlungsprofils X1  K (= Ω = WT,1 nach Abschnitt 5.1) mit-

tels der Abbildung  L1 = V1 : 
sf
NH   K (eine ausführlichere Begründung erfolgt noch 

in Abschnitt 6.2.1; die Definition der sf-Duplizierbarkeit für beliebiges T   erfolgt in 
den Abschnitten 5.1 und 5.2) 

jeweils äquivalent zur DT-Duplizierbarkeit (DPDT) des zum Endzeitpunkt t = 1 gehörigen 
Zahlungsprofils X1  K und dann auch untereinander äquivalent. Es gelten somit die Äqui-
valenzen:    

  (DP) X = (X0,X1)T  = L(h)  L(HN) mit beliebigem X0       

  (DPDT) X1 = 1 1S h   = DTh1  DT(N) 

  (DPsf)  X = (0,X1)T  = L(h)  L( sf
NH )  

  (DPsfT) X1 = L1(h)  = V1(h) = 1 1S h   1( )sf
NV H .  
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Zu beachten ist, dass in den Bedingungen (DPsf) und (DPsfT) neben der DT-Duplizierung 

(DPDT)  (DPA0,1) X1 = DTh1 von X1 auch noch die Bedingung (DPA-1,1) 0 0S h T  = 0 + S0
Th1 

(für X0 = 0) bzw. die Selbstfinanzierungsbedingung (SF) L0(h) = V0(h) - R0(h) = 0 erfasst ist. 

Da im Einperiodenmodell die Bedingung (SF) 0 0S h T  = 0 1S hT  unter der Voraussetzung 

(AWSδ) aber stets erfüllbar ist, wird diese meist nicht weiter berücksichtigt und salopp die 
DT-Duplizierbarkeit (DPDT) auch als Duplizierbarkeit bezeichnet.   

Vollständigkeit des Einperiodenmodells  
Weiter ist dann im Einperiodenmodell unter der Voraussetzung (AWSδ) die allgemeine Voll-
ständigkeit (VS) gleichbedeutend zur DT-Vollständigkeit (VSDT) und zur sf-Vollständigkeit 
(VSsf) bzw. (VSsfT):   

  (VS)  L(HN) = W  

  (VSDT)  DT(N) = K  

  (VSsf)  L( sf
NH ) = W(1) := W  {X0 = 0} = O  K   

  (VSsfT) 1( )sf
NL H  = 1( )sf

NV H  = K.  

Die Voraussetzung (AWSδ) wird dabei für den Schluss (DPDT) ⇒ (DP) und damit für 
(VSDT) ⇒ (VS) verwendet. Bei vorliegender sf-Vollständigkeit können alle endfälligen Zah-
lungsprofile X = (0,X1)T  W(1) bzw. alle zum Zeitpunkt t = 1 gehörigen Zahlungsprofile X1 

 Ω mit den selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH  erreicht (L- bzw. V1-dupli-

ziert) werden. Wie bei den Bedingungen (DPsf) und (DPsf1) ist auch in den Bedingungen 
(VSsf) und (VSsf1) neben der DT-Duplizierbarkeit (DPDT) X1 = DTh1 noch die Selbstfinan-
zierungsbedingung (SF) L0(h) = 0 erfasst. Da (SF) im Einperiodenmodell unter der Voraus-
setzung (AWSδ) stets erfüllbar ist, wird die DT-Vollständigkeit (VSDT) salopperweise auch 
als Vollständigkeit bezeichnet.  Aufgrund dieser Äquivalenz der allgemeinen Vollständigkeit 
(VS) zur DT-Vollständigkeit (VSDT) wird im Einperiodenmodell meist nur die einfacher 
nachzuweisende spezielle DT-Vollständigkeit betrachtet. Beispielsweise erfolgt dies bei den 
Beweisen für die Sätze 3.1 und 5.6, die jeweils einen Zusammenhang zwischen den Voll-
ständigkeitsbegriffen (VS) bzw. (VSsf) im Mehrperiodenmodell und der DT-Vollständigkeit 
(VSDT) in allen enthaltenen Einperiodenmodellen beschreiben.    

3.2.3 Äquivalenz der Duplizierbarkeit eines festen Zahlungsprofils X im 
Mehrperiodenmodell zur Duplizierbarkeit bestimmter Zahlungs-
profile Zt in den enthaltenen Einperiodenmodellen  

Aus der Zerlegbarkeit des Gleichungssystems (DP) in seine Blöcke (DPAt-1,k) (t  I, k 
 {1,…,kt-1}, k0 = k-1 = 1, A0 := A0,1 = Ω, A-1 := A-1,1 = Ω) ergibt sich, dass ein fest vorgege-
bener Prozess X  W genau dann mittels L duplizierbar ist, wenn es eine Folge von Ft-1-

messbaren Zustandsfunktionen ht (t = T,…,0) mit den zugehörigen rechten Seiten Zt = Ft(Xt) 

:= Xt + 1t tS h   der Gleichungssysteme (DPAt-1,k) gibt, sodass sukzessive für die Zeitindizes 

t = T,…,0 und jeden Ausgangsknoten At-1,k  Pt-1 die auf den Nachfolgerknoten At,m  At-1,k 

definierte Zustandsfunktion Zt mittels der Abbildung At,m # Vt(h)(At,m) duplizierbar ist. Spe-
ziell auf den At,m  At-1,k erfolgt die Duplizierung der Zustandsfunktion Zt durch die Abbil-
dung  
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1,

1,

1,( ) ( )
t k

t k

t t t t kA
A

V h S h A




   : At,m ( At-1,k) # , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T
   

mit dem auf At-1,k konstanten Portfoliovektor ht(At-1,k)  N. Dabei besitzt die duplizierende 
Zustandsfunktion Vt(h) für ihre Argumente At,m  At-1,k die folgenden Funktionswerte:     

 Vt(h)(At,m) = ,( )t t mS A
ht(At,m) = , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T

.6  

Für einen Zeitpunkt t > 0 beschreibt jeder Gleichungsblock (DPAt-1,k) mit dem vorgegebenen 
Zt  Wt,1 also die Duplizierung in einem Einperiodenmodell, genau genommen die DT-Dupli-

zierung eines zum Zeitpunkt t gehörigen Zahlungsprofils Zt(At,m) auf den Knoten At,m  At-1,k. 
Eine grafische Darstellung dieses Einperiodenmodells und der zugehörigen Duplizierung er-
folgt in Abbildung 3.2. Speziell für den Zeitpunkt t = 0 hat man die unter der Voraussetzung 
(AWSδ) stets nach h0 auflösbare Gleichung (DPA-1,1), die nur zum Knoten A0 und zu keinem 
Einperiodenmodell gehört.   

 

Abb. 3.3 Das Einperiodenmodell mit dem Ausgangsknoten At-1,k und den Nachfolgerknoten 
At,m  At-1,k. Schematische Darstellung der DT-Duplizierung des für die Ereignisse At,m im 
Zeitpunkt t definierten Zahlungsprofils Zt mittels passendem Duplikationsportfoliovektor 
ht(At-1,k) und der Berechnung des Reinvestitionswerts Rt-1(h)(At-1,k).     

 
6  Fasst man die Zeilenvektoren ,( )t t mS A T   N der At,m  At-1,k zu einer Matrix zusammen, so erhält 

man die in Kapitel 6 mit DT bezeichnete Matrix bzw. Abbildung für die Duplizierung im Einperio-
denmodell.                        
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3.2 Berechnung einer Duplikationsstrategie 77 

Nach der Bestimmung des Portfoliovektors ht(At-1,k) für die Duplizierung von Zt erhält man 
auch den Reinvestitionswert  

 Rt-1(h)(At-1,k) = 1 1, 1,( ) ( )t t k t t kS A h A  
T

  

als Startkapitalwert des Portfolios ht(At-1,k) im Ereignis At-1,k, aus dem sich rein zufallsabhän-
gig der Vermögenswert Vt(h)(At,m) in einem der Nachfolgeereignisse At,m  At-1,k entwickelt. 
Dieser (Re-)Investitionswert Rt-1(h)(At-1,k) wird als Wert des Zahlungsprofils Zt der Nachfol-
geereignisse At,m  At-1,k angesehen und ist im Allgemeinen noch vom Portfoliovektor abhän-
gig. Dieser Investitionswert wird im Gleichungssystem zu Xt-1(At-1,k) addiert und ergibt dann 
mit Zt-1(At-1,k) = Xt-1(At-1,k) + Rt-1(h)(At-1,k) eine der rechten Seiten eines Gleichungsblocks zum 
vorhergehenden Zeitpunkt t - 1.  

3.2.4 Charakterisierung des Law of One Price in einem enthaltenen Ein-
periodenmodell  

Nur bei gültigem Law of One Price (LOP)7 im Einperiodenmodell zum Ausgangsknoten At-1,k 
ist der Wert Rt-1(h)(At-1,k) konstant für alle Duplikationsportfoliovektoren ht(At-1,k): In Ab-
schnitt 6.2.2 wird nämlich begründet, dass im Einperiodenmodell das LOP äquivalent ist zur 
Bedingung LOPDT, nach der für die DT-duplizierbaren Zahlungsprofile X1  DT(N) der Re-
investitionswert R0(h) = S0

Th1 konstant für alle DT-Duplikationsstrategien h1 von X1 ist. Wei-
ter gilt im Einperiodenmodell das LOP genau dann, wenn der für die Berechnung des (Re-)In-
vestitionswerts Rt-1(h)(At-1,k) verwendete Vektor St(At-1,k) linear abhängig ist von den für die 

DT-Duplizierung der Zt(At,m) zuständigen Vektoren ,( )t t mS A
, At,m  At-1,k, also linear abhän-

gig ist von den Zeilenvektoren ,( )t t mS A T
 des inhomogenen linearen Gleichungssystems 

(DPAt-1,k). Fasst man die Zeilenvektoren ,( )t t mS A T
  N der At,m  At-1,k zur Matrix DT bzw. 

die Spaltenvektoren ,( )t t mS A
  N der At,m  At-1,k zur Matrix D zusammen, so ist das LOP 

gleichbedeutend zur Existenz einer Lösung ψt (mit den Komponenten ψt(At,m), At,m  At-1,k) 
des Gleichungssystems  

 Dψt = St-1(At-1,k),  

eines sog. Bewertungsvektors ψt = (ψt(At,m)) des Einperiodenmodells (siehe Satz 6.3, 19 in 
Abschnitt 6.2.2). Geometrisch bedeutet dies, dass der für die Reinvestition zuständige Preis-
vektor St(At-1,k) im Zeilenraum der Matrix DT bzw. im Spaltenraum von D liegt:     

 St(At-1,k)   lin { ,( )t t mS A
 : At,m  At-1,k} =: S(At-1,k) = Im D         

Da der lineare Lösungsraum  

 1,
ˆ( )t kAL  := {ht(At-1,k)  N: , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T

= 0 für At,m  At-1,k}  

   = ker DT    

des zu (DPAt-1,k) gehörigen homogenen Gleichungssystems , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T
 = 0 (At,m 

 At-1,k) das orthogonale Komplement des Spaltenraums S(At-1,k) ist,  

 1,
ˆ( )t kAL  = S(At-1,k) = (Im D) = ker DT  bzw.  

 
7  Die Definition des LOP und die Charakterisierung durch die Bedingung LOP1 folgt in Ab-

schnitt 3.3.2, die Behandlung des LOP im Einperiodenmodell erfolgt in Abschnitt 6.2.2.   
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 S(At-1,k) = 1,
ˆ( )t kA 

L  = (ker DT) = Im D,    

ist St(At-1,k) orthogonal zum Unterraum 1,
ˆ( )t kAL  = ker DT. Der Vektor St(At-1,k) steht daher 

auch senkrecht auf dem affinen Lösungsraum L(At-1,k,ZT) ( N) von (DPAt-1,k):  

 L(At-1,k,Zt) = {ht(At-1,k)  N: (DPAt-1,k)}  

   = ht‘(At-1,k) + 1,
ˆ( )t kAL  = ht‘(At-1,k) + ker DT  

mit einer speziellen Lösung ht‘(At-1,k) des inhomogenen linearen Gleichungssystems 
(DPAt-1,k). Die mit dem Vektor St(At-1,k) gebildete Linearform St(At-1,k)T : N   ist somit 
konstant auf dem affinen Unterraum8 L(At-1,k,Zt) der Duplikationsportfoliovektoren ht(At-1,k) 

der Zustandsfunktion Zt(At,m) (At,m  At-1,k):  
 St(At-1,k)T(L(At-1,k,Zt)) = St(At-1,k)Tht‘(At-1,k)  .  

Die gegenseitige Lage der hier verwendeten Unterräume und des Vektors St(At-1,k) wird in 
der nachfolgenden Abbildung 3.3 dargestellt. Eine entsprechende Abbildung wird bei der 
Behandlung des Einperiodenmodells mit Abbildung 6.4 von Abschnitt 6.2.2 gegeben. Diese 
Überlegungen zur Gültigkeit des LOP in einem enthaltenen Einperiodenmodell werden beim 
Beweis von Satz 5.7, b) in Abschnitt 5.2 verwendet, wo unter der Voraussetzung des LOP 
ein Zusammenhang zwischen der sf-Vollständigkeit für endfällige Zahlungen im Mehrperi-
odenmodell und der Vollständigkeit in allen enthaltenen Einperiodenmodellen beschrieben 
wird.        

 
8  Im Lexikon der Mathematik, Band 1 (2000), S. 30–31, wird ein affiner Unterraum (affiner Teil-

raum) definiert als Teilmenge Y  X eines affinen Raums X, für welchen es einen Punkt x  X und 
einen Untervektorraum U  V des zum affinen Raum gehörigen Vektorraums (Translationsvektor-

raums) V gibt, sodass Y = {y  X : xy


  U} ( xy


  V ist der eindeutig bestimmte Verbindungsvektor 

zweier Punkte x, y  X). Im Spezialfall, dass X ein Vektorraum ist, ist Y = {y  X : y - x  U} 
= x + U eine sog. Restklasse von U.    
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Abb. 3.4 Die Lage des Vektors St(At-1,k) und der zum Gleichungssystem (DPAt-1,k) gehörigen Unter-
räume Im D, ker DT und des affinen Lösungsraums L(At-1,k,Zt) = ht‘(At-1,k) + ker DT von 

(DPAt-1,k) bei gültigem LOP im Einperiodenmodell zum Ausgangsknoten At-1,k.     

3.2.5 Äquivalenz der Vollständigkeit des Mehrperiodenmodells zur 
Vollständigkeit aller enthaltenen Einperiodenmodelle   

Weiter gilt, dass das Gleichungssystem (DP) genau dann für jeden beliebigen Prozess X  W 

lösbar ist, wenn jeder Gleichungssystemblock (DPAt-1,k) für jedes beliebige Xt  Wt,1 und für 

jede bei der vorhergehenden Rekursion sich ergebende Zustandsfunktion ht+1  Ht+1,N = Wt,N  

lösbar sind. Bei der Betrachtung eines festen Gleichungsblocks (DPAt-1,k) ist auf der rechten 

Seite der Summand 1t tS h   bereits festgelegt. Da nun bei fest gedachtem t  {1,…,T} und 

zu fest vorgegebem ht+1 der Operator  

 Ft : Xt  Wt,1 # Ft(Xt) = Xt + 1t tS h    Wt,1 

eine bijektive Selbstabbildung (genauer eine Translation mit dem Verschiebungsvektor 

1t tS h  ) der Menge Wt,1 der Ft-messbaren reellwertigen Funktionen ist, ist das Gleichungs-

system 

(DPAt-1,k)  , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T
      , , 1 , t t m t t m t t mX A S A h A 

T
  (At,m  At-1,k)     

genau dann für beliebiges Xt  Wt,1 lösbar, wenn das Gleichungssystem  

 , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T

     

für beliebiges Zt  Wt,1 lösbar ist.  
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Für einen Zeitindex t  {1,…,T} bedeutet die Lösbarkeit des Gleichungssystems für beliebi-
ges Zt  Wt,1 die Vollständigkeit des zugehörigen Einperiodenmodells, genau genommen die 

DT-Vollständigkeit (VSDT), die aber nach Abschnitt 3.2.2 unter der Voraussetzung (AWSδ) 
äquivalent zur allgemeinen Vollständigkeit (VS) des Einperiodenmodells ist.    

Für den Zeitindex t = 0 dagegen ist wegen der Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 bei beliebig 

vorgegebenem Startkapitaleinsatz Z0(Ω) die letzte Gleichung (DPA-1,1) 0 0( ) ( )S h  T  

= Z0(Ω) von (DP) nach dem Startportfoliovektor h0(Ω) stets auflösbar und daher keine weiter 
einschränkende Bedingung für h0 bzw. h.  
Demzufolge ist die Vollständigkeit des Mehrperiodenmodells, also die Lösbarkeit von (DP) 
für beliebiges X  W, gleichbedeutend zur Vollständigkeit aller enthaltenen Einperiodenmo-

delle zu den Ausgangsknoten At-1,k, t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}.9 Diese Aussage wird noch 
im folgenden Satz festgehalten. Bei der obigen Begründung wird verwendet, dass im Einpe-
riodenmodell nach Abschnitt 3.2.2 unter der Voraussetzung (AWSδ) die spezielle DT-Voll-
ständigkeit (VSDT) hinsichtlich der endfälligen Zahlungen äquivalent ist zur allgemeinen 
Vollständigkeit (VS). Dabei wird die Voraussetzung (AWSδ) für den Schluss „(VSDT) 
⇒ (VS)“ verwendet.  

Satz 3.1 Äquivalenz der Vollständigkeit des Mehrperiodenmodells zur Vollständig-
keit aller enthaltenen Einperiodenmodelle   

Das Mehrperiodenmodell ist genau dann vollständig (gemäß VS), wenn jedes seiner enthal-
tenen Einperiodenmodelle DT-vollständig.  
Unter der Voraussetzung (AWSδ) sind die DT-vollständigen Einperiodenmodelle auch allge-
mein vollständig gemäß VS.   

 

3.3 Definition der Bewertung eines Zahlungsprofils   

3.3.1 Bewertung einer Handelsstrategie  

Die linearen Abbildungen L, V


 und L


 werden als Abbildungen des Vektorraums HN ( SN) 

der N-wertigen Handelsstrategien in den Zielraum W der F-adaptierten reellwertigen Pro-

zesse betrachtet. Dabei ist HN mit dem oben definierten Skalarprodukt ,
N

g h H   und der zu-

gehörigen Orthonormalbasis 
1, ,tt A jh


 = 
1, ,tt A j

1 , (t,At-1,j)  I(HN), und W mit dem Skalarpro-

dukt ,X Y
W

 und der Orthonormalbasis , tt Aw  = , tt A1 , (t,At)  I(W), ausgestattet.  

Eine wichtige Rolle bei den nachfolgenden Charakterisierungen des Law of One Price und 
der Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell spielt die  

deterministische Handelsstrategie  

 b := 0 0,( )S
   HN     

 
9  Die Äquivalenz der Vollständigkeit eines Mehrperiodenmodells zur Vollständigkeit aller seiner 

enthaltenen Einperiodenmodelle findet man bei Kremer (2011), S. 165 in Satz 3.45 und (2017), 
S. 67 in Lemma 2.19.   
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mit ihren T+1 deterministischen N-wertigen Zustandsfunktionen  

 b0 = 0 ( )S    = 0S    N,  

 bt = bt(ω) = 0  N  für t = 1,…,T, ω  Ω,    
und dem ebenfalls mit b bezeichneten zugehörigen Koordinaten-m-Tupel  

 b = ( 0S  ,0,…,0)T  m        

bezüglich der HN-Basis (m = N(k-1+k0+k1+…+kT-1), k-1 = k0 = 1, zur Schreibweise von b sie-

he Abschnitt 2.6.2). Sie steht im engen Zusammenhang mit dem W-Unterraum M = L(ker V0) 

= L(ker bT) = L(b) der Kapitalmarktgeschäfte (Begründung der Bezeichnung in Ab-
schnitt 3.7.1). Mit dieser Handelsstrategie b berechnet sich für eine beliebige Handelsstrate-
gie h  HN bzw. das zugehörige Koordinaten-m-Tupel h = (h0,h1,…,hT)T der Startkapital-

einsatz V0(h) zum Zeitpunkt t = 0- als das Skalarprodukt von b und h:       

 V0(h) = 0 0S h T  = b0(Ω)T h0(Ω)    

   = 
1

1, 1,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

b A h A


 
 
 T    (bt = 0 für t  1) 

   = ,
N

b h H    

   = bTh           
(k-1 = k0 = 1, A-1,1 = A-1 = A0,1 = A0 = Ω). Bei der Berechnung von V0(h) als Skalarprodukt von 
b und h wird aus der Handelsstrategie h der Portfoliovektor h0 herausgepickt und mit diesem 
der Portfoliostartwert V0(h) = 

0 0S h T  bestimmt, der bei der Anwendung dieser Handelsstra-

tegie h zum Zeitpunkt t = 0- schon als Kapital im Portfolio vorliegen soll. Der bei der Han-
delsstrategie h zum Zeitpunkt t = 0- vom Portfolioinhaber als Startkapitaleinsatz aufzubrin-
gende deterministische (von den ω  Ω unabhängige) Vermögenswert  
 V0(h) = 

0 0( ) ( )S h  T     

kann als Wert der Handelsstrategie h angesehen werden.  
Die Zuordnungsvorschrift 0( )V h  liefert eine lineare Abbildung  

 V0 : HN    

von HN nach , eine sog. Linearform bzw. ein lineares Funktional. Die entsprechende Ab-

bildung für die Koordinaten-m-Tupel   
 V0 = bT : h  m # bTh    
von m nach  besitzt die 1  m-Darstellungsmatrix bT. Der Kern 0kerV  dieser Abbildung 

V0 : HN   bzw. der Kern ker V


 von V


 : HN  W ist die (lineare, homogene) Hyper-

ebene in HN, die b als Normalenvektor besitzt:    

 ker V


 = ker V0 = {h  HN : V0(h) = bTh = 0}           

   = {b} = B  ( HN)  (B := lin {b}). 

Geometrisch gesehen ist der bei der Handelsstrategie h zum Zeitpunkt 0- erbrachte Startka-

pitaleinsatz 0( )V h  bis auf den Faktor 1/║b║ (║b║ = ,
N

b b H   = (bTb)1/2  = (b0
Tb0)1/2 

= 1/ 2
0 0( )S S T  > 0) der orientierte euklidische Abstand  

 δ(h) := bTh/║b║      
des Punktes h  HN von der Hyperebene  

 B  = {b} = {h  HN  : bTh = 0}  
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in HN. Der mit der Handelsstrategie h verbundene Startkapitaleinsatz 
0( )V h  für das Portfolio 

zum Zeitpunkt t = 0- beschreibt also die Abweichung der Handelsstrategie h von der Menge 
B  = {b} = 0kerV  der Handelsstrategien g, deren Startkapitaleinsätze V0(g) = 0 sind und 

deren L-Bilder Z = L(g) die Menge  
 M = 0(ker )L V  = L(B )  

der Kapitalmarktgeschäfte bilden.  

Verwendet man die Linearform V0(h) =  b hT  als Nutzenfunktion für die Handelsstrategien 

h  HN, so wird damit eine Präferenzordnung ’ = 
NH’  auf HN beschrieben.10 Der Prozess b 

 HN kann daher als ein Bewertungsprozess für die Handelsstrategien angesehen werden. 

Mit dem Bewertungsprozess b bzw. der Nutzenfunktion V0 = bT können alle Handelsstrate-
gien h und g miteinander verglichen werden:  

Vergleich der Handelsstrategien h, g  HN:   

 h ’ g  (h ist vorteilhafter als g oder ebenso vorteilhaft wie g)  
   : bTh  bTg.   

Weiter kann jede Handelsstrategie h  HN jeweils für sich durch ihren Wert V0(h) = bTh als 

vorteilhaft (bTh > 0), indifferent (neutral: bTh = 0) oder unvorteilhaft (bTh < 0) beurteilt wer-
den. Wie nun die Nutzenfunktion 0( )V h  = bTh der Handelsstrategien auch zur Bewertung der 

duplizierbaren Zahlungsprofile X  L(HN) verwendet werden kann, wird im nächsten Ab-

schnitt behandelt.  

3.3.2 Preis eines Zahlungsprofils und Law of One Price  

Der bei einer Handelsstrategie h zum Zeitpunkt t = 0- als Startkapitaleinsatz in das Portfolio 
einzubringende deterministische (von den ω  Ω unabhängige) Vermögenswert  
 V0(h) = 0 0( ) ( )S h  T     

kann als Wert der Handelsstrategie h und damit auch als der zunächst noch von h abhängige 
Wert des mittels h gebildeten Zahlungsprofil L(h) angesehen werden.  

Falls nun aber für ein festes X  L(HN) der Startkapitaleinsatz V0(h) bei t = 0 für alle Dupli-

kationsstrategien h von X  konstant ist, kann der Preis (X) von X bzw. der Wert von X zum 
Zeitpunkt t = 0 durch den Startkapitaleinsatz 0( )V h  der Duplikationsstrategien h definiert 

werden:  

 
10  Eine zu einer linearen Nutzenfunktion gehörige Präferenzordnung (das ist eine totale, reflexive und 

transitive Relation) ist eine bezüglich Addition und nichtnegativer Skalarmultiplikation abgeschlos-
sene Präferenzordnung (Begründung mit Zusatz 8.1.3 bei Pleier (2021) S. 369).  
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Definition des Preises eines Zahlungsprofils X  L(HN):  

 (X) := V0(L-1({X})) := V0(h‘) mit einem h‘  L-1({X}),11  
 falls 0( )V h  konstant  h  L-1({X}) ( ).  

Die Bewertung von X erfolgt somit gemäß dem Duplikationsprinzip („Pricing by Duplica-
tion“), indem X als das Zahlungsprofil L(h) einer geeigneten Handelsstrategie h  HN eines 

Wertpapierportfolios dupliziert wird und der Preis (X) von X durch den Startkapitaleinsatz 
V0(h) der Handelsstrategie h definiert wird.  

Algebraische Berechnung des Preises eines Zahlungsprofils mittels einer Duplikations-
strategie  
Zur Berechnung des Preises (X) ist also zuerst eine Duplikationsstrategie h und dann deren 
Startkapitaleinsatz zu bestimmen, wie dies in Abschnitt 3.2.1 mit einem Beispiel gezeigt 
wird. Aufgrund der hier verwendeten P-sicheren Definition der Duplizierbarkeit (DP) kann 
durch das Lösen des auf allen At,k  Pt (t  I) gültigen endlichen linearen Gleichungssystems 

L(h) = X, 
(DP) Xt(At,k) = Lt(h)(At,k)   t  I, At,k  Pt,   

bzw. des zu Beginn von Abschnitt 3.2 erhaltenen Gleichungssystems  

(DPAt-1,k)  , 1,( ) ( )t t m t t kS A h A


T
= Xt(At,m) + St(At,m)Tht+1(At,m) (At,m  At-1,k),     

t = T,…,0, At-1,k  Pt-1 bzw. k = 1,…,kt-1, eine Duplikationsstrategie h für alle Ereignisse At-1,k 

 Pt-1 (t  I) und damit für alle Zustände ω  Ω (also P-sicher) eindeutig bestimmt werden. 

Für diese Duplikationsstrategie h ist dann noch der deterministische Portfoliowert  
 V0(h) = V0(h)(Ω) = 

0 0( ) ( )S h  T  

zu berechnen. Da somit bei vorausgesetzter Konstanz der deterministischen Startkapitalein-
sätze V0(h) der Duplikationsstrategien für die Bewertung eines Zahlungsprofils X  L(HN) 

die tatsächlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten P(ω) der Zustände ω  Ω nicht eingehen, er-
folgt die Bewertung (Preisbestimmung) nicht wahrscheinlichkeitstheoretisch12, sondern P-
sicher und algebraisch mittels linearer Algebra. Auch die in den nächsten Abschnitten ange-
gebenen Charakterisierungen der Begriffe Law of One Price, Vollständigkeit und Arbitrage-
freiheit werden im Wesentlichen nur mit linearer Algebra hergeleitet. Lediglich bei der Cha-

 
11  Im Allgemeinen bedeutet V0(L-1({X})) das V0-Bild der Menge L-1({X}), also die Menge {V0(h) : h 

 L-1({X})} aller V0-Funktionswerte auf L-1({X}). Wenn nun diese Funktionswerte konstant sind, 
kann man mit V0(L-1({X})) auch den gemeinsamen Wert von V0 auf der Menge L-1({X}) oder den 
V0-Wert für diese Menge bezeichnen. Die jeweilige Bedeutung geht aus dem Zusammenhang her-
vor.   

12  Ein Begriff oder eine Eigenschaft einer Zufallsvariablen X wird bei Bauer (2002) WT, S. 15f, als 
wahrscheinlichkeitstheoretisch (w-theoretisch) bezeichnet, wenn sie sich mittels ihrer (Wahr-
scheinlichkeits-)Verteilung (des W-Gesetzes, Bildmaßes Vert(X) = X(P) = PX) formulieren lässt. 

Beispiele sind der Erwartungswert E(X) = XdP  = idid dP  = idid P dx  (id(x) = x), das zentrale 

p-te Moment E(Xp), das absolute p-te Moment E(Xp), das in    zentrierte bzw. zentrierte ab-
solute p-te Moment E((X - )p) bzw. E(X - p), die Varianz V(X) = E([X - E(X)]2), die beiden Pa-
rameter  und 2 der Gaußschen Glockenkurve und die Unabhängigkeit einer Familie von Zu-
fallsvariablen (Bauer (2002) WT, S. 16, 18f, 29, 51).  
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rakterisierung der Arbitragefreiheit wird noch zusätzlich ein Alternativsatz der konvexen 
Analysis benötigt.  

Law of One Price  
Falls nun diese Eigenschaft der Konstanz des Startkapitaleinsatzes aller Duplikationsstrate-
gien zumindest für ein X  L(HN) erfüllt ist, so kann gezeigt werden (siehe Satz 3.3 in Ab-

schnitt 3.4.1 mit den Charakterisierungen des LOP), dass sie dann auch für alle X  L(HN) 

erfüllt ist und im Unterraum L(HN) ( W  S) des Marktmodells das sogenannte Gesetz des 

eindeutig bestimmten Preises (englisch: Law of One Price13, Abk.: LOP) gilt:  

(LOP) Für jedes X  L(HN) gilt: 0( )V h  = 
0 0S h T konstant  h  L-1({X}).   

 Der Wert (X) := V0(h), h  L-1({X}), wird dann als Preis von X bezeich-
net.     

In Abschnitt 3.2 wurde bereits mit der zum Zeitindex t = 0 gehörigen Duplikationsgleichung  
 

0S  h0  = V0(h) = L0(h) + R0(h)  

 = X0 + 
0 1S h   

begründet, dass das mit dem Portfoliovektor h0 des Startzeitpunkts t = 0 formulierte LOP 
auch äquivalent ist zur folgenden Bedingung mit dem Portfoliovektor h1 des ersten Zeitinter-
valls [0,1]:        

(LOP1)  Für jedes X  L(HN) gilt: R0(h)  = 
0 1S hT  konstant  h  L-1({X}).   

Dieses Gesetz ist notwendig und hinreichend für diese Preisdefinition in L(HN) mittels des 

Startkapitaleinsatzes V0(h) der Duplikationsstrategien zum Zeitpunkt t = 0. Damit liefert das 
LOP mittels der Nutzenfunktion V0 = bT der Handelsstrategien h  HN  auch eine Nutzen-

funktion  für die duplizierbaren Zahlungsprofile X  L(HN). Die Eigenschaft (LOP) hat auch 

weitreichende Folgen für die Struktur der Unterräume von W und HN und insbesondere für 

die Existenz eines sogenannten Bewertungsprozesses Ψ  W, der auch noch eine von einer 

Duplikationsstrategie h unabhängige Berechnung des Preises (X) gestattet (siehe Abschnitte 
3.3.3 und 3.4.1).   

Da die Bewertung nach dem Duplikationsprinzip unter Verwendung der Abbildungen L und 
V0 in Abhängigkeit von der modellierten Kursentwicklung der zugrunde gelegten Wertpa-
piere Sj (j = 1,…,N) erfolgt, handelt es sich hierbei um einen relativen Bewertungsansatz. Die 
Relativität der Bewertung resultiert dabei aus der speziellen Auswahl bestimmter Wertpa-
piere Sj und der Einschränkung der Bewertung auf Zahlungsprofile X  L(HN)  W(F), die 

mittels (F-vorhersehbarer) Handelsstrategien duplizierbar sind, wobei F die natürliche Filt-

ration des dem Marktmodell zugrundeliegenden Preisprozesses S ist. Die Tatsache, dass bei 
der Preisberechnung eines Zahlungsprofils X  L(HN) die tatsächlichen Eintrittswahrschein-

lichkeiten P(ω) der Zustände ω  Ω nicht benötigt werden, wird auch noch in Kapitel 4 bei 

 
13  Der Begriff ‚Law of One Price’ wurde schon 1866 formuliert von William Stanley Jevons (1835–

1882), einem englischen Ökonomen und Philosophen. Dieses Gesetz der Mikroökonomie besagt, 
dass in dem theoretischen Modell eines sogenannten vollkommenen Marktes identische Wirt-
schaftsgüter denselben Preis aufweisen.   
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den verschiedenen Interpretationen der vorliegenden Bewertung verdeutlicht. Auch dort 
zeigt sich, dass bei der Bewertung nur Größen verwendet werden, die innerhalb des Markt-
modells berechnet werden und unabhängig von den tatsächlichen Eintrittswahrscheinlichkei-
ten sind. Es sind dies der Bewertungsprozess Ψ, der Diskontierungsprozess , die formalen 
(synthetischen) Wahrscheinlichkeitsmaße Qt, das Preismaß Q und der deterministische Dis-
kontierungsvektor (deterministische Preisvektor).  

3.3.3 Charakterisierung des Law of One Price durch die Existenz eines 
Bewertungsprozesses  

Bei gültigem LOP wird nachfolgend aus der Linearität der Abbildungen V0 und L auch die 
Linearität der Abbildung  
  : L(HN)     

hergeleitet. Die auf L(HN) definierte Preisfunktion  ist also eine Linearform bzw. ein lineares 

Funktional. Die zur linearen Nutzenfunktion  gehörige Präferenzordnung A = ( )NL H  auf 

L(HN) ist somit eine bezüglich Addition und nichtnegativer Skalarmultiplikation abgeschlos-

sene Präferenzordnung.14 Mit der Nutzenfunktion  können alle duplizierbaren Zahlungspro-
file X und Y miteinander verglichen werden,   

 X A Y  (X ist mindestens so vorteilhaft wie Y)  
   : (X)  (Y),   

und jeweils für sich durch ihren Wert (X) als vorteilhaft ((X) > 0), indifferent (neutral: (X) 
= 0) oder unvorteilhaft ((X) < 0) beurteilt werden.          
Aus der Linearität der Preisfunktion  : L(HN)   folgt nach dem Rieszschen Darstellungs-

satz15 die Darstellung der Preise (X) auf L(HN) jeweils durch das Skalarprodukt  

 (X) = , X
W

 = ϑTX   X  L(HN)    

von ϑ und X mit einem eindeutig bestimmten stochastischen Prozess ϑ  L(HN). Bei gültigem 

LOP existiert also genau ein duplizierbarer Bewertungsprozess ϑ, mit dem die Preise (X) 
der duplizierbaren Zahlungsprofile X  L(HN) als Skalarprodukt (X) = ϑTX berechnet wer-

den können. Mit dem Bewertungsprozess  gelten die Preisgleichungen  

(PG)  ϑTL(h) = v0(h)  h  HN   (v0(h) = bTh = 0 0S h T
).  

Umgekehrt folgt aus der Existenz eines Bewertungsprozesses   W mit gültigen Preisglei-

chungen auch das LOP in L(HN). Man erhält also mit der Menge  

 
14  Begründung mit Zusatz 8.1.3 bei Pleier (2021), S. 369.  
15  Im Rieszschen Darstellungssatz (benannt nach dem ungarischen Mathematiker F. Riesz 1880– 

1956) wird die eindeutige Darstellung einer auf einem beliebigen endlichdimensionalen euklidi-
schen reellen Vektorraum V definierten Linearform  : V   mittels des Skalarprodukts . , .  

beschrieben: (v) = ,v  mit einem eindeutig bestimmten Vektor ψ  V. Ein Beweis wird bei 

Kremer (2006), S. 421, und auch nachfolgend noch angegeben. Für die Darstellung des Preisfunk-
tionals  wird hier auf L(HN) das auf W definierte Skalarprodukt ., .

W
 genommen.  
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 A := {Ψ  W : (PGΨ) ΨTL(h) = v0(h)  h  HN}  

der Bewertungsprozesse für die Zahlungsprofile X  L(HN) die folgenden LOP-Charakte-

risierungen:   

Charakterisierung des LOP:  
 LOP   ϑ  W mit gültigen Preisgleichungen (PG)          

      A   

   1 ϑ  A  L(HN).           

Beweis: a) Beweis der Linearität der Preisfunktion  : L(HN)  : Für X = L(h), Y = L(g)  L(HN), 

   gilt nämlich wegen der Linearität von L  
 X + Y = L(h) + L(g) = L(h+g) mit h + g  HN,  

 X = L(h) = L(h) mit h  HN  

und wegen der Gültigkeit des LOP und der Linearität von V0   
 (X + Y) = V0(h+g) = V0(h) + V0(g) = (X) + (Y)  
und  
 (X) = V0(h) = V0(h) = (X).    

b) Beweis des Rieszschen Darstellungssatzes hier im Raum L(HN):  

i) Zum Nachweis der Existenz von ϑ mit der Eigenschaft  = , .
W

 verwendet man eine Orthonor-

malbasis Y i (i = 1, …, q = dim L(HN)) von L(HN). Für ein beliebiges X  L(HN) erhält man dann aus 

dessen Koordinatendarstellung   

 X = 
1

q
i i

i

x Y

 . 

bezüglich der Basis Y1,…,Yq das -Bild (X) zu  

 (X) = 
1

q
i i

i

x Y


 
 
 
  = 

1

( )
q

i i

i

x Y


  ( linear) 

mit den -Bildern (Yi) der Basisvektoren Y i. Definiert man nun ϑ  L(HN) durch die Koordinatendar-

stellung16   

 ϑ := 
1

( )
q

i i

i

Y Y


 ,  

so erhält man für das Skalarprodukt von ϑ und X   

 , X
W

 =
1 1

( ) ,
q q

i i r r

i r

Y Y x Y
 
 

W

                                   

   = 
1 1

( ) ,
q q

i r i r

i r

Y x Y Y
 
 W

  ( .,.
W

 bilinear) 

 
16  Das Koordinaten-q-Tupel ((Y1),…,(Yq)) (q = dim L(HN)) als Zeilenvektor ist die 1q-Darstel-

lungsmatrix der linearen Abbildung  bezüglich der Basis Y i (i = 1, …, q) des Originalraums L(HN) 

und der Basis e1 = 1 des Zielraums . Für die Darstellung von  mit dem Skalarprodukt , X
W

 

= ϑTX von W bzw. 1n  wird aber der Prozess ϑ  L(HN)  W bzw. das zugehörige Koordinaten-

n1-Tupel ϑ bzgl. der W-Basis , tt A1  (t  I, At  Pt) verwendet.      
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   = 
1

( )
q

i i

i

Y x

  (Y i Orthonormalbasis: ,i rY Y

W
 = i,r)

   = 
1

q
i i

i

x Y


 
 
 
  = (X)  ( linear). 

ii) Zum Nachweis der Unität (Einzigkeit) eines derartigen ϑ nimmt man an, dass es ein weiteres ϑ‘ 
 L(HN) mit (X) = ϑ‘TX  X  L(HN) gibt, und erhält für die Differenz Δ := ϑ‘ - ϑ  L(HN) die Eigen-

schaft 
 ⟨Δ,X⟩W  = ΔTX = ϑ‘TX - ϑTX = (X) - (X) = 0     

für alle X  L(HN). Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts ergibt sich (durch Einsetzen 

von X = Δ) Δ = 0 bzw. ϑ‘ = ϑ.    
Ein weiterer Beweis zur Existenz von genau einem duplizierbaren Bewertungsprozess ϑ  L(HN) wird 

noch in Beweisteil M von Satz 3.3 gegeben.         

Inklusionen und Darstellungen für die Menge A der Bewertungsprozesse   

Das Konstruktionsverfahren im obigen Beweis des Rieszschen Darstellungssatzes liefert bei 
gültigem LOP zur linearen Preisfunktion  und zu einer Orthonormalbasis von L(HN) mittels 

der -Bilder (Yi) der Basisvektoren Y i den speziellen eindeutig bestimmten L-duplizierbaren 
Bewertungsprozess   L(HN) und die Skalarproduktdarstellung (X) = ϑTX von .       

Aus der Gültigkeit der Preisgleichungen speziell für die Handelsstrategien g  ker V0 mit 
Startkapitaleinsatz V0(g) = 0 bzw. für die Kapitalmarktgeschäfte Z = L(g)  0(ker )L V  = M,  

 Ψ TZ = 0  Z  M,  

folgt zunächst für jeden Bewertungsprozess Ψ  A die Inzidenz Ψ  M und für die Menge 

A der Bewertungsprozesse die Inklusion  

 A  M .   

Es werden jetzt verschiedene Darstellungen der Menge A der Bewertungsprozesse Ψ  für die 

Zahlungsprofile X  L(HN) ( W) bewiesen, nämlich die Darstellung 1) als affiner Unter-

raum durch die Summe eines festen Bewertungsprozesses ϑ und des linearen W-Unterraums 

ker L*, 2) als L*-Urbildmenge der deterministischen Handelsstrategie b = 
0 0 ,1S 


 und 3) un-

ter der Voraussetzung (AWSδ) noch als affiner Unterraum M1 = M   {X0 = 1} durch eine 

Gleichungsdarstellung. Dass für diese spezielle Darstellung A = M1 die Bedingung (AWSδ) 

0S    0 auch notwendig ist, wird mit der anschließenden Behandlung des Sonderfalls 0S   = 0 

( b = 0) deutlich, da hierfür A = L*-1({b}) = ker L* = M   M1 ist (0  M  \ M1).  

Gemäß dem nachfolgenden Beweisteil 3a und gemäß der obigen Überlegung gelten stets die 
Inklusionen  
 M1  A  M ,  

wobei der affine Unterraum M1 eine echte Teilmenge des linearen Unterraums M  ist (M1 

⊊ M ). Für die genaue Zuordnung von A zu M1 oder M  werden nachfolgend die Fälle i) 

(AWSδ) 0S    0 und ii) 0S   = 0 unterschieden.  

Als Folgerung der Inklusion M1  A ergibt sich, dass aus der Existenz eines normierten M-

Normalenvektors   M1 (wie dies beispielsweise nach Abschnitt 3.6.1 bei vorliegender 

Arbitragefreiheit (AF) der Fall ist) folgt, dass A nichtleer ist und somit das LOP gilt. Umge-
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kehrt kann aus dem LOP bzw. aus A   auch M1   geschlossen werden: Im Fall i) 

0S    0 ist nämlich nach Beweisteil 3 bei gültigem LOP M1 = A   und im Fall ii) 
0S   = 0 

nach Abschnitt 2.8.4 mit dem Nachweis von Fall ) (KAG10,Ω) E  M = O stets ebenfalls 

M1  . Damit ist die Relation M1   eine Charakterisierung des LOP. Bei gültigem 

LOP ist im Fall i) 
0S    0 jeder Bewertungsprozess Ψ  A normiert und im Sonderfall ii) 

0S   = 0 existiert sowohl ein normierter Bewertungsprozess als auch ein Bewertungsprozess 

Ψ mit Ψ0 = 0 (z. B. Ψ = 0). Dabei erfolgt im Sonderfall die Bewertung aber stets mit der Null-
Preisfunktion (X) = ΨTX = 0  X  L(HN) = M.             

Analoge Darstellungen der Menge AT der Bewertungsvektoren ΨT für die endfälligen Zah-

lungsprofile XT  VT = ( )sf
T NV H  ( K) findet man in Abschnitt 5.3.8 und speziell für das 

Einperiodenmodell in Abschnitt 6.2.2.  

Inklusionen und Darstellungen für die Menge A der Bewertungsprozesse:   

Für die Menge A der Bewertungsprozesse gelten die Inklusionen  

 M1  A  M    

und die Darstellungen    
 A = ϑ + ker L* mit einem festen ϑ  A (affiner Unterraum m. addit. Zerl.),  

 A = L*-1({b})  (L*-Urbildmenge von b). 

Im Fall i) 
0S    0 hat man für A die Darstellung als affiner Unterraum:   

 A = M1 = M   {X0 = 1}   (Gleichungsdarstellung).  

Im Sonderfall ii) 
0S   = 0 liegt stets der Fall (KAG10,Ω) E  M = O mit  

 M1    

vor und gilt das LOP. Für A hat man die Darstellung als linearer Unterraum:     

 A = M  ( ).    

Charakterisierung des LOP:  
Ohne die Voraussetzung (AWSδ) erhält man die Charakterisierung des LOP auch durch die 
Existenz eines normierten M-Normalenvektors:     

 LOP  A    

     M1 ( A).  

Beweis: 1) „A = ϑ + ker L*“: a) „“: Für Ψ, ϑ  A ist  := Ψ - ϑ  W mit  

 TL(h) = ΨTL(h) - ϑTL(h)   
  = bTh  - bTh  = 0  h  HN (Ψ, ϑ erfüllen (PGΨ)),   

also   L(HN) = ker L*. Daher ist Ψ  ϑ + ker L* und A  ϑ + ker L*.       

b) „“: Für ϑ  A, beliebiges   ker L*, Ψ := ϑ +   ϑ + ker L* und beliebiges h  HN ist       

 ΨTL(h) = ϑTL(h) + TL(h)   
  = bTh + L*()Th  (ϑ  A, L* adj. zu L) 

  = bTh   (  ker L*),  
sodass Ψ die Preisgleichungen (PGΨ) erfüllt, Ψ  A und ϑ + ker L*  A gilt.  

c) Zweiter Beweis von 1): Nach 2) ist  

 A = L*-1({b}) = ϑ + ker L*  

mit einem speziellen ϑ  L*-1({b}) = A.    
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d) Im Sonderfall 
0S   = 0 bzw. b = 0 ist ϑ = 0 ein spezieller Bewertungsprozess,  

 ϑTL(h) = 0TL(h) = 0 = 0Th = bTh  h  HN, 

und daher  
 A = 0 + ker L* = ker L*.                                   

2) „A = L*-1({b})“: a) „L*-1({b})  A“: Für Ψ  L*-1({b}) gilt L*(Ψ) = b, sodass mit Ψ die Preisglei-

chungen (PGΨ) für die duplizierbaren X = L(h)  L(HN) erfüllt sind,                      

  L h T  = *( )L h T  =  b hT
  h  HN,  

und demnach Ψ  A gilt. Es ist also L*-1({b})  A gezeigt.   

b) „A  L*-1({b})“: Umgekehrt folgt für ein Ψ  A, also für ein Ψ  W, mit dem für alle X = L(h) 

 L(HN) die Preisgleichungen (PGΨ)   

 *( )L h T  =  L h T  =  b hT
  h  HN  

erfüllt sind, zunächst die Bedingung ( * ( ) - ) 0L b h T   h  HN und wegen der positiven Definitheit 

des Skalarprodukts (indem man h = *( ) -L b  einsetzt) dann *( ) -L b  = 0 bzw. *( )L b   und 

Ψ  L*-1({b}). Daher ist auch A  L*-1({b}) gezeigt. Die Bewertungsprozesse Ψ  A mit ihren Preis-

gleichungen stimmen also mit den L*-Urbildern von b überein.           

c) Im Sonderfall 0S   = 0 bzw. b = 0 ist nach 2) A = L*-1({0}) = ker L*.     

3) „A = M1 im Fall i) 0S    0“: a) „M1  A“: Es sei Ψ  M1 und X  L(HN) beliebig. Nach Abschnitt 

2.8.4 ist dann  

  X = L(h) = ( )V h


 + ( )L h


  

mit h  HN, ( )V h


  V, ( )L h


  M. Daher ist  

 Ψ TX  = ( )V h


T  + ( )L h


T  

  = Ψ TV0(h)10,Ω + 0  (Ψ  M) 

  = Ψ0V0(h) = V0(h) = bTh (Ψ0 = 1),  
sodass Ψ die Preisgleichungen (PGΨ) erfüllt und Ψ  A gilt. Damit ist M1  A bewiesen.    

b) „A  M1“: Unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 ist nach Abschnitt 2.8.2 das spezielle deter-

ministische Zahlungsprofil 10,Ω = (1,0,…,0)T  W duplizierbar mit einer Handelsstrategie g 

= (g0,0,…,0)T  HN und dem Startkapitaleinsatz V0(g) = 0 0S gT  = 1:  

 10,Ω = L(g) mit g  HN und V0(g) = 1.  

In diesem Fall erhält man für jeden Bewertungsprozess Ψ  A mit der Preisgleichung (PGΨ) notwendig 

die 0-te Komponente  
 Ψ0 = ΨT10,Ω  = ΨTL(g) = V0(g) = 1.   
Damit ist A  {X0 = 1} gezeigt. Da oben schon A  M  begründet wurde, hat man für die Menge A 

unter der Voraussetzung (AWSδ) insgesamt auch die Inklusion A  M1. Bei gültigem LOP ist A   

und dann auch M1  .   

c) Eine weitere Begründung für A = M1 ergibt sich aus 2) A = L*-1({b}) mit der in Satz 2.1, 12) unter 

der Voraussetzung (AWSδ) angegebenen Identität L*-1({b}) = M1.  

d) „A = M im Sonderfall ii) 0S   = 0 bzw. b = 0“: Mit dem gleichen Beweisweg wie in 3a) kann die 

Darstellung  
 A = M   
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gezeigt werden: Die Inklusion „“ wurde dabei oben schon allgemein begründet. Für die umgekehrte 

Inklusion „“ wird für Ψ  M und X  L(HN) wie in 3a) mit der additiven Zerlegung X = L(h) = ( )V h


 

+ ( )L h


, jetzt aber mit b = 0 und ohne Ψ0 = 1, die Preisgleichung (PGΨ) und damit Ψ  A nachgewie-

sen:  

 Ψ TX  = ( )V h


T  + ( )L h


T  

  = Ψ T(bTh)10,Ω + 0  (Ψ  M) 

  = Ψ00Th = 0 = 0Th = bTh   (Ψ T10,Ω = Ψ0, b = 0). 
Damit ist A = M  (  und  M1) im Sonderfall ii) nachgewiesen. Es gilt das LOP mit der Null-

Preisfunktion (X) = ΨTX = 0  X  L(HN) (Ψ  M  beliebig). Die Menge A der Bewertungsprozesse 

ist hier der lineare Unterraum M , stets nichtleer und vom affinen Unterraum M1 verschieden (0 

 M  \ M1). Somit hat man in Punkt 3) also unterschiedliche Darstellungen von A für die Fälle i) 

(AWSδ) 0S    0 und ii) 0S   = 0.   

Weiterer Beweis für die Darstellung A = M  im Sonderfall 0S   = 0 bzw. b = 0: In diesem Fall ist nach 

Beweisteil 2) und nach Abschnitt 2.8.4   

 A = 1* ({0})L  = ker L* = M .   

e) Die Charakterisierung des LOP durch die Relation M1   wurde schon oben begründet.      

Weitere Beweise für die Existenz eines Bewertungsprozesses  
Neben dem Nachweis eines Bewertungsprozesses bei gültigem LOP durch die Anwendung 
des Rieszschen Darstellungssatzes auf die lineare Preisfunktion (X) wird bei den in Ab-
schnitt 3.4.1 folgenden Charakterisierungen des LOP noch auf weiteren Beweiswegen die 
Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ gezeigt, mit dem der Preis (X) auf L(HN) als Skalar-

produkt  

 (X)  = ΨTX = 
0

T

t t
t

X


 T  = 
, ,

0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 
   

  = Ψ0(Ω)X0(Ω) + 
, ,

1 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 
  

von Ψ und X beschrieben werden kann. Ein derartiger Bewertungsprozess Ψ für die dupli-
zierbaren Zahlungsprofile gestattet dann eine von den Duplikationsstrategien unabhängige 
Berechnung des Preises und charakterisiert die Gültigkeit des LOP. Aus dieser Darstellung 
des Preises (X) von X als Skalarprodukt von Ψ und X folgt dann auch wieder die Linearität 
der Preisfunktion (X).  
In Beweisteil B von Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1 wird vom gültigen LOP aus mittels der Struk-
tur der Lösungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems L(h) = X als affiner 
Unterraum auf die Inklusion der Kerne der linearen Abbildungen L und V0 und dann in Be-
weisteil C mittels der Eigenschaften des orthogonalen Komplements auf die Existenz eines 
L*-Urbilds Ψ von b und damit eines Bewertungsprozesses Ψ  A geschlossen.  

In Beweisteil F wird aus dem LOP zunächst der triviale Durchschnitt V  M = O der linearen 

Unterräume V und M von L(HN) hergeleitet. Dann wird in Beweisteil G vom trivialen Durch-

schnitt V  M = O aus (auch ohne die Voraussetzung (AWSδ)) auf den trivialen Durchschnitt 

E  M = O und die Nichtinklusion E  M der linearen Unterräume E und M, weiter mittels 

der Eigenschaften des orthogonalen Komplements auf die nichtleere Menge M  \ E 
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= M   {X0  0} und schließlich auf einen normierten M-Normalenvektor Ψ  M1 

= M   {X0 = 1} ( A), also einen Bewertungsprozess Ψ  A geschlossen.  

In Beweisteil J wird vom trivialen Durchschnitt V  M = O aus (auch ohne die Vorausset-

zung (AWSδ)) auf den trivialen Durchschnitt E  M = O und dann mittels eines Alternativ-

satzes ebenfalls auf einen normierten M-Normalenvektor Ψ  M1 ( A), also einen Bewer-

tungsprozess Ψ  A geschlossen.  

In Beweisteil I wird unter der Voraussetzung (AWSδ) und mittels des Dimensionssatzes für 
lineare Unterräume eine direkte Zerlegung des Unterraums M , ein normierter M-Norma-

lenvektor Ψ  M1 ( A) und damit ein Bewertungsprozess Ψ hergeleitet.  
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3.4 Charakterisierungen des Law of One Price (LOP)     

Bei der Bewertung nach dem Duplikationsprinzip sind neben dem Law of One Price (LOP) 
noch die Begriffe der Vollständigkeit (VS) (Definition in Abschnitt 3.1) und der Arbitrage-
freiheit (AF) (Definition in Abschnitt 3.6), die Voraussetzung (DPt,C) der Existenz von be-
stimmten Arrow-Debreu-Papieren (Definition in Abschnitt 3.8.1), die Bedingung (FH) der 
Existenz von sogenannten festverzinslichen Handelsstrategien und spezieller die Bedingung 
(FF) der Existenz eines festverzinslichen Finanzinstruments im Marktmodell von Bedeu-
tung (Definition von (FH) und (FF) in Abschnitt 3.9.1). In den Abschnitten 3.4, 3.5 und 3.6 
werden nun zunächst Charakterisierungen dieser ersten drei Begriffe direkt im Mehrperio-
denmodell bewiesen. Im anschließenden Abschnitt 3.7 werden dann Folgerungen aus dem 
LOP und aus der Arbitragefreiheit hinsichtlich der Beschreibung der Menge der Kapital-
marktgeschäfte, der Bewertung von Finanzgeschäften und der Existenz formaler W-Maße 
im Marktmodell hergeleitet. In den Abschnitten 3.8 und 3.9 werden die oben erwähnten zu-
sätzlichen Voraussetzungen näher untersucht und daraus Folgerungen hinsichtlich der Exis-
tenz bestimmter Diskontierungsfaktoren, der Existenz eines sog. Preismaßes im Marktmo-
dell, der Martingaleigenschaft für die diskontierten Preisprozesse der dividendenlosen Fi-
nanzinstrumente und der sog. risikoneutralen Bewertung der X  L(HN) mit diesem Preis-

maß begründet.  

Beispielsweise ist die Vollständigkeit des Marktmodells äquivalent zur Injektivität der zu L
adjungierten Abbildung L*. Das LOP ist gleichbedeutend zur Existenz eines (nicht notwen-
dig positiven) Bewertungsprozesses Ψ  W. Die Arbitragefreiheit des Marktmodells wird 

in dem Fundamentalsatz der Preistheorie dadurch charakterisiert, dass ein strikt positiver 
Diskontierungsprozess   W existiert. Weiter wird gezeigt, dass die Arbitragefreiheit 

auch hinreichend für die Gültigkeit des LOP auf L(HN) ist. Kremer17 führt die Charakteri-

sierung dieser Begriffe des Mehrperiodenmodells durch sog. Lokalisierung des Zahlungs-
profils auf die enthaltenen Einperioden-Teilmodelle zurück. In der vorliegenden Arbeit 
werden aber diese und weitere Charakterisierungen ohne Rückführung auf die Einperioden-
modelle direkt im Mehrperiodenmodell bewiesen. Dies geschieht mit Hilfe der die Zah-
lungsprofile L(h) der Handelsstrategien h beschreibenden linearen Abbildung L : HN  W, 

der dazu adjungierten Abbildung L* : W  HN und deren Zerlegungen in deterministi-

schen und stochastischen Anteil.       

3.4.1 Verschiedene Charakterisierungen des LOP              

Bevor nun verschiedene Charakterisierungen des LOP in einem mathematischen Satz zu-
sammengestellt und bewiesen werden, wird noch ein Alternativsatz18 aus der konvexen Ge-

17  Kremer (2011) verwendet die Lokalisierung des Zahlungsprofils hinsichtlich der Vollständigkeit 
auf S. 164–166, für das LOP auf S. 171–173 und für die Arbitragefreiheit auf S. 175–177. 

18  Einen Beweis dieses Alternativsatzes findet man noch etwas allgemeiner für einen abgeschlosse-
nen konvexen linearen Kegel T, den dazu polaren Kegel T P und verallgemeinerten schwach posi-
tiven und strikt positiven Orthanten auf der Autorenwebsite www.pleier-r.de bei den Download-
themen. Neben der Herleitung aus einem allgemeineren Alternativsatz wird dort auch noch ein 
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ometrie bereitgestellt, der die Disjunktheit eines linearen Unterraums T und des punktierten 
Strahls  

E>0 := ray e1 \ {o} = {e1 :  > 0}
des ersten Standardbasisvektors e1 = (1,0,…,0)T des n dadurch charakterisiert, dass ein 
Vektor a = (a1,…,an)T im orthogonalen Komplement T von T mit positiver erster Kompo-
nente a1 existiert. In der zugehörigen Abbildung 3.5 wird eine grafische Darstellung dieser 
Situation gegeben. Bei der zweidimensionalen Darstellung trifft die Gerade T den punktier-
ten Strahl E>0 = ray e1 \ {0} genau dann nicht, wenn sie einen Normalenvektor in der rech-
ten Halbebene {x1 > 0} besitzt. Dieser Alternativsatz kann aufgrund der Isomorphie des n1-

dimensionalen euklidischen Vektorraums W zum 1n  auch im Vektorraum W angewandt 

werden. Mit ihm lässt sich im Beweisteil J des Satzes 3.3 das LOP durch die Existenz eines 
normierten M-Normalenvektors Ψ  M  {X0 = 1} =: M1 und damit eines Bewertungs-

prozesses Ψ charakterisieren. Weitere Beweiswege zur Existenz eines Bewertungsprozesses 
werden am Ende von Abschnitt 3.3.3 beschrieben.     

Satz 3.2 Alternativsatz zur Disjunktheit eines linearen Unterraums und des punk-
tierten Strahls des ersten Standardbasisvektors             

Der lineare Unterraum T  n und der punktierte Strahl E>0 := ray e1 \ {o} = {e1 :  > 0} 
des ersten Standardbasisvektors e1 = (1,0,…,0)T des n sind genau dann disjunkt, wenn es 
einen Vektor a = (a1,…,an)T im orthogonalen Komplement T mit positiver erster Kompo-
nente a1 gibt:  

T  ray e1 \ {o} =   T  {x1 > 0}  .   
In diesem Fall liegt T in der (linearen, homogenen) Hyperebene Ha,0 = {aTx = 0} und E>0

= ray e1 \ {o} im offenen linearen (homogenen) Halbraum ,0aH   = {aTx > 0} mit Normalen-

vektor a.  
Von den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):  
(1) T  ray e1 \ {o}  ;  
(2) T  {x1 > 0}  .   

einfacher elementarer Beweis mittels der Eigenschaften des polaren Kegel T P bzw. des orthogo-
nalen Komplements T angegeben.     
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Abb. 3.5 Ein linearer Unterraum T  n, der zum punktierten Strahl ray e1 \ {o} des ersten Stan-
dardbasisvektors e1 disjunkt ist, und ein in der ersten Komponente positiver Vektor a im 
orthogonalen Komplement T von T

Satz 3.3 Charakterisierungen des Law of One Price im Mehrperiodenmodell mit den 
Räumen HN und W

Es sei (AWSδ) 0S  0 vorausgesetzt für die Punkte 13–16, 19, 26, 27. Das Law of One 

Price (LOP) gilt im Marktmodell ((S,δ),F) genau dann, wenn eine der folgenden Bedingun-

gen erfüllt ist:  

1) (LOP)   X  L(HN) : V0(h) = 0 0S hT   konstant für alle h  HN mit L(h) = X

2) (LOP1)  X  L(HN) : R0(h) = 0 1S hT   konstant für alle h  HN mit L(h) = X

3)   X  L(HN): V0(h) konstant für alle h  L-1({X})   

4) 0 ( )V f  =  b fT  = 0 für alle f  HN mit L(f) = 0   (Bed. 3 für X = 0 = L(0)  L(HN)) 

5)  ker L  ker V0 = {b} = B (Inklusion der Kerne; z. B. bei inj. L bzw. ker L = O)    

6)  b  (ker L) = *( )L W (b ist L*-Bild) 

7)  B  *( )L W  (Inklusion von B im L*-Bildraum) 

8)   Ψ  W mit L*(Ψ) = b (L*-Urbild von b) 

9)  Ψ  M mit L*(Ψ) = b (L*-Urbild von b) 

10)   Ψ  M  \ E = M   {X0  0}  (nichtleere Differenz) 

11)   Ψ  M mit Ψ0 = 1    (norm. M-Normalenvektor)             

12)  1   L(HN)  mit L*() = b (dupliz. L*-Urbild von b)       

13) 1   L(HN)  M  {X0 = 1}  (dupliz. norm. M-Normalenv.)       

14)   Ψ  M \ ker L*  (mit M = ker L*  lin {Ψ}) [Ψ0 = 1] (nichtleere Differenz) 

15) dim ker L* = dim M  - 1  (Dimensionsgleichung) 

16)  ker L* ist eine Hyperebene von M  (echte Teilmenge von M )  

17)  L*(M ) = B (Maximalität u. Eindimens. von L*(M )) 

18)  L*(W) = B  L*(M)       (L*(W) als direkte Summe)

19)  L*(M) ist Hyperebene von *( )L W (echte Teilmenge von L*(W)) 

20)   X  L(HN)  1 additive Zerlegung X = Y + Z mit Y  V, Z  M  (Einz. d. add. Zerl.) 

T  
T

o

a  

1ray \{ }e oa1 > 0
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21)   X  L(HN): 1 additive Zerlegung X = Y + Z mit Y  V, Z  M  (Einz. d. add. Zerl.) 

22)  V  M = O     (trivialer Durchschnitt) 

23)  E  M (Nichtinklusion) 

24)  M  E = {X0 = 0}    (Nichtinklusion) 

25)  M  E  M bzw. M   {X0  0} = M  \ E   (nichtleere Differenz) 

26)  dim L(HN) = dim M + 1   (Dimensionsgleichung)  

27)  M ist Hyperebene von L(HN)  (echte Teilmenge von L(HN)) 

28)  L(HN) = V  M (Struktur von L(HN) als direkte Summe) 

29)  (PGΨ)   Ψ  W mit ( ) L h T  =  b hT  h  HN (Bew.proz. m.Prgl.) 

30)  (KPGΨ)   Ψ  W mit  L h


T  = 0   h  HN,  Ψ0 = 1  (norm. M-Norm.v.) 

31)   Ψ  W mit ( ) L h T  = 0  h  ker V0, Ψ0 = 1  (norm. M-Norm.v.) 

32)    Ψ  W mit Z T  = 0   Z  M,  Ψ0 = 1   (norm. M-Norm.v.) 

33)    Ψ  W mit * ( )L 


 = 0,   Ψ0 = 1     (norm. M-Norm.v.) 

34)  L*(W) = B  * ( )L


W (L*(W) als direkte Summe) 

Erläuterungen zum Satz 3.3 und zu den nachfolgenden Abbildungen  
Der Beweis des Satzes 3.3 erfolgt im Anschluss an diese Erläuterungen. In diesem Satz 
werden zur Charakterisierung des LOP nicht nur Preisgleichungen (in den Punkten 29 – 32) 
für die Zahlungsprofile X = L(h)  L(HN) und Z = L(g)  0(ker )L V  = M angegeben, son-

dern auch Lagebeziehungen bestimmter Unterräume von W und HN. Die gegenseitige Lage 

der wichtigen Unterräume im Raum W der F-adaptierten reellwertigen Zahlungsprofile, 

nämlich L(HN), ker L*, V, M, V und M, und die gegenseitige Lage der wichtigen Unter-

räume im Raum HN der (F-vorhersehbaren) Handelsstrategien, nämlich L*(W), ker L, B, 

B, L*(M) und L*(M), wird bei ungültigem LOP in der Abbildung 3.6 und bei gültigem 

LOP in der Abbildung 3.7 dargestellt. Der Vorteil derjenigen Charakterisierungen des LOP 
in Satz 3.3, welche die Struktur und Lagebeziehungen von Vektorunterräumen beschreiben, 
besteht nun darin, dass sie geometrisch visualisiert werden können. Andererseits kann die 
geometrische Veranschaulichung auch als Quelle für Vermutungen über weitere neue Er-
kenntnisse dienen.  
Allgemein lässt sich der Vektorraum W der F-adaptierten stochastischen Prozesse darstel-

len als direkte Summe der orthogonalen Komplemente L(HN) und ker L* und auch als di-

rekte Summe der orthogonalen Komplemente M und M . Dabei liegt stets M in L(HN) und 

ker L* in M . Weiter wird der Raum HN der Handelsstrategien dargestellt als direkte 

Summe der orthogonalen Komplemente L*(W) und ker L und auch als direkte Summe von 

B und B. Hierbei liegt aber im Allgemeinen nicht B in L*(W) bzw. ker L = L*(W) in B.   
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Abb. 3.6 Die verschiedenen Unterräume von HN und W, der schwach positive Orthant 0


W  von W

und die linearen Abbildungen L und L* bei ungültigem LOP  

Abb. 3.7 Die verschiedenen Unterräume von HN und W, der schwach positive Orthant 0


W  von W, 

die linearen Abbildungen L, L* und , der Bewertungsprozess Ψ bei gültigem LOP und 
der Diskontierungsprozess  bei Arbitragefreiheit (AF) (B = lin {b}, V = L(B), M

= ( )L B )            

Beim Vergleich der Situation der Unterräume in L(HN) bzw. in L*(W) bei nichtgültigem 

LOP mit der Situation bei gültigem LOP ist die Dimension von L(HN) und L*(W) konstant 

(dim L(HN) = dim L*(W) nach Abschnitt 2.10.1). Die Abbildung 3.6 veranschaulicht, dass 

V
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in W bei Nichtgültigkeit des LOP nach Satz 3.3, 22) der nichttriviale Durchschnitt V  M

 O vorliegt, demnach auch V  O, V = E = 0,lin { }1  M und   

M = V + M = L(HN)   

gilt, also M den ganzen L-Bildraum L(HN) ausfüllt, und dass   

ker L* = M 

gilt, also der Kern ker L* der Abbildung L* den gesamten Unterraum M  ausfüllt. Jedes 

duplizierbare Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) = M kann dann auch mit einem Startkapital-

einsatz V0(h) = 0 dupliziert werden. Insbesondere existiert in V = E ( M) die spezielle Ar-

bitragegelegenheit (Definition in Abschnitt 3.6.1) 0,1  = (1,0,…,0)T  M  0


W . Damit ist 

schon begründet, dass das LOP eine notwendige Folgerung aus der Arbitragefreiheit (AF) 
ist. Eine weitere mengentheoretische Begründung dieser Aussage erfolgt noch in Abschnitt 
3.6.1.    

Arbitragefreiheit (AF)  (LOP) 

Weiter zeigt die Abbildung 3.6, dass in HN bei nichtgültigem LOP der eindimensionale Un-

terraum B von HN, der vom Bewertungsprozess b der Handelsstrategien aufgespannt wird, 

nicht im L*-Bildraum L*(W) = L*(M) liegt und der Unterraum ker L = L*(W) nicht in B

= ker V0 liegt. Mit dieser Relation  
ker L  ker V0

kann man auch nochmal die bereits oben erwähnte Übereinstimmung L(HN) = M begrün-

den: Jedes Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) lässt sich nämlich auch als ein Zahlungsprofil 

L(g)  L(ker V0) = M darstellen, da mit einem f  ker L \ ker V0 ( ) die Handelsstrategie 

g := h - fV0(h)/V0(f)  HN die folgenden Funktionswerte L(g) und V0(g) besitzt:  

L(g) = L(h) - 0 = L(h) = X und  
V0(g) = V0(h) - V0(f)V0(h)/V0(f) = 0 

Die Abbildung 3.7 dagegen illustriert, dass mit der Einstellung des LOP im Marktmodell 
((S,δ),F) bzw. im L-Bildraum L(HN) der Unterraum M genau um eine Dimension kleiner 

ausfällt als der Unterraum L(HN) und dann L(HN) die direkte Summe des eindimensionalen 

Unterraums V = L(B) und des Unterraums M = L(B ) ist:  

L(HN) = V  M.      

Im nachfolgenden Beweisteil E für die Aussage „22)  20)“ wird nämlich gezeigt, dass 
der triviale Durchschnitt V  M = O der Unterräume V und M bedeutet, dass jedes dupli-

zierbare Zahlungsprofil  

X  = L(h) = ( )V h


 + ( )L h


 = 0 0,( )V h 1  + ( )L h


 V  M  = L(HN)     

nur eine einzige additive Zerlegung  X = Y + Z  mit Y  V und Z  M besitzt, nämlich mit   

Y  = 0,( )X  1  V  und  Z = X - Y  M.   

Die Einzigkeit dieser additiven Zerlegung der duplizierbaren Zahlungsprofile X  L(HN) 

beinhaltet auch die Konstanz des Startkapitaleinsatzes V0(h) aller Duplikationsstrategien h
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von X, also die Gültigkeit des LOP, mit der daraus resultierenden Möglichkeit der Preisde-
finition nach dem Duplikationsprinzip. Diese Eigenschaft wird auch noch in Abschnitt 4.2 
bei der Interpretation der Bewertung mittels des Duplizierungskonzeptes (mit Beurteilungs-
kurve und Supplement vom Kapitalmarkt) verwendet.    
Bei gültigem LOP wird unter der Voraussetzung (AWSδ) der L-Bildraum L(HN) direkt zer-

legt in den eindimensionalen Unterraum V = E für die Beschreibung des Startkapitaleinsat-

zes und den Unterraum M der indifferenten (mit dem Preis Null neutral bewerteten) Kapi-

talmarktgeschäfte. Mit der Einengung von M auf eine Hyperebene des Raums L(HN) ver-

größert sich im Gegenzug in W das orthogonale Komplement M  ausgehend von ker L* 

= M  {X0  = 0} genau um eine Dimension und enthält dann einen Prozess  

Ψ  M  \ ker L* = M  {X0  0},  

o. E. mit Ψ0 = 1, sodass M die direkte Summe des Unterraums ker L* und des ein-

dimensionalen Unterraums lin {Ψ} ist:  
M = ker L*  lin {Ψ}.     

Der Unterraum ker L* ist dann eine Hyperebene des Unterraums M. Mit einem Prozess  

Ψ  M1 = M  {X0 = 1} = L*-1({b})  

(Begründung von M1 = L*-1({b}) in Abschnitt 3.3.3 bei den Darstellungen von A) berech-

net sich der Wert der auf HN definierten deterministischen linearen Nutzenfunktion  

0( )V h  =  b hT  = 0 0S hT

für alle Duplikationsstrategien h von X = L(h)  L(HN) als das Skalarprodukt von Ψ und X, 

also nur abhängig vom Zahlungsprofil X und unabhängig von den Duplikationsstrategien h
 L-1({X}):    

 b hT  = L*(Ψ)Th = ΨTL(h) = X T .  

Algebraische Berechnung des Preises eines Zahlungsprofils mittels eines Bewertungs-
prozesses  
Mit einem bereits bestimmten Prozess Ψ  M1 kann für ein duplizierbares Zahlungsprofil 

X = L(h)  L(HN) aus der eindeutigen additiven Zerlegung X = 0 0,( )V h 1  + ( )L h


 V  M

durch Linksmultiplikation mit dem Zeilenvektor ΨT das Startkapital V0(h) der Duplikations-
strategie h gewonnen werden:  

Ψ TX = 0, 0 ( )V h 1T  + ( )L h


T  = Ψ0V0(h) = V0(h) = (X).       

Somit kann der Preis (X) von X  L(HN) eindeutig durch den deterministischen Startkapi-

taleinsatz V0(h) seiner Duplikationsstrategien definiert werden und als Skalarprodukt von Ψ
und X unabhängig von einer Duplikationsstrategie berechnet werden:  

(X) = ΨTX = , ,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 


= 1X0(Ω) + , ,
1 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 


Die Linearform (das lineare Funktional)  

 = ,.
W

 =  T
 : X  W # (X) = , X

W
 = X T
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ist zwar als lineare Nutzenfunktion auf ganz W definiert, liefert aber nur auf L(HN) den ein-

deutig bestimmten Preis von X = L(h) gemäß der Preisgleichung
(PGΨ) ΨTL(h) = bTh.  
Für den Prozess Ψ  M1 liefert die zugehörige Linearform  = ΨT nur auf dem Unterraum 

M der Kapitalmarktgeschäfte den Preis Null, ansonsten auf L(HN) \ M von Null verschiede-

ne Preise. Bei der Wahl eines Prozesses Ψ  M  {X0 = 0} = ker L* = L(HN) würde da-

gegen die Linearform  = ΨT alle duplizierbaren Zahlungsprofile X  L(HN) mit dem Wert 

Null bewerten und keine Unterscheidung zulassen.     
Die Charakterisierung des LOP durch die Existenz eines Prozesses Ψ  W mit den zugehö-

rigen Preisgleichungen (PGΨ)   L h T  = 0( )V h  ( h  HN, X = L(h)  L(HN)) findet man 

bei Kremer19, wobei dort V0(h) = 0 0S hT  als Skalarprodukt der N-Tupel 0S , h0  N und 

noch nicht die Darstellung des Startkapitaleinsatzes 0( )V h  =  b hT  als Skalarprodukt der 

Handelsstrategien b, h  HN im Mehrperiodenmodell verwendet wird. Der Beweis wird 

dort durch die Rückführung (sog. Lokalisierung) auf die im Mehrperiodenmodell enthal-
tenen Einperiodenmodelle geführt. 

Der Wert (X) = ΨTX ist speziell für die X  L(HN) auch unabhängig von der Wahl der Lö-

sung Ψ der Gleichung L*(Ψ) = b: Für die allgemeine Lösung Ψ der inhomogenen linearen 
Gleichung L*(Ψ) = b, also für  

Ψ  L*-1({b}) = Ψ‘ + ker L*  
mit einer speziellen Lösung Ψ’ von L*(Ψ) = b, ist nämlich mit einer festen Duplikations-
strategie h‘  L-1({X}) der Wert   

X T  = ( ') L h T  = *( ) 'L h T  = L*(Ψ‘)Th‘    

  = ' ( ') L h T

  = ' X T

gleich für Ψ, Ψ‘  L*-1({b}). Bei gültigem LOP erhält man also durch (X) = ΨTX mit be-
liebigem Ψ  L*-1({b}) ein auf L(HN) eindeutig bestimmtes Bewertungsfunktional .   

Zur deutlicheren Unterscheidung von dem bei der nachfolgenden Charakterisierung der Ar-
bitragefreiheit in Abschnitt 3.6.1 auftretenden positiven Diskontierungsprozess   W wird 

hier der (nur in der ersten Zeitkomponente Ψ0 positive und insgesamt nicht notwendig posi-
tive) Prozess Ψ  L*-1({b}) = M1 auch mit einem Namen ausgestattet und als Bewer-

tungsprozess der duplizierbaren F-adaptierten Zahlungsprofile X  L(HN) bezeichnet. Falls 

nun ein Bewertungsprozess Ψ  W bereits bestimmt ist, berechnet sich für ein Zahlungs-

profil X  L(HN) der Preis zu (X) = ΨTX.  

Wie schon in Abschnitt 3.3.2 bei der Definition des Preises (X) mittels des LOP erwähnt 
wurde, so ist auch hier wieder ersichtlich, dass in die Preisbestimmung die tatsächlichen 
Eintrittswahrscheinlichkeiten der Ereignisse At,k  Pt, die bei der mathematischen Modellie-

rung des Preisprozesses S auftreten, nicht eingehen. Es wird hier nur der innerhalb des 

19  Preisgleichungen werden verwendet bei Kremer (2011), S. 29, 171, 175, 176 und (2017), S. 31, 
72.  
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Marktmodells ermittelte Bewertungsprozess Ψ  M \ ker L*  W = W(F) (Ψ0 = 1) ver-

wendet.       

Mit der Einstellung des LOP vergrößert sich im Vektorraum HN das L*-Bild L*(M) von 

M durch die Hinzunahme des Vektors  

L*(Ψ) = b  0  
vom Nullraum O aus auf den eindimensionalen Unterraum B = lin {b}. Mit der Aufnahme 

von B als  L*(M ) in den L*-Bildraum L*(W) und der damit einhergehenden Verschiebung 

von *( )L W  (siehe Übergang von der Abbildung 3.6 zur Abbildung 3.7) verkleinert sich 

im Gegenzug wegen der Dimensionserhaltung von L*(W) und wegen des stets gültigen 

Verdrängungseffekts von B auf L*(M ) (B  L*(M) = O nach Satz 2.1, 14) das Bild L*(M) 

ausgehend von L*(W) genau um eine Dimension auf eine Hyperebene von L*(W). Der ge-

samte L*-Bildraum L*(W) ist dann die direkte Summe des Unterraums L*(M) und des ein-

dimensionalen Unterraums B:  

L*(W) = L*(M)  B.  

Der damit vorliegenden Inklusion B  L*(W) entspricht die umgekehrte Inklusion der zu-

gehörigen orthogonalen Komplemente:  
ker L = L*(W)  B = 0kerV .   

Diese Bedingung ker L  0kerV  bedeutet zunächst, dass das spezielle Zahlungsprofil X = 0 

 W nur durch ein Kapitalmarktgeschäft L(g)  L(ker V0) = M nachgebildet werden kann, 

also nur mittels einer Handelsstrategie g ohne Startkapitaleinsatz (V0(g) = 0) dupliziert wer-
den kann. Weiter bedeutet diese Relation, dass ein beliebiges Zahlungsprofil X = L(h) 
 L(HN) nur durch ein Zahlungsprofil L(k)  L(HN) nachgebildet werden kann, dessen 

Startkapitaleinsatz V0(k) mit dem Startkapitaleinsatz V0(h) der Duplikationsstrategie h von 
X übereinstimmt, dass also das LOP gilt: Mit f := k - h folgt nämlich aus L(k) - L(h) = L(f) 
= 0 wegen ker L  0kerV  auch V0(k) - V0(h) = V0(f) = 0.  

Ein Spezialfall für die Gültigkeit des LOP ist der Fall, dass die lineare Abbildung L injektiv 
ist: Aus ker L = O folgt nämlich ker L = O  0kerV  und damit das LOP. In diesem Spezial-

fall besitzt jedes duplizierbare Zahlungsprofil X  L(HN) nur eine einzige Duplikationsstra-

tegie h.  

Beweis des Satzes 3.3: A) „1) LOP  2) LOP1“:  
Die Äquivalenz dieser beiden Aussagen 1) und 2) wird bereits zu Beginn von Abschnitt 3.2 begrün-
det.  

B) „1) LOP  3)  4)  5) ker L  B“:  

Zu beliebigem fest vorgegebenen X  L(HN) ist die allgemeine Lösung der inhomogenen linearen 

Gleichung  
L(h) = X

gegeben durch die Menge aller  
h = h‘ + f  HN

mit einer speziellen Lösung h‘  HN der inhomogenen Gleichung L(h‘) = X und der allgemeinen Lö-

sung f  HN der homogenen Gleichung  
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L(f) = 0.  
Die Struktur der Lösungsmenge der linearen Gleichung L(h) = X wird damit als affiner Unterraum 
h‘ + ker L von HN beschrieben.   

„“: „1) ⇒ 3)“: Bei Gültigkeit des LOP (Bedingung 1) auf L(HN) ist zumindest für ein festes 

X  L(HN) (  als Vektorunterraum von W) für alle Duplikationsstrategien h = h‘ + f von X mit fes-

tem h‘  L-1({X}) und beliebigem f  L-1({0}) = ker L der zum Zeitpunkt t = 0 in das Portfolio einge-
brachte Startkapitaleinsatz V0(h) = bTh konstant (Bed. 3):  

V0(h‘) + V0(f) = V0(h) = V0(h‘)   h = h‘ + f  L-1({X}) bzw.  
V0(f) = 0  f  ker L 

In der Mengenschreibweise bedeutet die Bed. 3 die Inklusion für die Lösungsmengen von L(h) = X
und von V0(h) = V0(h‘):  

h‘ + ker L  h‘ + ker V0  .  
„3)  4)“: Die Bed. 3 ist wiederum äquivalent dazu, dass für jede Lösung f  HN der homogenen li-

nearen Gleichung   
L(f) = 0,  

also für jedes f  ker L, auch V0(f) konstant V0(0) = 0 ist, also f eine Lösung der homogenen linearen 
Gleichung   

V0(f) = 0  
ist (Bed. 4). Die Bed. 4 [V0(f) = V0(0) = 0  f  HN mit L(f) = 0] entspricht der Bed. 3 für das spezielle 

X = 0 = L(0)  L(HN) mit h‘ = 0.  

„4)  5)“: In der Mengenschreibweise bedeutet die Bed. 4 für die Kerne der Abbildungen L und V0

= bT die Inklusion (Bed. 5)   
ker L  ker V0 = {b} = B.    

„“: „5) ⇒ 1)“: Umgekehrt gilt beim Vorliegen dieser Bed. 5) ker L  ker V0 dann auch bei jedem 
beliebigen X = L(h‘)  L(HN) für alle Duplikationsstrategien h  L-1({X}) die Inzidenz   

h  h‘ + ker L  h‘ + ker V0,   
sodass der Startkapitaleinsatz V0(h) = V0(h‘) konstant ist und demnach das LOP (Bed. 1) gültig ist.    

C) „5) ker L  B 7) B  L*(W)  6) b  L*(W)  8) L*(Ψ) = b für ein Ψ  W“: 

Die Inklusion ker L  0kerV  = B (Bed. 5) ist wegen der Eigenschaften des orthogonalen Komple-

ments gleichbedeutend zur Inklusion (Bed. 7)          

B = B  (ker L) = *( )L W ,20

zur Inzidenz b  (ker L) = *( )L W  (Bed. 6) und zur Existenz eines Ψ  W mit L*(Ψ) = b (Bed. 8).  

D) „1) LOP  20) In L(HN) elementweise einzige additive Zerlegung mit Paaren von V  M“:  

a) „“: Für jedes X = L(h)  L(HN), h  HN, hat man nach Abschnitt 2.8.3 die additive Zerlegung  

L(h) = ( )V h


 + ( )L h


mit ( )V h


 ( )NV


H  = V und ( )L h


 ( )NL


H  = M, bei der jetzt voraussetzungsgemäß (durch die 

Bed. 20) auch der spezielle Anteil ( )V h


 = 0 0,( )V h 1  von X = L(h) bzw. der Startkapitaleinsatz V0(h) 

für alle Duplikationsstrategien h von X durch X = L(h) eindeutig bestimmt ist. Also gilt in L(HN) das 

LOP.  
b) „“: Für X = L(h)  L(HN), h  HN, hat man nach Abschnitt 2.8.3 zumindest die additive Zerle-

gung  

20  Bei einem endlich erzeugbaren Unterraum U eines Vektorraums gilt für die Bildung des orthogo-
nalen Komplements U die involutorische (selbstinverse) Eigenschaft U := (U) = U. Für end-
lichdimensionale Unterräume U und W ist U  W äquivalent zu U  W. Literatur: Kowalsky 
(1967), S. 134, Satz 20.8, Wagner (1981), S. 182.       
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X = L(h) = ( )V h


 + ( )L h


mit ( )V h


 V,  ( )L h


 M. Für jede weitere Zerlegung  

X = Y + Z

mit Y  V, Z  M ist zu zeigen, dass bei gültigem LOP Y = ( )V h


 und Z = ( )L h


 ist und somit die 

Zerlegung eindeutig bestimmt ist. Es ist  

Y = ( )V g


 = 0 0,( )V g 1  = 0 0 0,S g
1T  = (Y0,0,…,0)T

(Y0 := 0 0 0,S g
1T ) mit einem g = 0 1( , ,..., )Tg g g T  HN. Mit der dazu gebildeten deterministischen 

Handelsstrategie g


 = 0( ,0,...,0)g T  HN gilt ebenfalls  

( )V g
 

 = 0 0 0,S g
1T  = ( )V g


 = Y

und nach Abschnitt 2.8.3 noch   

L( g


) = ( )V g


 = Y.   

Die Handelsstrategie g


 ist also eine Duplikationsstrategie von Y.  

Man vergleiche dazu den Beweis der Inklusionen E  ( )NV


H  und E  L(HN)  in Abschnitt 2.8.4, wo 

Y = 0,p 1  E mit beliebigem p   vorgegeben ist und die Komponente g0 von g


 unter der Vo-

raussetzung (AWSδ) 0S   0 erst als Lösung der linearen Gleichung 0 0S g T  = p bestimmt wird. Bei 

dem hier im Beweisteil b) vorgegebenen Y = ( )V g


 V kann dagegen g0 aus der Handelsstrategie g

entnommen werden und zur Bildung von g


 verwendet werden. Daher wird (AWSδ) hier nicht benö-

tigt.       

Weiter hat man  nach dem Beweis von M = ( )NL


H  in Abschnitt 2.8.4 für Z die Darstellung  

Z = ( )L f


 = ˆ( )L f

mit einem f = 0 1( , ,..., )Tf f f T  HN und dem zugehörigen 1
ˆ (0, ,..., )Tf f f T  HN. Daraus erhält man 

für X die Darstellung              

X = Y + Z = ( )L g


 + ˆ( )L f  = L( g


 + f̂ ) = L(k)  

mit der Duplikationsstrategie k = g


 + f̂  = 0 1( , ,..., )Tg f f T  HN, k


 = g


, k̂  = f̂  und dem Startka-

pitaleinsatz      

( )V k


 = ( )V k


 = ( )V g
 

 = ( )V g


.  

Die beiden Handelsstrategien k und g haben also den gleichen Startkapitaleinsatz. Außerdem haben 
auf Grund der Gültigkeit des LOP auch die beiden Duplikationsstrategien k und h von X den gleichen 
Startkapitaleinsatz:  

( )V k


 = ( )V h


.        

Insgesamt folgt dann   

Y = ( )V g


 = ( )V k


 = ( )V h


und nach Abschnitt 2.8.3 noch  

Z = X - Y = L(h) - ( )V h


 = ( )L h


.  

Damit ist die Einzigkeit einer derartigen additiven Zerlegung von X  L(HN) gezeigt (Bed. 20).   
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E) „20) In L(HN) einzige add. Zerl.  21)  X  L(HN) mit einz. add. Zerl.  22) V  M = O“:  

Die hier für die speziellen Unterräume V und M formulierte Aussage gilt allgemein für die Summe 

V + M zweier beliebiger Unterräume V und M eines Vektorraums.21 Wenn der Durchschnitt der Un-

terräume V und M trivial ist, also  

V  M = O

gilt, dann wird die Summe V + M eine direkte Summe der Unterräume genannt und mit V  M be-

zeichnet. Für zwei additive Zerlegungen  
X = Y + Z = Y‘ + Z‘  

von X mit Y, Y‘  V, Z, Z‘  M ist  

 := Y - Y‘ = Z‘ - Z  V  M.  

Mit einem   (V  M) \ O erhält man neben der Zerlegung (Y,Z)  V  M von X auch noch die da-

von verschiedene Zerlegung (Y‘,Z‘)  V  M mit Y‘= Y -  , Z‘= Z + . Daher bedeutet die Einzigkeit 

dieser additiven Zerlegung für irgendein festes X  V + M (Bed. 21), dass es kein   (V  M) \ O

gibt, also V  M = O ist (Bed. 22). Umgekehrt folgt aus V  M = O dann aber auch die Einzigkeit 

der Zerlegung für jedes X  V + M (Bed. 20).   

F) „1) LOP  22) V  M = O“: 

a) „“: Für jedes X  V  M hat man sowohl die Darstellungen   

X = ( )V g


 = 0 0 0,S g
1T  = 0 0,X 1 = ( )V g

 
 V

mit g = 0 1( , ,..., )Tg g g T , g


 = 0( ,0,...,0)g T  HN, X0 := 0 0S g T  und  

X = ( )V g
 

 = L( g


)  (Abschnitt 2.8.3) 

als auch die Darstellung  
X = L(h)  M = L(ker V0) mit h  ker V0.  

Da g


 und h Duplikationsstrategien von X sind, folgt bei gültigem LOP (Bed. 1) dann  

X0 = 0 0S g T  = V0( g


) = (X) = V0(h) = 0 

und X = 0. Daher ist V  M = O und L(HN) = V  M.  

Zweiter Beweis von „⇒“: Es gilt B  B = O, nach Abschnitt 2.8.4 L(B) = L(ker V0) = M und L(B) 

= V. Aus dem LOP folgt nach B die Inklusion ker L  B, sodass man nach Hilfssatz 5.10, c) von Ab-

schnitt 5.3.6 auch den trivialen Durchschnitt der L-Bilder V und M erhält:      

V  M = L(B)  L(B) = L(B  B) = L(O) = O.     

b) „“: Zunächst ist nach Abschnitt 2.8.4  L(HN) = V + M mit den Unterräumen V = ( )NV


H , M 

= ( )NL


H . Mit der Voraussetzung V  M = O (Bed. 22) erhält man dann die direkte Zerlegung  

L(HN) = V  M .            

Demzufolge ist für jedes beliebig vorgegebene duplizierbare Zahlungsprofil  

X = L(h) = ( )V h


 + ( )L h


 V  M  

aufgrund der oben in E) „20)  22) V  M = O“ bewiesenen Einzigkeit der additiven Zerlegung von 

X nun insbesondere für alle Duplikationsstrategien h  L-1({X}) von X der deterministische Anteil 

( )V h


 = 0 0,( )V h 1  von L(h) und somit auch der Startkapitaleinsatz V0(h) konstant. Dies bedeutet, 

dass im Marktmodell das LOP (Bed. 1) gilt.      

21  Diese Charakterisierung der direkten Summe von linearen Unterräumen mit der eindeutigen ad-
ditiven Zerlegung der Elemente der Unterraumsumme findet man bei Wagner (1981), S. 27, 
Kowalsky (1967), S. 217, Kowalsky u. Michler (2003), S. 37, Bröcker (2004), S. 35.       



104 3  Bewertung nach dem Duplikationsprinzip

G) „22) V  M = O  23) E  M  24) M  E 25) M  E M 11) M1  “:  

Zum Nachweis der Äquivalenz 22)  23) wird zunächst der Sonderfall V = O  E ( 0S   = 0  b

= 0 nach Abschnitt 2.8.4) ausgeschlossen, also vorerst der Fall (AWSδ) 0S   0 mit V = E  O behan-

delt. Es ist dann 22) V  M = O äquivalent zum trivialen Durchschnitt   

E  M = O (Bed. 22‘),   

zur Nichtinzidenz 10,Ω  M und zur Nichtinklusion 

E  M (Bed. 23),  

also zum Vorliegen des Falls ) (KAG10,Ω) von Abschnitt 2.8.4. Der Fall ) für die endlichdimensi-
onalen Unterräume E und M ist gleichbedeutend zur Nichtinklusion       

M  E = {10,Ω} = {X0 = 0} (Bed. 24):  

Aus E  M folgt nämlich für die orthogonalen Komplemente E  M und umgekehrt folgt aus 

E  M auch E = E  M = M.22 Damit ist auch E  M äquivalent zu M  E.  

Weiter ist diese Relation auch noch äquivalent zu  
M   {X0  0} = M  \ E   (Bed. 10)  

und zu  
M1 = M   {X0 = 1}   (Bed. 11).           

Die Schlusskette 22‘  …  11 wurde auch schon in Abschnitt 2.8.4 bei der Behandlung des Falls 
) (KAG10,Ω) E  M = O angegeben.  

Die Relation M  E = {X  W : X0 = 0} ist unter der Voraussetzung (AWSδ) nach Satz 2.1, 10 

(M  E = M   {X0 = 0} = ker L*) auch noch äquivalent zu  

M  E  M = ker L*

und zu  
M  \ ker L* = M   {X0  0} = M  \ E  .     

Im Sonderfall 0S   = 0 liegt nach Abschnitt 2.8.4 stets der Fall ) E  M = O (Bed. 22‘) vor, sodass 

dann wegen V  E auch V  M  E  M = O (Bed. 22) und das LOP gilt. Weiter gelten im Fall ) 

auch die weiteren in der Schlusskette G angegebenen Aussagen und Äquivalenzen, die schon in Ab-
schnitt 2.8.4 bei der Behandlung des Falls ) aufgeführt wurden. Die in G angegebenen Äquivalenzen 
gelten also auch ohne die Voraussetzung (AWSδ), auch wenn für den Nachweis die Unterscheidung 

der Fälle i) 0S   0 und ii) 0S   = 0 vorgenommen wurde.          

H) „V = E ( O) , 22) V  M = O  28) L(HN) = V  M  26) Dim.gl.  27) M Hyp. v. L(HN)“:  

Mit dem Dimensionssatz23

dim (V + M) + dim (V  M) = dim V  + dim M,  

für endlichdimensionale Unterräume V und M eines Vektorraums erhält man hier für L(HN) = V + M

und dim V = dim E = 1 (V = E  Voraussetzung AWSδ nach Abschnitt 2.8.4) die Dimensionsglei-

chung  
dim L(HN) + dim (V  M) = 1 + dim M.           

Demnach ist unter der Voraussetzung (AWSδ) für dim V = 1 die Bedingung V  M = O (Bed. 22) 

bzw. dim (V  M) = 0 äquivalent zur Dimensionsgleichung (Bed. 26)   

dim M = dim L(HN) - 1,   

22  Die hier verwendeten Eigenschaften des orthogonalen Komplements sind bereits in einer Fußnote 
zu Beweisteil C angegeben.  

23  Den Dimensionssatz (die Dimensionsformel) für endlich erzeugbare Unterräume U und W eines 
Vektorraums findet man z. B. bei Kowalsky (1967), S. 167, Wagner (1981), S. 46, und Bröcker 
(2004), S. 46: dim (U + W) + dim (U  W) = dim U + dim W.   
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also zur Hyperebenenstruktur von M in L(HN) (Bed. 27). Der triviale Durchschnitt der Unterräume V

und M bedeutet dabei, dass L(HN) die direkte Summe von M und dem eindimensionalen Unterraum V

ist: L(HN) = V  M (Bed. 28).  

Für die Dimensionsgleichung 26) und die Unterraumstruktur 27) wird dim V = dim E = 1 und somit 

die Voraussetzung (AWSδ) verwendet. Diese beiden Aussagen sind im Sonderfall 0S   = 0 nicht rich-

tig, da hier nach Abschnitt 2.8.4 M = L(HN) gilt.            

I) „V = E ( O) , 22) V  M = O  15) Dim.gl.  16) ker L* Hyp. v. M   14)  Ψ

 M \ ker L*  11)  Ψ  M1“:  

Für die direkten Summen  
M  M = W,   

ker L*  L(HN)  = W

erhält man mit dem oben beim Beweis von H) „22)  26)“ angegebenen Dimensionssatz für Unter-
räume die Dimensionsgleichungen  
i) dim W  = dim M + dim M ,    

ii) dim W  = dim ker L* + dim L(HN)  

und zusammen mit der oben in H) unter der Voraussetzung (AWSδ) für dim V = 1 hergeleiteten Di-

mensionsgleichung dim L(HN) + dim (V  M) = 1 + dim M bzw.   

iii)  dim L(HN) - dim M  = 1 - dim (V  M)   

jetzt     
dim M   = dim W - dim M (Verwend. v. i) 

= dim ker L* + dim L(HN) - dim M (Verw. v. ii) 

= dim ker L* + 1 - dim (V  M)   (Verw. iii).  

Daher ist V  M = O (Bed. 22) bzw. dim (V  M) = 0 unter der Voraussetzung (AWSδ) äquivalent 

zur Dimensionsgleichung (Bed. 15)  
dim ker L* = dim M  - 1,  

also zur Hyperebenenstruktur von ker L* in M  (Bed. 16). Die Hyperebenenstruktur von ker L* in 

M  ist äquivalent zur Bedingung 14)  Ψ  M  \ ker L* und dazu, dass M  die direkte Summe von 

ker L* und einem eindimensionalen Unterraum ist:  
M  = ker L*  lin Ψ  mit einem Ψ  M  \ ker L*:    

Aus der Hyperebenenstruktur von ker L* in M  folgt nämlich schon mit einem einzigen Ψ

 M  \ ker L*, für welches dann ker L*  lin Ψ = O gilt, für die zugehörige direkte Unterraumsum-

me  
U := ker L*  lin Ψ  ( M)  

mittels der Dimensionsgleichung dim U = dim ker L* + 1 = dim M  die Übereinstimmung von U mit 

M. Umgekehrt folgt aus der Darstellung von M durch diese direkte Summe ker L*  lin Ψ  mittels 

der zugehörigen Dimensionsgleichung dim M  = dim ker L* + 1 auch die Hyperebenenstruktur von 

ker L* in M .           

Die Bedingung 14)  Ψ  M \ ker L* (wobei M \ ker L* = M  {X0  0 gilt nach Satz 2.1, 11 

bzw. nach dem dort zugehörigen Beweisteil D mit der Voraussetzung (AWSδ)) ist wiederum gleich-
bedeutend zur Bedingung 11)  Ψ  M  {X0 = 1} = M1, da man aus einem Ψ  M mit Ψ0  0 

mit Ψ ‘ = Ψ/Ψ0 auch ein „normiertes“ Ψ ‘  M mit Ψ ‘0 = 1 erhält.       

Anmerkungen: a) Es gibt also eine Schlusskette vom LOP (Bed. 1) zum trivialen Durchschnitt 
V  M = O (Bed. 22) mittels Beweisteil F oder mittels der Beweisteile D und E und dann weiter zur 

Existenz eines normierten M-Normalenvektors Ψ  M1 (Bed. 11) mittels Beweisteil I.  In I wird bei 

der Dimensionsgleichung 15) bzw. der Unterraumstruktur 16) und den dazu äquivalenten Aussagen 
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14) und 11) die Voraussetzung (AWSδ) 0S   0 für dim V = 1 und für die Darstellung M \ ker L*

= M   {X0  0} verwendet. Im Sonderfall 0S   = 0 sind die Aussagen 15), 16) und 14) nicht richtig, 

da hier nach Abschnitt 2.8.4 ker L* = M  gilt. Es ist aber dennoch die Aussage 11) M1   richtig.  

b) Eine alternative Schlusskette von 22) auf 11) wird im nachfolgenden Beweisteil J mit einem Alter-
nativsatz auch ohne die Voraussetzung (AWSδ) ermöglicht.  
c) Eine weitere alternative Schlusskette von 22) auf 11) wird in G ohne die Voraussetzung (AWSδ) 
gemäß einem direkten elementaren Beweis des Alternativsatzes mittels der Eigenschaften des ortho-
gonalen Komplements durchgeführt.        

J) „22) V  M = O  11)  Ψ  M  {X0 = 1}“: Beweis mit einem Alternativsatz:  

Die eben in I) schon bewiesene Äquivalenz der Bedingungen 22) und 11) kann nun auch ohne die 
Voraussetzung (AWSδ) mit der Verwendung eines Alternativsatzes begründet werden. Zum Beweis 

wird aber die Unterscheidung der beiden Fälle i) 0S   0 und ii) 0S   = 0 vorgenommen. Im Fall i) 

(AWSδ) 0S   0  ist nach Abschnitt 2.8.4 V = E = lin 0,1  = 0 0,{X 1  W : X0  } und dann das 

Vorliegen des trivialen Durchschnitts E  M = V  M = O (Bed. 22) äquivalent zum Fall ) 0,1

 M. Im Sonderfall ii) 0S   = 0 ist nach Abschnitt 2.8.4 stets M  E und M  E = O, sodass hier 

ebenfalls der Fall ) E  M vorliegt. Der Fall ) ist nun äquivalent zum trivialen Durchschnitt des 

Unterraums M und des abgeschlossenen Strahls  

E0 := ray 0,1  = { 0 0,X 1  W : X0  0}  

bzw. zur Disjunktheit des Unterraums M und des punktierten Strahls  

E>0  := ray 0,1  \ {0} = { 0 0,X 1  W : X0 > 0}   

des ersten Basisvektors 0,1  von W:  

E>0  M = .   

Nach dem Alternativsatz 3.2 von Abschnitt 3.4.1 ist dies dann äquivalent zur Existenz eines M-

Normalenvektors Ψ  M  {X0 > 0} bzw. Ψ  M  {X0  0} (Bed. 10) und damit (nach Übergang 

von Ψ zu Ψ/Ψ0) zur Existenz eines normierten M-Normalenvektors Ψ  M  {X0 = 1} = M1

(Bed. 11).    

Anmerkung: Zu dieser Charakterisierung des LOP, eigentlich genauer zur Charakterisierung des tri-
vialen Durchschnitts E0  M = O, mit Hilfe des Alternativsatzes 3.2 durch einen M-Normalenvek-

tors Ψ, dessen erste Zeitkomponente Ψ0 positiv ist, gibt es eine Parallele bei der Charakterisierung der 
Arbitragefreiheit in Abschnitt 3.6.1. Auch hier kann die Arbitragefreiheit bzw. der triviale Durch-
schnitt W≥0  M = O mittels des Alternativsatzes 3.7 charakterisiert werden durch die Existenz eines 

M-Normalenvektors , der in allen Komponenten positiv ist.    

K) „9)  Ψ  M mit L*(Ψ) = b  17) *( )L M  = B“:  

Nach Satz 2.1, 9) gilt stets die Inklusion *( )L M  B. Unter der Voraussetzung (AWSδ) ( b  0) 

ist dim *( )L M  ≤ dim B = 1, sodass für den Unterraum *( )L M  von B nur die Fälle  

*( )L M  = O oder *( )L M  = B möglich sind. Demnach ist die Existenz eines Ψ  M mit L*(Ψ) 

= Ψ0b  0 (nach Beweisteil B, 8b „“ von Satz 2.1) bzw. o. E. L*(Ψ) = b  0 (ggf. Übergang zu Ψ ' 
= Ψ/Ψ0) gleichbedeutend mit dim L*(M) = 1 und L*(M) = lin L*(Ψ) = lin b = B.  

Der Sonderfall 0S   = 0 mit b = 0 und B = O fügt sich ebenfalls ein, da mit dim *( )L M  = dim B = 0 

und *( )L M  = B = O die Bed.17 stets erfüllt ist. Außerdem ist mit Ψ = 0  M  die Bed. 9) stets 

richtig und dann auch die Äquivalenz 9)  17). Demnach gilt diese Äquivalenz stets, d. h. auch ohne 
die Voraussetzung (AWSδ).    
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L) „8)  Ψ  W mit L*(Ψ) = b  9)  Ψ  M  mit L*(Ψ) = b  10) M \ E    11) 

M1  “:  

Nach Satz 2.1, 12) ist unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S   0 ( b  0) die L*-Urbildmenge von b

gegeben durch  
1* ({ })L b  = M  {X0 = 1}. 

Daher ist die Inzidenz b  L*(W) (Bed. 6), die Inklusion B  L*(W) (Bed. 7) bzw. die Existenz eines 

Ψ  W mit L*(Ψ) = b ( 0) (Bed. 8) mit der Voraussetzung (AWSδ) jeweils gleichbedeutend zur 

Existenz eines Ψ  M mit Ψ0 = 1 (Bed. 11), eines Ψ  M mit L*(Ψ) = b (Bed. 9), eines Ψ‘  W mit 

L*(Ψ‘) = b  0, d. h. Ψ‘  1* ( \ )L O B  = M \ ker L* = M  {X0  0} = M \ E (nach Satz 2.1, 

11) und dann gleichbedeutend zu M \ E   (Bed. 10).   

Im Sonderfall 0S   = 0 ( b = 0, B = O) liegt nach Abschnitt 2.8.4 der Fall ) M   E vor, sodass 

mit Ψ = 0  ker L* = M  die Aussagen 8) und 9) und außerdem die Aussagen 10) und 11) stets rich-

tig sind. Demnach sind auch die zugehörigen Äquivalenzen richtig. Für die Schlusskette L wird also 
die Voraussetzung (AWSδ) nicht benötigt.  

M) „8)  Ψ  W mit L*(Ψ) = b  12) 1   L(HN) mit L*() = b  13) 1   L(HN)  M1“:  

„8)  12)“: „“: Die Existenz eines L*-Urbildes ϑ von b im Unterraum L(HN) von W beinhaltet tri-

vialerweise auch die Existenz eines L*-Urbildes von b in W. Die Gesamtheit der L*-Urbilder von b

ist dann gegeben durch  
Ψ =  + Y mit Y  ker L*.         

„“: Existenz: Es ist also nur noch die nichttriviale umgekehrte Richtung zu zeigen: Existiert ein 
Ψ  W mit L*(Ψ) = b, so folgt aus der direkten orthogonalen Zerlegung W = L(HN)  ker L* (siehe 

Abschnitt 2.10.1) für Ψ die Existenz von   L(HN) und Y  ker L* mit Ψ =  + Y und  

b = L*(Ψ) = L*() + L*(Y) = L*().  

Unität: Dieses L*-Urbild  von b in L(HN) ist eindeutig bestimmt: Für zwei L*-Urbilder , ‘ 

 L(HN) von b und deren Differenz Δ := ϑ‘ - ϑ  L(HN) gilt nämlich  

L*(Δ) = L*(‘) - L*() = b - b = 0,  
also Δ  L(HN)  ker L* = O und ϑ‘ = ϑ.     

„12)  13)“: Unter der Voraussetzung (AWSδ) ist nach Satz 2.1, 12) 
1* ({ })L b

 = M1 und demnach 

die Aussage 12) 1   L(HN) 
1* ({ })L b

 äquivalent zur Aussage 13) 1   L(HN)  M1. 

Im Sonderfall 0S   = 0 ( b = 0) dagegen ist 
1* ({ })L b

 = ker L* = M , L(HN) 
1* ({ })L b

= L(HN)  ker L* = O, L(HN)  M1  {X0 = 0}  M1 =  (nach Abschnitt 2.8.4), somit die Aus-

sage 12) stets richtig mit ϑ = 0, aber die Aussage 13) und „12)  13)“ falsch. Für die Aussage 13) 
wird also (AWSδ) benötigt.            

N) „8)  Ψ  W mit L*(Ψ) = b  11)  Ψ  M1  14)  Ψ  M \ ker L* mit M 

= ker L*  lin Ψ  15) dim M  = dim ker L* + 1  16) ker L* ist Hyperebene von M “:  

Da dim (V  M) (≤ dim V ≤ 1) nur die Werte 1 oder 0 annehmen kann, ist nach der oben in Beweis-

teil I mit der Voraussetzung (AWSδ) für dim V = 1 angegebenen Dimensionsgleichung stets  

dim M  = dim ker L* + 1 oder  

dim M  = dim ker L*.  

„“: Falls nun ein Ψ  W mit L*(Ψ) = b existiert (Bed. 8) und dabei b  0 ( (AWSδ)) ist, gilt nach 

Satz 2.1, 12) und 11) Ψ 
1* ({ })L b

 = M1  M   {X0  0} = M \ ker L* (Bed. 11 u. 10), nach 
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der Vorbemerkung dim M  = dim ker L* + 1 (Bed. 15), sodass ker L* eine Hyperebene von M  ist 

(Bed. 16) und die direkte Summe M  = ker L*  lin Ψ vorliegt (Bed. 14).    

„“: Falls ker L* eine Hyperebene von M  ist (Bed. 16), gilt die Dimensionsgleichung dim M 

= dim ker L* + 1 (Bed. 15) und existiert ein Ψ  M  \ ker L* (Bed. 10). Mit diesem Ψ gilt M 

= ker L*  lin Ψ (Bed. 14). Nach dem Beweisteil B, 8b von Satz 2.1 ist L*(Ψ) = Ψ0b, wobei wegen 
Ψ  M  \ ker L* hier noch Ψ0  0 gilt. Ohne Einschränkung (ggf. durch Übergang von Ψ zu Ψ/Ψ0) 

kann dann Ψ0 = 1 und L*(Ψ) = b angenommen werden (Bed. 11 u. 8).  

Im Sonderfall 0S   = 0 ( b = 0) ist nach Abschnitt 2.8.4 1* ({ })L b  = ker L* = M   O  , M1

 , daher 8) und 11) stets richtig und dann auch 8)  11) richtig. Wegen M  = ker L* und 

M  \ ker L* =  sind dagegen 14), 15) und 16) stets falsch. Demnach ist auch 11) nicht äquivalent zu 

14), 15), 16). Für die Aussagen 14), 15), 16) und die Äquivalenzen von 11) zu 14), 15) bzw. 16) wird 
also die Voraussetzung (AWSδ) benötigt.      

O) „17) L*(M) = B  18) L*(W) = L*(M)  B  19) L*(M) ist Hyperebene von L*(W)“:  

Nach Satz 2.1, 9) u. 15) gilt stets L*(M )  B und L*(W) = L*(M)  L*(M). Daher ist die Überein-

stimmung 17) L*(M) = B äquivalent zur direkten Summe 18) L*(W) = L*(M)  B und im Fall 

(AWSδ) 0S   0 ( b  0, B  O) auch noch äquivalent zur Hyperebenenstruktur von L*(M) in 

L*(W) (Bed. 19). Nach den Beweisteilen B, C, L, K (1  5  8  9  17) charakterisiert die 

Übereinstimmung 17) L*(M) = B die Gültigkeit des LOP. Entsprechend wird das ungültige LOP 

charakterisiert durch die echte Inklusion L*(M) ⊊ B, also L*(M) = O, sodass dann im Fall (AWSδ) 

noch L*(W) = L*(M)  L*(M)  B gilt. Im Fall (AWSδ) sind bei ungültigem LOP also 17), 18) und 

19) falsch.         

Im Sonderfall 0S   = 0 ( b = 0, B = O) ist L*(M ) = B = O und L*(W) = L*(M) = L*(M)  B, aber 

L*(M) keine Hyperebene von L*(W). Demnach sind hier 17) und 18) richtig, aber 19) falsch und 

dann auch „18)  19)“ falsch. Für die Äquivalenz „17)  18)“ wird also (AWSδ) nicht benötigt, für 
die Äquivalenz „18)  19)“ wird (AWSδ) benötigt.     

P) „7) B  *( )L W  29) PGΨ  30) KPGΨ  31)  32)  33)  11)  Ψ  M 1“:  

Vorneweg erfolgt die Feststellung, dass für alle h  HN und Ψ  W mit der Normierung Ψ0 = 1 die 

folgenden Gleichungen gelten: 

*( )L h T
 = *( ),

N
L h H   = , ( )L h

W
 =   (L* adjungiert zu L) 

 L h T  = ( )V h


T  + ( )L h


T (additive Zerlegung von L) 

= 1V0(h) + ( )L h


T (Normierung Ψ0 = 1) 

=  b hT
 + ( )L h


T (Berechn. Startkapitaleinsatz) 

=  b hT
 + *( )L h


T ( *L


 adjungiert zu L


). 

a) „7) B  *( )L W  29) PGΨ“: Diese Aussage wird bereits in Abschnitt 3.3.3 in Beweisteil 2 mit 

dem Beweis der Aussage A = L*-1({b}) begründet.     

b) „29) (PGΨ)  …  11) M 1  “:   

Die Bedingung 29)  

(PGΨ)   Ψ  W mit  L h b h T T  h  HN

bedeutet definitionsgemäß die Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ  A. Mit der Voraussetzung 

(AWSδ) ist nach Abschnitt 3.3.3 A = M1. Damit ist schon die Äquivalenz von Bed. 29 und Bed. 11 

gezeigt. Da wegen A = M1 für ein Ψ mit der Bedingung (PGΨ) insbesondere auch die Normierung 

Ψ0 = 1 vorliegt, ist unter der Voraussetzung (AWSδ) die Bedingung (PGΨ) äquivalent zur modifizier-
ten Bedingung  
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(PGΨ1)  Ψ  {X0 = 1} mit  L h T  =  b hT  h  HN

und dann nach den oben zu Beginn von P für die normierten Ψ  {X0 = 1} angegebenen Beziehungen 
noch äquivalent zur Bedingung 30)  

(KPGΨ)  Ψ  W mit Ψ0 = 1 und ( )L h


T = 0    h  HN

und zur Bedingung   

(KPG*Ψ)  Ψ  W mit Ψ0 = 1 und *( )L h


T  = 0   h  HN.    

Letztere Bedingung ist wiederum wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts  (mit h

= *( )L 


) gleichbedeutend zur Bedingung 33)   

 Ψ  W mit Ψ0 = 1 und *( )L 


 = 0  

und nach Satz 2.1, 8 a) ker *L


 = M auch noch gleichbedeutend zur Bedingung 11)  

 Ψ  M  mit Ψ0 = 1.  

Die Bedingung (KPGΨ) liefert dabei die Preisgleichungen ( )L h


T = 0  h  HN für die Kapital-

marktgeschäfte Z  M = ( )NL


H  = 0(ker )L V  und kann auch noch durch eine der beiden folgenden 

äquivalenten Bedingungen 31) und 32) ersetzt werden:  

 Ψ  W mit Ψ0 = 1 und Z T
 = 0   Z  M,        

 Ψ  W mit Ψ0 = 1 und ( ) L h T = 0   h  0kerV .   

c) Anmerkung zur Voraussetzung (AWSδ): In Beweisteil P, b wird die Voraussetzung (AWSδ) 

0S   0 verwendet, um für jeden (nicht notwendig positiven) Bewertungsprozess Ψ  A die Normie-

rung Ψ0 = 1 zu sichern. Damit existiert mit einem Bewertungsprozess Ψ  A auch ein normierter Be-

wertungsprozess Ψ ' mit Ψ0‘ = 1, für den zunächst (PGΨ1) und dann auch die weiteren äquivalenten 
Aussagen von Beweisteil P gelten.  

Falls (AWSδ) nicht vorliegt, also der Sonderfall 0S   = 0 auftritt, liegt nach Abschnitt 2.8.4 der Fall ) 

E  M ( E  M = O) und damit stets die Relation   M1 ( M  = A) vor, welche bedeutet, dass 

auch ein normierter Bewertungsprozess Ψ  A mit Ψ0 = 1 auftritt. Für diesen gelten dann die Aussage 

(PGΨ1) und auch die dazu äquivalenten Aussagen. Für die Gültigkeit der in P angegebenen Schluss-
kette wird also die Voraussetzung (AWSδ) nicht benötigt, für deren Nachweis aber die Fallunterschei-

dung in i) 0S   0 und ii) 0S   = 0 verwendet.   

Bei der in Abschnitt 3.6.1 folgenden Charakterisierung der Arbitragefreiheit (AF) bzw. der Existenz 
eines positiven Bewertungsprozesses  durch entsprechende Aussagen wird die Voraussetzung 
(AWSδ) nicht benötigt, da bei einem vorliegenden positiven Bewertungsprozess   A+ ( M +) 

stets die Bedingung 0  0 gesichert ist und mit  ' := /0 (0 > 0) auch noch ein normierter posi-
tiver Bewertungsprozess  '  M1+  A+ existiert. Mit diesem  ' kann dann die Äquivalenz der 

Existenz von  '  A+ zu den anderen Aussagen gezeigt werden.        

Q) „7) b  L*(W )  34) L*(W) = B  * ( )L


W “:  

Die Frage, wann in der stets gültigen Inklusion L*(W)  B  * ( )L


W  das Gleichheitszeichen ein-

tritt, wird bereits in Abschnitt 2.10.4 behandelt.                

„“: Mit Satz 2.1, 17) * ( )V


W  = B ergibt sich im Falle 7) B  *( )L W , also bei gültigem LOP, die 

Inklusion   

* ( )L


W  = { *( )L X


 = L*(X) - *( )V X


 : X  W} 

 L*(W) - * ( )V


W

 = L*(W) + B ( * ( )V


W  = B) 

 = L*(W) (B  *( )L W ).     

,.
NH 
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Da nach Satz 2.1, 19) stets die Inklusion L*(W)  B  * ( )L


W  gilt, folgen in dem Fall B  *( )L W

die Inklusionen      

L*(W)  B  * ( )L


W  L*(W) + L*(W) = L*(W)  

und somit insgesamt die Übereinstimmung   

L*(W) = B  *( )L


W .          

 „“: Umgekehrt folgt aus dieser Summendarstellung L*(W) = B  * ( )L


W  des L*-Bildraums 

L*(W) auch die Inklusion B  *( )L W  und damit das LOP. Im Falle B ⊈ *( )L W , also bei ungülti-

gem LOP, ist demnach L*(W) ⊊ B + * ( )L


W .  

3.4.2 Geometrische Interpretation der Bewertung als Abstandsmes-
sung              

Bewertung als Abstandsmessung im Raum W

Dividiert man bei gültigem LOP den Preis (X) eines Zahlungsprofils X  L(HN) durch die 

euklidische Norm  

║Ψ║ = 1 2( ) T  = 

1 2

2
,

0 1

( )
tkT

t t k
t k

A
 

 
 
 


(> 0 wegen Ψ0 = 1) des Bewertungsprozesses Ψ  M1 (  M1  A bei gültigem LOP 

nach Abschnitt 3.3.3), so erhält man geometrisch gesehen mit dem Wert  

d(X) := (X)/║Ψ║ = X T /║Ψ║  

für jedes X  L(HN) den orientierten Abstand des Punktes X  L(HN) von der (linearen) 

Hyperebene  

HΨ,0 := {Ψ} = {Z  W : Z T  = 0}  

in W, welche Ψ als Normalenvektor besitzt.  

Für das Zahlungsprofil   
X  L(HN)  W = lin Ψ  {Ψ}

erhält man die zur orthogonalen Summe der Unterräume lin Ψ und {Ψ} gehörige eindeuti-
ge orthogonale additive Zerlegung  

X = U + Z
mit  

U = (ΨTX)Ψ/║Ψ║2 = (X)Ψ/║Ψ║2 = d(X)Ψ/║Ψ║ lin Ψ =: [Ψ] =: V, 
Z = X - U  {Ψ} = [Ψ] =: W, U  Z.  

Dabei ist U die orthogonale Projektion (der Lotfußpunkt) von X auf den Unterraum V = [Ψ] 
und Z die orthogonale Projektion von X auf den Unterraum W = V (X = U + Z mit U  V, 
Z V bzw. mit Z  W, U  W = V = V). Der Wert d(X) ist der Abstand ║Z - X║ von X
zu seinem Lotfußpunkt Z in {Ψ} bzw. der minimale Abstand ║Y - X║von X zu den Punk-
ten Y des Unterraums {Ψ}.24

24  Ausführlichere Betrachtungen zur Projektion eines Punktes auf einen linearen Unterraum oder all-
gemeiner auf eine konvexe Menge findet man beispielsweise bei Pleier (2021), S. 377–383, und 
auf der Website www.pleier-r.de.   
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Der Wert (X) von X  L(HN) stimmt bis auf den positiven konstanten Faktor ║Ψ║ überein 

mit dem orientierten Abstand d(X) des Punktes X von der Hyperebene HΨ,0. Die Ab-
standsfunktion d(X) und die Preisfunktion (X) liefern daher als Nutzenfunktionen auf 
L(HN) die gleiche Präferenzordnung A.25 Somit kann die Bewertung von Zahlungsprofilen 

X in L(HN) nach dem Duplikationsprinzip, also mittels des Startkapitaleinsatzes von Dupli-

kationsstrategien als Maßstab, wie bei deterministischen Zahlungsströmen auch als Ab-
standsmessung von der Hyperebene HΨ,0 in W mit dem Normalenvektor Ψ  M inter-

pretiert werden. Eine grafische Darstellung der Abstandsmessung von X zur Hyperebene 
HΨ,0 mit einem Bewertungsprozess Ψ wird in der nachfolgenden Abbildung 3.8 gegeben. 

Abb. 3.8 Die Interpretation der Bewertung als die Messung des Abstands des Punktes X  L(HN) 

von der Hyperebene HΨ,0

Bewertung als Abstandsmessung im Raum L(HN)   

Da bei gültigem LOP genau für die Z = L(g)  M = 0(ker )L V , g  0kerV  HN, der Preis 

(Z) = Z T  = 0( )V g  = 0 ist, ist der Unterraum M der Durchschnitt von L(HN) mit der (li-

nearen) Hyperebene HΨ,0 = {Ψ}:  
M = L(HN)  HΨ,0.  

Eine Begründung dafür, dass M die Menge der Kapitalmarktgeschäfte ist, wird in Abschnitt 

3.7.1 gegeben. In Abschnitt 3.3.3 wurde gezeigt, dass für die Preisberechnung auch der 
spezielle eindeutig bestimmte duplizierbare Bewertungsprozess   L(HN) gewählt werden 

kann. Analog zu obiger Betrachtung bei der Abstandsmessung in W erhält man nun mit ϑ

anstelle von Ψ für das duplizierbare Zahlungsprofil  
X  L(HN) = lin ϑ  M (M = L(HN)  {ϑ}) 

auch innerhalb L(HN) eine eindeutige orthogonale additive Zerlegung  

X = W + Y
mit W = (X)ϑ/║ϑ║2 = d'(X)ϑ/║ϑ║  lin ϑ und Y  M = L(HN)  {ϑ}, W  Y. 

Der Wert  

d'(X) := (X)/║ϑ║ = ϑTX/║ϑ║  

25  Zwei Nutzenfunktionen beschreiben genau dann die gleiche Präferenzordnung, wenn es eine 
streng monoton steigende Transformation gibt, sodass die eine Nutzenfunktion die Komposition 
der anderen Nutzenfunktion und der Transformation ist (siehe Pleier 2021, S. 209).   

V

HΨ,0 = {Ψ}

O

XΨ 

U = d(X)Ψ/║Ψ║  lin Ψ

(X) 0,1d(X) 

Z  HΨ,0
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ist hier der Abstand des Zahlungsprofils X zur Hyperebene M der Kapitalmarktgeschäfte in 

L(HN). Er stimmt bis auf den positiven konstanten Faktor 1/║ϑ║ mit dem Preis (X) von X

und bis auf den positiven konstanten Faktor ║Ψ║/║ϑ║ mit dem Abstand d(X) des Punktes 
X von der Hyperebene HΨ,0 überein. Die Nutzenfunktionen  , d' und d  beschreiben also 
die gleiche Präferenzordnung A auf L(HN). Die Bewertung der Zahlungsprofile X in L(HN) 

nach dem Duplikationsprinzip kann also auch im Raum L(HN) als Abstandsmessung inter-

pretiert werden und zwar als Abstandsmessung von der Hyperebene M mit dem Normalen-

vektor ϑ  M  L(HN). Eine grafische Darstellung dieser Abstandsmessung in L(HN) fin-

det man in der Abbildung 4.1 in Kapitel 4.   

3.4.3 Berechnung eines Bewertungsprozesses               

Um für ein Marktmodell die Gültigkeit des Law of One Price nachzuweisen, genügt es nach 
Satz 3.3, 11) einen Bewertungsprozess Ψ  M1 zu bestimmen, d. h. eine normierte Lösung 

Ψ  W (Ψ0 = 1) des Gleichungssystems    

Ψ TZ = 0  Z  M.  

Zunächst hat man für den Bewertungsprozess Ψ die Anfangsbedingung            
Ψ0(A0) = 1.  

Die Lösungsmenge für den gesuchten Bewertungsprozess Ψ wird nicht verändert, wenn 
man in den für Ψ angegebenen Kapitalmarkt-Preisgleichungen bzw. Orthogonalitätsbedin-

gungen Z T  = 0  Z  M statt aller Z  M nur ein Erzeugendensystem für M nimmt. 

Man wählt dazu die Schar  
Z := Z(At-1,k,p) := 

1, 1,1 1, ,- ( ) ( )
t k t kt t A t t AS p S p

    1 1

von Kapitalmarktgeschäften, die zu den Zeitpunkten t  {1,…,T}, Knoten At-1,k  Pt-1 (k

 {1,…,kt-1}) des Informationsbaums und beliebigen Portfoliovektoren p = (p1,…,pN)T

 N gehört.  

Beweis für Z(At-1,k,p)  M: Der Zahlungsstrom Z = Z(At-1,k,p) wird durch die Handelsstrategie  

h := p
1,, t kt A 

1  = (0,...,0,p
1,t kA 

1 ,0,..,0)T  HN

(hs = 0 für s  t, ht = p
1,t kA 

1 ) dupliziert:       

Zs  = Ls(h) = sS  hs - Sshs+1 = 0  für s  t-1, t,   

Zt-1 = - St-1ht = - St-1(p
1,t kA 

1 ) für s = t-1,   

Zt  = sS  ht = tS  (p
1,t kA 

1 ) für s = t.  

Genauer gilt dabei für die Werte Zs(As,m) der Zustandsfunktionen Zs in den einzelnen Ereignissen As,m

 Ps:       

Zs(As,m) = 0  für s  t-1, t und m  {1,…,ks}               
Zt-1(At-1,m)  = - St-1(At-1,k)Tp  für m = k,  
Zt-1(At-1,m)  = 0  für m  k,  

Zt(At,m)  = ,( )t t mS A p T
  für At,m  At-1,k,  

Zt(At,m)  = 0  für At,m  At-1,k.  
Das Zahlungsprofil  

Z = L(h) = 
1, 1,1 1, ,-

t k t kt t A t t AS p S p

   1 1
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besitzt wegen h0 = 0 (t  1) den Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  = 0 0S h T  = 0 und liegt daher in M

= L(ker V0)  {Ψ}.   

Es genügt sogar in der Schar der ausgewählten Kapitalmarktgeschäfte Z nur die zu den N
Standardbasisvektoren p = ej = (0,..,0,1,0,..,0)T  N (j  J) zu nehmen, die jeweils für das 
Portfolio nur das j-te Finanzinstrument S j herauspicken, da diese das in Abschnitt 3.7.2 be-
handelte endliche Erzeugendensystem Ft,j,k von M liefern: 

Z(At-1,k,ej)  = 
1, 1,1 1, ,- ( ) ( )

t k t kt j t A t j t AS S 

    e 1 e 1

= 
1, ,

, 1,

,
1 1, 1, , ,- ( ) ( )

t k t m

t m t k

j j
t t k t A t t m t A

A A

S A S A





  


 1 1

= Ft,j,k.    
Bei vorausgesetztem LOP bzw. bei Voraussetzung der Existenz der Lösung Ψ erfüllt der 
gesuchte Prozess Ψ die zu den Kapitalmarktgeschäften Z = Z(At-1,k,p) mit jeweils festem 
Knoten At-1,k, seinen Nachfolgerknoten At,m (At,m  At-1,k) und beliebigem Portfoliovektor p
 N gehörigen Preisgleichungen   

0  = (Z) = , X
W

  = Z T

 =  
,1

0

,
s

T

s s
s

Z

 W

 = 
0

T

s s
s

Z

 T

 = , ,
0 1

( ) ( )
skT

s s m s s m
s m

A Z A
 
 (s = t-1, t) 

 =  
, 1,

1 1, 1 1, , ,- ( ) ( ) ( )
t m t k

t t k t t k t t m t t m
A A

A S A p A S A p 


   


 
T T

 = 
, 1,

1 1, 1 1, , ,- ( ) ( ) ( ) ( )
t m t k

t t k t t k t t m t t m
A A

A S A A S A p 


   


 
 

  


T

.   

Da das Skalarprodukt aus dem durch den Klammerausdruck […] gegebenen Spaltenvektor 
a  N und dem Spaltenvektor p für alle p  N gleich Null ist, muss der Klammeraus-
druck a der Nullvektor sein: Speziell für p = a erhält man nämlich aTa = 0 und wegen der 
positiven Definitheit des Standardskalarprodukts des N dann a = 0. Für die Zustands-
funktionswerte Ψt(At,m) des Bewertungsprozesses Ψ erhält man also bezüglich des Zeitinde-
xes t  {1,…,T} eine Rekursionsformel in Gestalt der Vektorgleichung  

, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )t t kS A 

bzw. in Gestalt der N linearen Komponentengleichungen26

(GSΨAt-1,k)  
, 1,

,
, ,( ) ( )

t m t k

j
t t m t t m

A A

S A A 


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )j
t t kS A  (j = 1,…,N),  

t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}, mit der Anfangswertbedingung 
Ψ0(A0) = 1.  

26  Diese Gleichungen mit einem Diskontierungsprozess Ψ =  (> 0) anstelle eines Bewertungspro-

zesses Ψ findet man in versteckter Formulierung 
,

1, ( )j
t t tD S 
  = 1

j
tS   mit dem Diskontierungsope-

rator ,s tD
 (siehe hier Abschnitt 3.9.4 bei der Preisberechnung von S j durch stochastische Abzin-

sung) bei Kremer (2017), S. 60, in Korollar 2.10.    
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Auf dieses lineare Gleichungssystem der Komponentengleichungen kommt man auch un-
mittelbar, wenn man p = ej einsetzt.  

Rekursives Berechnungsschema 
Um zu den jeweils fest vorgegebenen Indizes t  {1,…,T} und k  {1,…,kt-1} die gesuch-
ten Komponenten ,( )t t mA  (m  {1,…,kt} mit At,m  At-1,k) für den Bewertungsprozess Ψ

zu bestimmen, geht man von der Anfangsbedingung 
Ψ0(A0) = 1  

aus und löst dann sukzessive für die Zeitpunkte t = 1,…,T und die Knoten At-1,k  Pt-1, 

k = 1,…,kt-1, des Informationsbaums jeweils das zugehörige lineare Gleichungssystem 
(GSΨAt-1,k) mit den N Komponentengleichungen (j = 1,…,N) nach den zu den Indizes m mit 
At,m  At-1,k gehörigen Unbekannten Ψt(At,m) auf. Dabei stehen in der j-ten Komponenten-

gleichung als Faktoren auf der linken Seite die Preisprozesskomponenten ,
,( )j

t t mS A  (At,m

 At-1,k) und auf der rechten Seite die Preisprozesskomponente 1 1,( )j
t t kS A   und die bereits 

berechnete Bewertungsprozesskomponente 1 1,( )t t kA   .         

Wie bei der Berechnung einer Duplikationsstrategie in Abschnitt 3.2 kann auch hier bei der 
rekursiven Bestimmung eines Bewertungsprozesses der zu einem Indexpaar (t,k), t
 {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}, gehörige Block von N linearen Gleichungen für sich behandelt 
werden. Der Gleichungsblock (GSΨAt-1,k) gehört zu dem Einperiodenmodell mit dem Aus-
gangsknoten At-1,k  Pt-1 und seinen Nachfolgerknoten At,m  At-1,k. Ein Zusammenhang des 

LOP im Mehrperiodenmodell mit dem LOP im Einperiodenmodell und der Existenz eines 
Bewertungsvektors in diesem Einperiodenmodell wird im nachfolgenden Satz 3.4 be-
handelt. Eine schematische Darstellung der hier zeitlich vorwärts verlaufenden rekursiven 
Berechnung der Bewertungsprozesskomponenten Ψt(At,m) mittels des linearen Gleichungs-
systems (GSΨAt-1,k) wird in Abbildung 3.9 gegeben.  
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Abb. 3.9 Das zum Ausgangsknoten At-1,k und seinen Nachfolgerknoten At,m  At-1,k gehörige Ein-
periodenmodell mit der Berechnung der zugehörigen Bewertungsprozesskomponenten 
Ψt(At,m) durch das Lösen eines linearen Gleichungssystems von N Gleichungen           

Beispielsweise ist für t = 1, dem dazugehörigen einzigen Ausgangsknoten A0 = Ω  P0 und 

seinen Nachfolgerknoten A1,m  P1 (A1,1, …, 
11,kA  A0 = Ω) für die Bestimmung der Zu-

standsfunktion Ψ1 = (Ψ1(A1,1),…,Ψ1(
11,kA ))T nur das einzige lineare Gleichungssystem  

(GSΨA0) 
1

,
1 1, 1 1, 0 0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )
k

j j
m m

m

S A A A S A  


 (j = 1,…,N).  

mit den N Komponentengleichungen für die k1 Unbekannten 1 1,( )mA  (m = 1,…,k1) zu lö-

sen. In der Vektorschreibweise erhält man mit den Spaltenvektoren 1 1,( )mS A , S0(A0)  N

die Vektorgleichung   
1

1 1, 1 1, 0 0
1

( ) ( ) 1 ( )
k

m m
m

S A A S A 


 

bzw. die Matrizengleichung27

27  Diese spezielle Schreibweise des Einperiodenmodells wird in Kapitel 6 ausführlich behandelt. Bei 
gültigem LOP ist die Preisprozesskomponente S0(A0) des Ausgangsknotens A0 also linear abhän-

gig von den Preisprozesskomponenten 1 1,( )mS A
 der Nachfolgerknoten A1,m  A0 und somit ein 

sog. Bewertungsvektor Ψ1 für das zum Ausgangsknoten A0 gehörige Einperiodenmodell vor-

t - 1 

11 ,,( ) ( )t tt m mtS AA 

At-1,k

t

1,t mA

2,t mA

3,t mA

ǃ 

, 1 ,

1 1 , 1 1 , , ,( )( ) ( ) ( )
t m t k

tt t k t t k t t mm
A

t
A

S A AA A S  


   


  

22 ,,( ) ( )t tt m mtS AA 

33 ,,( ) ( )t tt m mtS AA 
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DΨ1 = S0

mit der Matrix  

D  :=  
11 1,1 1 1,( ),..., ( )kS A S A 

 = 

1

1

1

,1 ,1
1 1,1 1 1,

, ,
1 1,1 1 1,

( ) . . . ( )

. .

. .

( ) . . . ( )

k

N k

N N
k

S A S A

S A S A

 

 



 
 
 

 
 
 
 



und dem Spaltenvektor Ψ1 = ( 1 1,1( )A ,…,
11 1,( )kA )T 1k .  

Für die nachfolgenden Zeitpunkte t > 1 sind für die Bestimmung der jeweiligen Zu-
standsfunktion Ψt = (Ψt(At,1),…, ,( )

tt t kA )T aber im Allgemeinen gemäß der Anzahl der 

Ausgangsknoten At-1,k bzw. Einperiodenmodelle mehrere Gleichungssysteme zu lösen.   

Nachfolgend wird nun ein Zahlenbeispiel zur Bestimmung eines Bewertungsprozesses Ψ in 
einem Mehrperiodenmodell gerechnet.  

Beispiel 3.3 Die Bestimmung eines Bewertungsprozesses in einem Zwei Perioden-Vier Zu-
stände-Zwei Finanzinstrumente-Modell      

Es wird das Mehrperiodenmodell des obigen Beispiels 3.2 in Abschnitt 3.2.1 (mit δ = 0, S   = S, N

= 2, T = 2, Ω = K = 4) weiter behandelt. In der nachfolgenden Abbildung 3.10 ist der zum vorgege-
benen Preisprozess S gehörige Informationsbaum mit den gestrichelt umrandeten Teilgraphen der 
enthaltenen Einperiodenmodelle dargestellt. In den einzelnen Knoten At,k des Graphen sind die Werte 
St(At,k) des Preisprozesses S, die Werte Ψt(At,k) des Bewertungsprozesses Ψ und die rechten Seiten  

at-1,k = ( 1
1,t ka  ,…, 1,

N
t ka  )T,  

1,
j

t ka   := 1 1, 1 1,( ) ( )j
t t k t t kA S A     , j = 1,…,N, t = 1,…,T, der Gleichungssysteme der jeweiligen Einperi-

odenmodelle aufgeführt. Die rechten Seiten 1,
j

t ka   sind die mit dem „Abzinsungsfaktor“ 1 1,( )t t kA  

abgezinsten Preise 1 1,( )j
t t kS A   des j-ten Finanzinstruments zum Zeitpunkt t-1 und im Ereignis At-1,k. 

Wann die ,( )t t kA  tatsächlich als Diskontierungsfaktoren im Marktmodell anzusehen sind, wird in 

Abschnitt 3.8.1 (mit Voraussetzung der Arbitragefreiheit und der Vollständigkeit) behandelt.  

Bei der Bestimmung eines Bewertungsprozesses Ψ beginnt man mit der Anfangsbedingung  
Ψ0(A0) = 1  

und dem zum Zeitpunkt t = 1 und zum Ausgangsknoten A0 = Ω  P0 mit seinen Nachfolgerknoten 

A1,1, A1,2  A0 gehörigen Gleichungssystem    

(GSΨA0) 
2

1 1, 1 1,
1

( ) ( )j
m m

m

S A A

  = Ψ0(A0) 0 0( )jS A  = 0,0

ja (j = 1,2) 

bzw. in der Matrizenschreibweise  

 
 

1 1 1
1 1,11 1,1 1 1,2 0 0 0 0

2 2 2
1 1,21 1,1 1 1,2 0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

AS A S A A S A

AS A S A A S A

 

 

    
            

.  

Nach Einsetzen der Zahlenwerte erhält man für die Zustandsfunktion Ψ1 = (Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2))T das 

handen. Nach Abschnitt 6.2.2 wird dadurch auch das LOP für dieses Einperiodenmodell charakte-
risiert.      
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Gleichungssystem  
64Ψ1(A1,1)  + 96Ψ1(A1,2)  = 80,   
110 Ψ1(A1,1)  + 90 Ψ1(A1,2)   = 100 

bzw. in der Matrizenschreibweise  

1 1,1

1 1,2

( )64 96 80

( )110 90 100

A

A





    
    

    
.  

Die Lösung hierfür lautet  
(Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2))T  = (0.5,0.5)T.  

Zum Zeitpunkt t = 2, zu dem Ausgangsknoten A1,1  P1 und seinen Nachfolgerknoten A2,1 = {ω1}, 

A2,2 = {ω2}  A1,1 erhält man den folgenden Block des Gleichungssystems  

(GSΨA1,1) 
2

2 2, 2 2,
1

( ) ( )j
m m

m

S A A

  = 1 1,1( )A  1 1,1( )jS A  = 1,1

ja (j = 1,2) 

bzw. mit den Zahlenwerten  
58Ψ2(A2,1)  + 29Ψ2(A2,2)  = 0.5064  = 32,   
132Ψ2(A2,1)  + 106Ψ2(A2,2)  = 0.50110 = 55 

und die Lösung  
(Ψ2(A2,1),Ψ2(A2,2))T = (0.774,-0.445)T.    

Zu diesem Block des Gleichungssystems gehört in Abbildung 3.10 der gelb gestrichelt umrandete 
Teilgraph des Informationsbaums. Die in diesem Block verknüpften Größen zur Berechnung der Be-
wertungsprozesskomponenten Ψ2(A2,1) und Ψ2(A2,2) sind in der Abbildung durch orangefarbene 
Klammern verbunden.   

Zum Zeitpunkt t = 2, zu dem Ausgangsknoten A1,2  P1 und seinen Nachfolgerknoten A2,3 = {ω3}, A2,4

= {ω4}  A1,2 ergibt sich das Gleichungssystem  

(GSΨA1,2) 
4

2 2, 2 2,
3

( ) ( )j
m m

m

S A A

  = 1 1,2( )A  1 1,2( )jS A  = 1,2

ja (j = 1,2) 

bzw. mit den Zahlenwerten  
76.8Ψ2(A2,3)  + 105.6Ψ2(A2,4)  = 0.5096  = 48,  
99Ψ2(A2,3)  + 81Ψ2(A2,4)  = 0.5090 = 45 

und die Lösung  
(Ψ2(A2,3),Ψ2(A2,4))T = (0.204,0.306)T.    

Insgesamt erhält man den Bewertungsprozess  
Ψ  = (Ψ0(A0);Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2);Ψ2(A2,1),Ψ2(A2,2),Ψ2(A2,3),Ψ2(A2,4))T

 = (1; 0.5,0.5;0.774,-0.445,0.204,0.306)T.   
Der Preis für das in Beispiel 3.2 angegebene Zahlungsprofil X = (0;0,0;32,6,0,0)T berechnet sich da-
mit zu  

(X) = Ψ TX =  0.77432 - 0.4456 = 22.112.                   
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Abb. 3.10 Der Informationsbaum des zur Filtration P von Partitionen adaptierten Preisprozesses 

S   = S (δ = 0, N = 2, T = 2, K = 4) mit den Werten des Preisprozesses S, des Bewertungs-

prozesses Ψ und der rechten Seiten 1,t ka   der Gleichungssysteme (GSΨAt-1,k)   

Im Beispiel ergibt sich bei der Lösung des Gleichungssystems der Bewertungsprozess Ψ als einzige 
Lösung. Die Existenz der Lösung Ψ bedeutet nach Satz 3.3, 32) die Gültigkeit des LOP, die Einzig-
keit der Lösung nach Satz 3.6, 2a) (von Abschnitt 3.5) die Vollständigkeit des Marktmodells. Da die 
Komponente Ψ2(ω2) = - 0.445 von Ψ negativ ist, also die einzige Lösung Ψ nicht positiv ist, gibt es 
keine positive Lösung  der linearen Gleichung L*() = b, sodass nach Satz 3.8, 1) (von Abschnitt 
3.6.1) das Marktmodell nicht arbitragefrei ist. Eine Arbitragegelegenheit h wird beispielsweise gege-
ben durch die Handelsstrategie  

h = (h0;h1;h2)T = ( 1
0h , 2

0h ; 1
1h , 1

1h ; 1 2 1 2
2 1,1 2 1,1 2 1,2 2 1,2( ), ( ); ( ), ( )h A h A h A h A )T

 = ( 1
0h , 2

0h ;0,0;-0.0306,0.0178,0,0)T

( 1
0h , 2

0h   beliebig mit 80 1
0h  + 100 2

0h  = 0 0S hT  = V0(h) = 0), deren Startkapitaleinsatz V0(h) = 0 

ist und die das schwach positive Zahlungsprofil X = L(h) liefert:  

A1,1 = {ω1,ω2}:  

S1(A1,1)T  = (64,110) 

Ψ1(A1,1)  = 0.5  

a1,1
T  = (32,55)   

0 

A1,2 = {ω3,ω4}:  

S1(A1,2)T  = (96,90) 

Ψ1(A1,2)  = 0.5   

a1,2
T  = (48,45)    

1 t2 

{ω1}: 

S2(ω1)T = (58,132)

Ψ2(ω1) = 0.774   

P0 = {Ω}  P1 = {A1,1,A1,2}  P2 = {{ω1},{ω2},{ω3},{ω4}} 

A0 = Ω: 

S0(A0)T  = (80,100)    

Ψ0(A0)  = 1  

a0,0
T  = (80,100)   

{ω2}: 

S2(ω2)T = (29,106)

Ψ2(ω2) = - 0.445  

{ω3}: 

S2(ω3)T = (76.8,99)

Ψ2(ω3) = 0.204  

{ω4}: 

S2(ω4)T = (105.6,81)

Ψ2(ω4) = 0.306  
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X = L(h) = (X0;X1;X2)T

= (X0(Ω);X1(A1,1),X1(A1,2);X2(ω1),X2(ω2),X2(ω3),X2(ω4))T

= (0;0,0;0.575,1.000,0,0)T



 0.          

Diese Arbitragegelegenheit h des Mehrperiodenmodells ergibt sich aus der Arbitragegelegenheit 

h2(A1,1) = 1 2
2 1,1 2 1,1( ( ), ( ))h A h A T  = (-0.0306,0.0178)T  2 des gelb umrandeten enthaltenen Einperioden-

modells. Eine Arbitragegelegenheit in einem Einperiodenmodell wird zu Beginn von Abschnitt 6.2.3 
als Handelsstrategie h = (h0,h1)T  2N mit V0(h) = 0 , Lh = (-R0(h),V1(h))T




 0 und als Portfoliovek-

tor h1  N mit L’h1 = (-S0
Th1,DTh1)T




 0 beschrieben. In diesem Einperiodenmodell ist nämlich 

beim Ausgangsknoten A1,1 der Vermögenswert  
V1(h)(A1,1) = S1(A1,1)Th1(A0) = (64,110)(0,0)T = 0,  

der Reinvestitionswert  
R1(h)(A1,1) = S1(A1,1)Th2(A1,1) = (64,110)(-0.0306,0.0178)T = 0  

und der Auszahlungswert  
X1(A1,1) = L1(h)(A1,1) = V1(h)(A1,1) - R1(h)(A1,1) = 0.   

Bei den Nachfolgerknoten ω1 und ω2 ergeben sich die Auszahlungswerte   
L2(h)(ω1) = V2(h)(ω1) = S2(ω1)Th2(A1,1) = (58,132)(-0.0306,0.0178)T = 0.575,       
L2(h)(ω2) = V2(h)(ω2) = S2(ω2)Th2(A1,1) = (29,106)(-0.0306,0.0178)T = 1.000        

und damit das schwach positive Zahlungsprofil  
(X2(ω1),X2(ω2))T  = (L2(h)(ω1),L2(h)(ω2))T =  (0.575,1.000)T 


 0.    

Ein Mehrperiodenmodell ist nämlich genau dann arbitragefrei, wenn jedes seiner enthaltenen Einperi-
odenmodelle arbitragefrei ist.28 Ein arbitragefreies Marktmodell würde man erhalten, wenn man bei-

spielsweise beim Preisprozess S den Wert ,1
2 2( )S    = 1

2 2( )S   = 29 durch den Wert 67 ersetzt, da 

dann die positive Lösung  = (1; 0.5,0.5;0.108,0.383,0.204,0.306)T von L*() = b existiert.  ó

3.4.4 LOP im Mehrperiodenmodell und in den enthaltenen Einperio-
denmodellen 

Wie bei der in Abschnitt 3.2.5 mit Satz 3.1 begründeten Äquivalenz der Vollständigkeit 
(VS) eines Mehrperiodenmodells zur Vollständigkeit (VSsf und damit VS) aller enthalte-
nen Einperiodenmodelle kann hier ein ähnlicher, aber kein analoger Sachverhalt hinsicht-
lich der Gültigkeit des LOP bewiesen und im folgenden Satz dargestellt werden.29 Der Be-
weis erfolgt mittels der Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ des Mehrperiodenmodells 
und der Existenz von Bewertungsvektoren ψt der Einperiodenmodelle. Für die Schlussrich-
tung vom LOP im Mehrperiodenmodell auf das LOP in einem enthaltenen Einperiodenmo-
dell wird benötigt, dass der Bewertungsprozess Ψ im Ausgangsknoten des Einperiodenmo-
dells von Null verschieden ist.  

Satz 3.4 Zusammenhang zwischen dem LOP im Mehrperiodenmodell und dem LOP 
in den enthaltenen Einperiodenmodellen   

a)  Falls das LOP in allen enthaltenen Einperiodenmodellen gültig ist, so gilt es auch im 
Mehrperiodenmodell.  

28  Die Äquivalenz der Arbitragefreiheit eines Mehrperiodenmodells zur Arbitragefreiheit der enthal-
tenen Einperiodenmodelle bringt Kremer (2011) auf S. 175 und (2017) auf S. 69 mit Lemma 2.22. 
Sie wird auch hier noch in Abschnitt 3.6.3 mit Satz 3.10 begründet.    

29  Den Zusammenhang zwischen dem LOP im Mehrperiodenmodell und dem LOP in seinen ent-
haltenen Einperiodenmodellen verwendet Kremer (2011) auf S. 171 mit der stillschweigenden 
Voraussetzung, dass der Bewertungsprozess nirgends verschwindet.   
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b)  Falls im Mehrperiodenmodell das LOP gültig ist, Ψ ein Bewertungsprozess ist und im 
Ausgangsknoten At-1,k (t  {1,…,T}) eines enthaltenen Einperiodenmodells für die zu-
gehörige Bewertungsprozesskomponente  

Ψt-1(At-1,k)  0  
 gilt, so ist auch in diesem Einperiodenmodell das LOP gültig.  

c)  Falls im Mehrperiodenmodell das LOP gültig ist und Ψ ein Bewertungsprozess mit  
Ψt-1(At-1,k)  0 für alle t  {1,…,T} und k  {1,…, kt-1}  

 ist, so gilt auch in allen enthaltenen Einperiodenmodellen das LOP.  

Anzumerken ist, dass die Voraussetzung der Nullstellenfreiheit von Ψ in Teil b) des Satzes 
nur im Ausgangsknoten At-1,k und nicht auch noch für dessen Nachfolgerknoten At,m  At-1,k

benötigt wird und in Teil c) nur für die Knoten At,k der Zeitpunkte t = 1,…,T-1 und nicht für 
die Endknoten AT,m im Endzeitpunkt T. Bei der entsprechenden Beweisrichtung von 
Satz 3.10 in Abschnitt 3.6.3 zur Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell und in den ent-
haltenen Einperiodenmodellen wird dagegen die Positivität  der Bewertungsprozesskompo-
nenten sowohl im Ausgangsknoten als auch in den Nachfolgerknoten benötigt. Bei gül-
tigem LOP im Mehrperiodenmodell ist wegen Ψ0(A0) = 1 stets auch in dem ersten Ein-
periodenmodell zum Ausgangsknoten A0 = Ω das LOP gültig. Falls nun bei gültigem LOP 
im Mehrperiodenmodell in einem der Knoten At-1,k (t  {2,…,T}, k  {1,…, kt-1}) die Be-
wertungsprozesskomponente Ψt-1(At-1,k) = 0 ist, so kann im zugehörigen Einperiodenmodell 
das LOP ungültig sein oder auch gültig sein. Dies wird nachfolgend noch in Beispiel 3.4 
durch Zahlenbeispiele belegt. Unter Voraussetzung des LOP im Mehrperiodenmodell ist 
die Bedingung Ψt-1(At-1,k)  0 (t > 1) also hinreichend, aber nicht notwendig für das LOP im 
zugehörigen Einperiodenmodell.    

Beweis: a) In allen enthaltenen Einperiodenmodellen eines Mehrperiodenmodells gelte das LOP. 
Zum Nachweis der Gültigkeit des LOP im Mehrperiodenmodell wird die Existenz eines Bewer-
tungsprozesses Ψ mit dem Prinzip der vollständigen Induktion gezeigt. Als Induktionsbeginn setzt 
man Ψ0(A0) := 1, womit Ψ schon im Ausgangsknoten A0 definiert ist. Die Induktionsannahme besteht 
darin, dass schon für alle zu den Ausgangsknoten As-1,k (1  s < t, k  {1,…,ks-1}) von Einpe-
riodenmodellen gehörigen Gleichungssysteme  

(GSΨAs-1,k)  
, 1,

,
, ,( ) ( )

s m s k

j
s s m s s m

A A

S A A 


  = 1 1,( )s s kA   1 1,( )j
s s kS A  (j = 1,…,N)  

die Existenz von Lösungen Ψs nachgewiesen ist. Eine Lösung Ψ existiert dann mit den Werten 
Ψs(As,m) für alle s = 0,…,t-1, As,m  Ps, also insbesondere mit den Werten Ψt-1(At-1,k), At-1,k  Pt-1. Als 

Induktionsschluss (t-1,k)  (t,m) (t  {1,…,T}) zeigt man für jedes k  {1,…,kt-1} und für alle m mit 
At,m  At-1,k, dass dann auch das Gleichungssystem (GSΨAt-1,k) eine auf den At,m  At-1,k definierte Lö-
sung Ψt besitzt. Da in dem zum Ausgangsknoten At-1,k (t  1) gehörigen Einperiodenmodell nach Vo-
raussetzung das LOP gültig ist, existiert nach Satz 6.1 von Abschnitt 6.2.2 ein auf den Knoten 
At,m  At-1,k definierter Bewertungsvektor ψt als Lösung des Gleichungssystems30

30  Für ein im Mehrperiodenmodell enthaltenes Einperiodenmodell gilt das LOP nach Abschnitt 6.2.2 

genau dann, wenn die Preisprozesskomponente 1 1,( )t t kS A   des Ausgangsknotens At-1,k linear ab-

hängig ist von den Preisprozesskomponenten ,( )t t mS A  seiner Nachfolgerknoten At,m  At-1,k und 

somit ein Bewertungsvektor ψt für das Einperiodenmodell existiert. Die Bezeichnung des Bewer-
tungsvektors ψt im Einperiodenmodell erfolgt hier mit dem kleinen griechischen Buchstaben ψ, 
während der Bewertungsprozess Ψ des Mehrperiodenmodells mit dem großen griechischen Buch-
staben Ψ bezeichnet wird.   
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, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1 1,( )t t kS A 

und dann mit der Definition der Zustandsfunktion  
Ψt(At,m) := Ψt-1(At-1,k)ψt(At,m)  

als Produkt des Skalars Ψt-1(At-1,k) und der Zustandsfunktion ψt auch eine auf den At,m  At-1,k definier-
te Lösung Ψt des Gleichungssystems  

(GSΨAt-1,k) 
, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )t t kS A  , 

wodurch die Verbindung der Funktionswerte Ψt(At,m) mit den bereits in der Induktionsannahme vor-
handenen Funktionswerten Ψt-1(At-1,k) hergestellt wird. Da in allen enthaltenen Einperiodenmodellen 
das LOP gültig ist, erhält man insgesamt einen auf allen Argumenten (t,At,m) (t  I, At,m  Pt) defi-

nierten Prozess Ψ, der die Anfangsbedingung Ψ0(A0) := 1 und das Gleichungssystem (GSΨAt-1,k) 
(t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}) erfüllt und daher ein normierter M-Normalenvektor bzw. ein Bewer-

tungsprozess für das Mehrperiodenmodell ist. Nach Satz 3.3, 11) von Abschnitt 3.4.1 ist somit das 
LOP auch im Mehrperiodenmodell gültig. Mittels vollständiger Induktion erhält man noch die Be-
rechnung der Bewertungsprozesskomponente Ψt(At) eines Knotens At = At,m  Pt aus den Bewer-

tungsvektorkomponenten ψs(As), 0  s  t, des Knotens At selbst und der dazu eindeutig bestimmten 
Vorgängerknoten As  Ps (s = 0,…,t-1; ψ0(A0) := Ψ0(A0) = 1):  

Ψt(At) = ψ0(A0)ψ1(A1)…ψt-1(At-1)ψt(At)  mit A0  A1  …  At.31

b) Falls im Mehrperiodenmodell das LOP gilt, also ein Bewertungsprozess Ψ als Lösung des Glei-
chungssystems (GSΨAt-1,k) (t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}) existiert, und im Ausgangsknoten At-1,k noch 
Ψt-1(At-1,k)  0 ist, liefert die Zustandsfunktion  

ψt(At,m) := Ψt(At,m)/Ψt-1(At-1,k)   
eine auf den At,m  At-1,k definierte Lösung des Gleichungssystems    

, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1 1,( )t t kS A  ,  

somit für das zu At-1,k gehörige Einperiodenmodell nach Satz 6.1 bzw. Satz 6.3, 19) von Abschnitt 
6.2.2 einen Bewertungsvektor ψt und die Gültigleit des LOP.   

c) Der Beweis der Aussage c) des Satzes ergibt sich aus b).   

Beispiel 3.4 Ein Mehrperiodenmodell (Zwei Perioden-Vier Zustände-Zwei Finanzinstrumen-
te-Modell) mit gültigem LOP und mit einem Einperiodenmodell ohne LOP       

Es wird das obige Beispiel 3.3 von Abschnitt 3.4.3 (mit δ = 0, S   = S, N = 2, T = 2, Ω = K = 4) wei-

ter behandelt, wobei aber jetzt einige Werte der Preisprozesse S j(At,m) abgeändert werden. Es werden 
zwei Fälle dargestellt: Im Fall I) ist in dem Einperiodenmodell zum Ausgangsknoten A11 das LOP un-
gültig, im Fall II) ist in diesem Einperiodenmodell das LOP gültig. Dazu wird der Wert S0(A0)T von 
(80,100) auf (48,45) abgeändert, der Wert S1(A11)T von (64,110) auf (72.5,132.0) im Fall I) bzw. auf 
(72.5,165.0) im Fall II) und der Wert S2(A22)T von (29,106) auf (29,66). Die Zustandsfunktionen St

des Preisprozesses S sind jetzt also gegeben durch   
S0

T  = S0(A0)T = (48,45),  
S1

T  = (S1(A11)T;S1(A12)T)  = (72.5,132.0;96,90)   im Fall I) bzw.  
S1

T  = (S1(A11)T;S1(A12)T)  = (72.5,165.0;96,90)   im Fall II),  
S2

T  = (S2(A21)T;S2(A22)T;S2(A23)T;S2(A24)T)  = (58,132;29,66;76.8,99;105.6,81).    
In der nachfolgenden Abbildung 3.11 wird der zum vorliegenden Mehrperiodenmodell gehörige In-
formationsbaum dargestellt. In seinen Knoten werden die Werte des Preisprozesses S und des Be-
wertungsprozesses Ψ für den Fall I) angegeben.      

31  Diese Berechnungsformel für den Bewertungsprozess Ψ aus den Bewertungsvektoren ψt der ent-
haltenen Einperiodenmodelle bringt Kremer (2011) auf S. 171 in Satz 3.48 (3.15).      
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a) Zur Bestimmung eines Bewertungsprozesses Ψ beginnt man mit der Anfangsbedingung  
Ψ0(A0) = 1  

und löst als Erstes die zum Ausgangsknoten A0  P0 gehörige Vektorgleichung    

(GSΨA0) 
2

1 1, 1 1,
1

( ) ( )m m
m

S A A

  = Ψ0(A0) 0 0( )S A .  

Mit den Zahlenwerten von Fall I) erhält man das Gleichungssystem in der Matrizenschreibweise  

1 1,1

1 1,2

( )72.5 96 48

( )132.0 90 45

A

A





    
    

    
.  

Hierfür lautet die einzige Lösung   
(Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2))T  = (0,0.5)T.  

Mit den Zahlenwerten von Fall II) hat das Gleichungssystem  

1 1,1

1 1,2

( )72.5 96 48

( )165.0 90 45

A

A





    
    

    
.  

ebenfalls die einzige Lösung  
(Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2))T  = (0,0.5)T.     

Der Wert Null für die Bewertungsprozesskomponente Ψ1(A1,1) ergibt sich in beiden Fällen I) und II) 

dadurch, dass die rechte Seite Ψ0(A0) 0 0( )S A  = S0(A0) ( 2) schon allein von der zweiten Matrix-

spalte S1(A12),  der Preisprozesskomponente des Nachfolgerknotens A12, linear abhängig ist.  

Wie nachfolgend noch gezeigt wird, liefert dann der Wert Ψ1(A1,1) = 0 in dem zum Ausgangsknoten 

A1,1 gehörigen Einperiodenmodell ein Gleichungssystem mit rechter Seite 1 1,1( )A  1 1,1( )S A  = 0, also 

ein homogenes lineares Gleichungssystem, das stets lösbar ist. Dies ermöglicht bei geeigneten Werten 
der anderen Gleichungssysteme die Lösbarkeit des gesamten Gleichungssystems (GSΨAt-1,k) (t  I, 
At,m  Pt) bzw. die Gültigkeit des LOP im gesamten Mehrperiodenmodell, auch wenn das LOP in die-

sem Einperiodenmodell ungültig ist. Die Ungültigkeit des LOP in diesem Einperiodenmodell ist wie-
derum dadurch bedingt, dass die Preisprozesskomponente 1 1,1( )S A  des Ausgangsknotens A1,1 nicht 

von den Preisprozesskomponenten S2(A2,m) seiner Nachfolgerknoten A2,m  A1,1 linear abhängt und 
somit kein Preisvektor ψt für das Einperiodenmodell existiert.       

Zum Ausgangsknoten A1,1  P1 erhält man für Ψ wegen 1 1,1( )A  = 0 die homogene Vektorgleichung  

(GSΨA1,1) 
2

2 2, 2 2,
1

( ) ( )m m
m

S A A

  = 1 1,1( )A  1 1,1( )S A  = 0,         

also mit den Zahlenwerten von Fall I) das homogene lineare Gleichungssystem   

2 2,1

2 2,2

( )58 29 72.5 0
0

( )132 66 132 0

A

A





      
        

      
,   

das stets lösbar ist und zumindest die triviale Lösung besitzt. Die allgemeine Lösung ist hier 
(Ψ2(A2,1),Ψ2(A2,2))T = (1,-2)T (  ) und eine spezielle Lösung beispielsweise  

(Ψ2(A2,1),Ψ2(A2,2))T = (1,-2)T.    
Mit den Zahlenwerten von Fall II) erhält man dasselbe Gleichungssystem  

2 2,1

2 2,2

( )58 29 72.5 0
0

( )132 66 165 0

A

A





      
        

      

und ebenfalls eine Lösung durch  
(Ψ2(A2,1),Ψ2(A2,2))T = (1,-2)T.    
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Zum Ausgangsknoten A1,2  P1 ergibt sich wie in Beispiel 3.3 von Abschnitt 3.4.3 die unveränderte 

Vektorgleichung  

(GSΨA1,2) 
4

2 2, 2 2,
3

( ) ( )m m
m

S A A

  = 1 1,2( )A  1 1,2( )S A ,      

also das Gleichungssystem   

2 2,3

2 2,4

( )76.8 105.6 96 48
0.5

( )99 81 90 45

A

A





      
        

      

und die einzige Lösung  
(Ψ2(A2,3),Ψ2(A2,4))T = (0.204,0.306)T.    

Insgesamt erhält man einen Bewertungsprozess  
Ψ  = (Ψ0(A0);Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2);Ψ2(A2,1),Ψ2(A2,2),Ψ2(A2,3),Ψ2(A2,4))T

 = (1; 0,0.5;1,-2,0.204,0.306)T

und daher die Gültigkeit des LOP im Mehrperiodenmodell in den beiden Fällen I) und II). Da der 
Bewertungsprozess Ψ (bei der Festlegung der Komponenten Ψ2(A2,1) und Ψ2(A2,2)) nicht eindeutig be-
stimmt ist, liegt nach Satz 3.6, 2a) von Abschnitt 3.5 die Vollständigkeit des Marktmodells nicht vor.      

Abb. 3.11 Der Informationsbaum eines Mehrperiodenmodells (δ = 0, N = 2, T = 2, K = 4) mit gülti-
gem LOP und dem gelb umrandeten Einperiodenmodell mit ungültigem LOP (Fall I). In 
den Knoten At,k sind die Werte des P-adaptierten Preisprozesses S, des Bewertungspro-

zesses Ψ und der rechten Seiten ,t ka  der Gleichungssysteme (GSΨAt,k) angegeben.  

0 1 t

A1,1 = {ω1,ω2}:  

S1(A1,1)T  = (72.5,132.0) 

Ψ1(A1,1)  = 0  

a1,1
T  = (0,0)   

2 

{ω1}: 

S2(ω1)T = (58,132)

Ψ2(ω1) = 1   

P0 = {Ω}  P1 = {A1,1,A1,2}  P2 = {{ω1},{ω2},{ω3},{ω4}} 

,

A0 = Ω: 

S0(A0)T  = (48,45)    

Ψ0(A0)  = 1  

a0,0
T  = (48,45)   

{ω2}: 

S2(ω2)T = (29,66) 

Ψ2(ω2) = - 2   

{ω3}: 

S2(ω3)T = (76.8,99) 

Ψ2(ω3) = 0.204  A1,2 = {ω3,ω4}:  

S1(A1,2)T  = (96,90) 

Ψ1(A1,2)  = 0.5   

a1,2
T  = (48,45)     

{ω4}: 

S2(ω4)T = (105.6,81) 

Ψ2(ω4) = 0.306  
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b) Es wird jetzt noch gezeigt, dass im vorliegenden Mehrperiodenmodell auch ein Einperiodenmodell 
enthalten ist, für das im Fall I) das LOP ungültig und im Fall II) das LOP gültig ist. Für das in der 
Abbildung 3.11 gelb umrandete Einperiodenmodell zum Ausgangsknoten A1,1 ist die Bewertungspro-
zesskomponente Ψ1(A1,1) = 0, sodass hier nicht mit Satz 3.4, b) auf die Gültigkeit des LOP in diesem 
Einperiodenmodell geschlossen werden kann. Tatsächlich ist im Fall I)  

S1(A1,1) = (72.5,132)T  lin (29,66)T = lin S2(A22) = lin {S2(A21),S2(A22)},   
d. h. für das zum Einperiodenmodell gehörige Gleichungssystem des Bewertungsvektors 
(ψ2(A2,1),ψ2(A2,2))T die rechte Seite des Gleichungssystems nicht im Spaltenraum der Matrix, somit 
das inhomogene lineare Gleichungssystem  

2 2,1

2 2,2

( )58 29 72.5

( )132 66 132

A

A





    
    

    

nicht lösbar und nach Satz 6.1 bzw. Satz 6.3, 19) das LOP im Einperiodenmodell ungültig. Zur Unter-
scheidung von den Komponenten Ψt des Bewertungsprozesses Ψ sind die Komponenten ψt des Be-
wertungsvektors ψ mit kleinem griechischen Buchstaben geschrieben.     

Andererseits ist mit den Zahlenwerten von Fall II)  
S1(A1,1) = (72.5,165)T = 2.5(29,66)T = 2.5S2(A22)  lin {S2(A21),S2(A22)},  

somit das Gleichungssystem  

2 2,1

2 2,2

( )58 29 72.5

( )132 66 165

A

A





    
    

    

lösbar und nach Satz 6.1 das LOP im Einperiodenmodell gültig. Ein Bewertungsvektor 
(ψ2(A2,1),ψ2(A2,2))T für dieses Einperiodenmodell ist nicht eindeutig bestimmt und beispielsweise 
durch den positiven Vektor (ψ2(A2,1),ψ2(A2,2))T = (0.25,2)T gegeben. Die allgemeine Lösung ist 
(ψ2(A2,1),ψ2(A2,2))T = (0,2.5)T + (1,-2)T (  ). Daher liegt im Fall II) in dem zum Ausgangsknoten 
A1,1 gehörigen Einperiodenmodell nach Abschnitt 6.2.3 sogar die Arbitragefreiheit vor.  
Das zum Ausgangsknoten A1,2 gehörige Einperiodenmodell besitzt ebenfalls einen positiven Bewer-

tungsvektor (ψ2(A2,3),ψ2(A2,4))T = (Ψ2(A2,3),Ψ2(A2,4))T/ 1 1,2( )A  = (0.408,0.612)T und ist somit eben-

falls arbitragefrei.  
Das zum Ausgangsknoten A0 gehörige Einperiodenmodell ist jedoch nicht arbitragefrei, da der ein-
zige Bewertungsvektor (Ψ1(A1,1),Ψ1(A1,2))T/Ψ0(A0) = (0,0.5)T nicht (strikt) positiv ist. Nach dem in 
Abschnitt 3.6.3 noch folgenden Satz 3.10 ist dann das gesamte Mehrperiodenmodell nicht arbitrage-
frei.    ó

3.4.5 Geometrische Bedeutung der von Null verschiedenen Kompo-
nenten des Bewertungsprozesses     

Es sei im Mehrperiodenmodell das LOP gültig und gemäß Abschnitt 3.3.3 (auch ohne die 
Voraussetzung (AWSδ)) Ψ  M  {X0 = 1}  A ein normierter Bewertungsprozess. Die 

Indexmenge der Koordinaten-n1-Tupel32 (n1 = k0+…+kT) der P-adaptierten reellwertigen 

stochastischen Prozesse X  W (P = (Pt)t  I Filtration von Partitionen Pt von Ω) ist gegeben 

durch   

I(W) =  
0

{ }
T

t
t

t


∪ P  = {(t,At,k) : t  I, At,k  Pt}.                   

Diese kann nach den Vorzeichen der Komponenten Ψt(At,k) von Ψ in drei von Ψ abhängige 
Teilmengen zerlegt werden:    

32  Die Tupel-Darstellung eines stochastischen Prozesses X  W wird in Abschnitt 2.6.2 behandelt.   
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I(W) = I+(Ψ)  I0(Ψ)  I-(Ψ)  

mit  
I+(Ψ) = {(t,At,k)  I(P) : Ψt(At,k) > 0},  

I0(Ψ) = {(t,At,k)  I(P) : Ψt(At,k) = 0},     

I-(Ψ) = {(t, At,k)  I(P) : Ψt(At,k) < 0}.  

Wegen Ψ0(A0) = 1 > 0 ist zumindest die Indexmenge I+(Ψ) der positiven Ψ-Komponenten 
nichtleer. Weiter können zu den positiven bzw. negativen Komponenten von Ψ die beiden 
folgenden Teilmengen von W jeweils als Durchschnitt offener linearer Halbräume gebildet 

werden:  
W>0(Ψ)  := {X  W : Xt(At,k) > 0 für (t,At,k)  I+(Ψ)} 

= {X  W : Xt(At,k) > 0 für (t,At,k) mit Ψt(At,k) > 0},   

W<0(Ψ)  := {X  W : Xt(At,k) < 0 für (t,At,k)  I-(Ψ)} 

= {X  W : Xt(At,k) < 0 für (t,At,k) mit Ψt(At,k) < 0}.       

Wegen I+(Ψ)   ist W>0(Ψ) eine echte Teilmenge von W: Sie ist ein offener polyedrischer 

Kegel, eine Verallgemeinerung des positiven Orthanten 0W  = {X  W : X > 0} von W

und wird hier als der nur hinsichtlich der Indexmenge I+(Ψ) (also der positiven Komponen-
ten Ψt(At,k) von Ψ) positive Orthant oder kürzer als der Ψ-positive Orthant in W be-

zeichnet. Bei positiver Komponente Ψt(At,k) hat in W>0(Ψ) die entsprechende Komponente 

Xt(At,k) von X das gleiche Vorzeichen wie Ψt(At,k) und wird demnach auf die positive Halb-
achse ]0,∞[ eingeschränkt. Bei nichtpositiver Komponente Ψt(At,k) wird für Xt(At,k) die ge-
samte reelle Achse  zugelassen.     
Da dieser Ψ-positive Orthant W>0(Ψ) den Bewertungsprozess Ψ als Element enthält, hat er 

mit M einen nichtleeren Durchschnitt:  

Ψ  M  W>0(Ψ)  .   

Diese Eigenschaft des orthogonalen Komplements M von M lässt sich mit dem nachfol-

gend noch angegebenen Alternativsatz 3.5 der konvexen Geometrie in eine Eigenschaft von 
M übertragen. Zur Formulierung der entsprechenden Aussage für M ist vorher noch eine 

weitere Teilmenge von W als Verallgemeinerung des schwach positiven Orthanten 0


W

von W zu definieren:  

0 ( )


W  := {X  W : Xt(At,k)  0 für (t,At,k)  I+(Ψ) ,

Xt(At,k) = 0 für (t,At,k)  I+(Ψ)} \ {0}  
= cone {

., t kt A1  : (t,At,k)  I+(Ψ)} \ {0} 

= cone {
., t kt A1  : (t,At,k) mit Ψt(At,k) > 0} \ {0} 

Bei positiver Komponente Ψt(At,k) (z. B. für (t,At,k) = (0,A0) wegen Ψ0(A0) = 1 > 0) wird in 

0 ( )


W  die entsprechende Komponente Xt(At,k) von X eingeschränkt auf die nichtnegative 

Halbachse [0,∞[, bei nichtpositiver Komponente Ψt(At,k) wird für Xt(At,k) nur der Wert 0 zu-
gelassen. Abschließend wird noch der Nullpunkt 0  W entfernt. Die Menge 0 ( )


W  ist 

der im Nullpunkt punktierte, von den W-Basisvektoren 
,, t kt A1  (Arrow-Debreu-Papieren, 

siehe Abschnitt 3.8.1) zur Indexmenge I+(Ψ) aufgespannte konvexe lineare Kegel. Sie wird 



126 3  Bewertung nach dem Duplikationsprinzip

hier als der zur Indexmenge I+(Ψ) gehörige verallgemeinerte schwach positive Orthant oder 
kürzer als der Ψ-schwach positive Orthant von W bezeichnet.    

Nach dem nachfolgenden Alternativsatz 3.5 (mit T = M, ( )n Jo


  = 0 ( )


W , a = Ψ und 

zwar mit der elementaren Beweisrichtung „⇐“) folgt, dass die Menge M der Kapitalmarkt-

geschäfte und der Ψ-schwach positive Orthant 0 ( )


W  einen leeren Durchschnitt besitzen:  

M  0 ( )


W  = .      

Darüberhinaus liefert der Satz die Inklusionen  
M  HѰ,0  = {X  W : Ψ TX = 0}  und  

0 ( )


W  ,0H
   = {X  W : Ψ TX > 0}.  

Die geometrische Bedeutung der positiven Komponenten des Bewertungsprozesses Ψ
liegt also darin, dass bei gültigem LOP mit einem Bewertungsprozess Ψ  M1 die Menge 

M den Ψ-schwach positiven Orthanten 0 ( )


W  nicht trifft, der von den zu den positiven 

Komponenten von Ψ gehörigen W-Basisvektoren aufgespannt wird. Dies beruht darauf, 

dass die Menge M in der linearen Hyperebene HѰ,0 liegt und der Ψ-schwach positive Or-

thant 0 ( )


W  im offenen linearen Halbraum ,0H
 .     

Falls I-(Ψ)   ist, also für mindestens ein Indexpaar (t,At,k)  I(P) der Wert Ψt(At,k) < 0 ist, 

ist der offene polyedrische Kegel W<0(Ψ) eine echte Teilmenge von W, die in Verallgemei-

nerung des negativen Orthanten 0W  von W als der Ψ-negative Orthant in W bezeichnet 

werden kann. Um nun den Alternativsatz 3.5 anzuwenden, beachtet man, dass für beliebi-
ges Θ  W die Inzidenz Θ  W>0(Θ) gilt. Es gilt dann insbesondere für Θ = - Ψ neben Θ

= - Ψ  W>0(-Ψ) noch die Inzidenz Θ = - Ψ  - M = M. Demnach ist       

M  W>0(-Ψ)  

und nach dem Alternativsatz 3.5  
M  0 (- )


W  = .        

Nun ist  

0 (- )


W  = cone {
., t kt A1  : (t,At,k) mit Ψt(At,k) < 0} \ {0} 

=: 0 ( )


W ,  

sodass auch M und der Ψ-schwach negative Orthant 0 ( )


W  einen leeren Durchschnitt 

haben:  

M  0 ( )


W  = .      

Hierbei ist jedoch zu beachten, dass im Falle I-(Ψ) =  (d. h. bei Ψ ≥ 0) 
W<0(Ψ) = W,    

cone {
., t kt A1  : Ψt(At,k) < 0} = cone  = O = {0},   

0 ( )


W  = cone  \ {0} = 

gilt, also die zugehörige Aussage M  0 ( )


W  =  trivial ist. Falls aber negative Kompo-

nenten beim Bewertungsprozess Ψ auftreten, so trifft M auch den nichtleeren punktierten 
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konvexen linearen Kegel 0 ( )


W  nicht, der von den zu den negativen Komponenten von 

Ψ gehörigen W-Basisvektoren aufgespannt wird. Insgesamt gilt  

M  ( 0 ( )


W  0 ( )


W ) = .      

Für den von allen W-Basisvektoren 
,, t kt A1  mit Ψt(At,k)  0 gemeinsam aufgespannten punk-

tierten konvexen linearen Kegel cone {
., t kt A1  : Ψt(At,k)  0}) \ {0} kann aber im Allgemei-

nen kein leerer Durchschnitt mit M gefolgert werden. Erst bei Vorliegen der Arbitragefrei-

heit und somit eines positiven Bewertungsprozesses Ψ =  (nach Abschnitt 3.6.1) hat der 
von sämtlichen W-Basisvektoren 

,, t kt A1  aufgespannte punktierte konvexe lineare Kegel, also 

der schwach positive Orthant 0


W  von W, mit M einen leeren Durchschnitt. In Ab-

schnitt 3.6.4 wird eine schrittweise Zunahme der Anzahl der positiven Bewertungsprozess-
komponenten Ψt(At,k) geometrisch interpretiert durch die Ausdehnung des Ψ-schwach posi-
tiven Orthanten 0 ( )


W , ausgehend vom punktierten Strahl 0E  = cone 0,1  \ {0} bis zum 

gesamten schwach positiven Orthanten 0


W , und somit als Übergang vom LOP zur Ar-

bitragefreiheit (AF).        

Ein Alternativsatz der konvexen Geometrie 
Der weiter unten in Abschnitt 3.6.1 noch folgende Alternativsatz 3.7 lässt sich mit dem 
gleichen Beweisweg33 auch noch verallgemeinern, indem die Positivität der Komponenten 
des Vektors a  T nicht für alle Indizes j  In := {1,…,n}, sondern nur für die Indizes j ei-
ner nichtleeren Teilmenge J  In charakterisiert wird. Zur Formulierung des damit resultie-
renden Alternativsatzes 3.5 verwendet man als Verallgemeinerung des schwach positiven 

Orthanten n
o


  dessen Teilmenge ( )n Jo


 , für deren Vektoren x die Komponenten xi für die 

Indizes i  In \ J den Wert Null haben, die Komponenten xj für die Indizes j  J nichtnega-
tiv sind und mindestens ein Index k  J existiert mit xk > 0:   

( )n Jo


 = {x  n : xi = 0  i  In \ J, xj  0  j  J,  k  J mit xk > 0}  

= n
o


  ,0
  \

i

n

e
i I J

H


∩

= {y = j j
j J

y e

  : yj  0} \ {o}.  

= cone {ej : j  J} \ {o}.  

33  Den ausführlichen Beweis des Satzes findet man noch etwas allgemeiner für einen abgeschlosse-
nen konvexen linearen Kegel T anstelle des linearen Unterraums T als Downloadthema auf der 
Autorenwebsite www.pleier-r.de. Dieser Alternativsatz ist ein sehr nützliches und geometrisch 
anschauliches Hilfsmittel, um zu einem linearen Unterraum unmittelbar die Existenz eines Nor-
malenvektors mit (evtl. teilweise) positiven Komponenten zu begründen. Neben der hier verwen-
deten allgemeinen Version in Satz 3.5 kommt er in diesem Buch auch noch in Spezialfällen zur 
Anwendung: Als Satz 3.2 dient er zur Charakterisierung des LOP durch die Existenz eines Be-
wertungsprozesses in Abschnitt 3.4.1 beim Beweisteil J zu Satz 3.3. Als Satz 3.7 dient er zur Cha-
rakterisierung der Arbitragefreiheit (AF) durch die Existenz eines Diskontierungsprozesses in Ab-
schnitt 3.6.1 (Satz 3.8), zur Charakterisierung der spezielleren Arbitragefreiheit (AFsf) durch die 
Existenz eines Diskontvektors in den Abschnitten 5.1.6 und 5.1.7 (Sätze 5.4 und 5.5) und der spe-
zielleren Arbitragefreiheit (AFsf) beim Einperiodenmodell (T = 1) in Abschnitt 6.2.4.          
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Die Menge ( )n Jo


  ist der schwach positive Orthant in dem Teilraum von n, der durch die 

linearen Gleichungen xi = 0 für die i  In \ J beschrieben wird und daher der Durchschnitt 
der (linearen, homogenen) Hyperebenen {xi = 0} (i  In \ J) ist, und auch eine Teilmenge 

des schwach positiven Orthanten n
o


  des n. Weiter ist dieser zur Indexmenge J gehörige 

verallgemeinerte schwach positive Orthant (Abk.: der J-schwach positive Orthant) 

( )n Jo


  der im Nullpunkt punktierte von den speziellen Standardbasisvektoren ej der Indi-

zes j  J aufgespannte konvexe lineare Kegel. Als Spezialfälle ergeben sich für ( )n Jo


  mit 

J = In der gesamte schwach positive Orthant ( )n
nIo


  = n

o


  des n und mit J = {1} der 

punktierte Strahl ({1})n
o


  = cone e1 \ {o} = ray e1 \ {o} des ersten Standardbasisvektors e1 

= (1,0,…,0)T.     

Weiter definiert man zur Indexmenge J als Verallgemeinerung des positiven Orthanten n
o

in n die umfangreichere Teilmenge  

( )n Jo  = {x  n : xj > 0  j  J} = ,0
 

je
j J

H 



∩

des n als den J-positiven Orthanten, bei dem jetzt nur die Positivität der Komponenten xj

mit den Indizes j  J gefordert wird und über die Vorzeichen der restlichen Komponenten 

xi (i  In \ J) keine Aussage gemacht wird. Als Spezialfälle erhält man für ( )n Jo  mit J = In

den (strikt) positiven Orthanten ( )n
nIo  = n

o  und mit J = {1} den offenen linearen 

Halbraum ({1})n
o  = 

1 ,0eH   = {x  n : x1 > 0}. Mit J = In erhält man den Alternativsatz 3.7 

in Abschnitt 3.6.1  und mit J = {1} den Alternativsatz 3.2 in Abschnitt 3.4.1.        

Satz 3.5 Alternativsatz zur Disjunktheit eines linearen Unterraums und eines verall-
gemeinerten schwach positiven Orthanten            

Es sei J eine nichtleere Teilmenge der Indexmenge In = {1,…,n}. Der lineare Unterraum T
 n und der zur Indexmenge J gehörige verallgemeinerte schwach positive Orthant (J-

schwach positive Orthant) ( )n Jo


  sind genau dann disjunkt, wenn es einen Vektor a

= (a1,…,an)T im orthogonalen Komplement T von T mit den positiven Komponenten aj für 

die Indizes j  J gibt (a  ( )n Jo ) und somit T in der (linearen, homogenen) Hyperebene 

Ha,0 = {a} und ( )n Jo


  im offenen (linearen, homogenen) Halbraum ,0aH   mit dem 

Normalenvektor a liegt:  

T  ( )n Jo


  =  T  ( )n Jo  .   

Mit einem a  T  ( )n Jo  gilt T  Ha,0 und ,n J
o


  ,0aH  .  

Der Satz lässt sich auch als Alternativsatz formulieren: Es hat entweder T mit dem J-

schwach positiven Orthanten ,n J
o


  einen nichtleeren Durchschnitt oder es besitzt das ortho-

gonale Komplement T^ von T mit dem J-positiven Orthanten ( )n Jo  einen nichtleeren 

Durchschnitt. Von den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):  

(1) T  ( )n Jo


  ;  

(2) T  ( )n Jo  .   
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3.5 Charakterisierungen der Vollständigkeit (VS)     

Die Vollständigkeit (VS) des Marktmodells (englisch: complete market model),  

(VS) L(HN) = W,  

d. h. die Surjektivität der linearen Abbildung L, ist nach Abschnitt 2.10.1 gleichbedeutend 
zu  
 ker L* = (L(HN)) = W = O    

und damit zur Injektivität der adjungierten Abbildung L*. Die Injektivität der Abbildung L* 
hat zur Folge, dass die inhomogene lineare Gleichung L*(Ψ) = b höchstens eine Lösung Ψ 
hat und somit höchstens ein Bewertungsprozess existiert.  
Eine weitere Charakterisierung der Vollständigkeit (VS) ist dadurch gegeben, dass alle W-

Basisvektoren 
,, t kt Aw  = 

,, t kt A1  (t  I, k  {1,…,kt}) duplizierbar sind, also in L(HN) liegen 

(siehe Abschnitt 3.8.1).       

3.5.1 Vielfalt der Bewertungsprozesse und Diskontierungsprozesse  

Unter der Voraussetzung des LOP, welches nach Satz 3.3, 8) durch die Existenz einer Lö-
sung Ψ  W der inhomogenen linearen Gleichung L*(Ψ) = b charakterisiert wird, ist die 

allgemeine Lösung Ψ von L*(Ψ) = b gegeben durch  
 Ψ = Ψ‘ + Y  
mit einer speziellen Lösung Ψ‘ der Gleichung L*(Ψ) = b und der allgemeinen Lösung Y der 
zugehörigen homogenen Gleichung L*(Y) = 0 bzw. Y  ker L*, also durch die Gesamtheit 
der Prozesse  
 Ψ  Ψ‘ + ker L* = L*-1({b}) = A   

Dabei kann die spezielle Lösung Ψ ' nach Abschnitt 3.3.3 beispielsweise als der eindeutig 
bestimmte duplizierbare Bewertungsprozess ϑ  M   L(HN) oder als ein normierter M-

Normalenvektor Ψ‘  M1  A gewählt werden. Die Lösungsmenge L*-1({b}) ist in dem 

als affinen Raum betrachteten Vektorraum W die Minkowski-Summe34 aus dem Punkt Ψ‘ 

und dem linearen Unterraum ker L*, also ein affiner Unterraum von W. Unter der Vo-

raussetzung (AWSδ) 0S    0 ist die Lösungsmenge L*-1({b}) nach Satz 2.1, 12) in Ab-

schnitt 2.11 auch der Durchschnitt des linearen Unterraums M mit der affinen Hyperebene 

{X0 = 1}: L*-1({b}) = M1.  

Ist p := dim ker L* (= dim W - dim *( )L W ), so gibt es maximal p linear unabhängige 

Vektoren Y i  ker L* (i = 1,…,p). Ist weiter Ψ '  A = L*-1({b}) ein spezieller Bewertungs-

prozess und setzt man noch Y 0 := 0, so erhält man mit den Prozessen   
 Ψ i := Ψ ' + Y i  L*-1({b}) = A   (i = 0,…,p)  

 
34  Die Minkowski-Summe A + B := {a + b : a  A, b  B} zweier Teilmengen A und B eines Vek-

torraums V ist benannt nach dem deutschen Mathematiker und Physiker Hermann Minkowski 
(1864–1909).  
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die Maximalanzahl von p + 1 affin unabhängigen35 36 Bewertungsprozessen für das Markt-
modell. Je unvollständiger das Marktmodell ist, desto größer ist die Maximalanzahl affin 
unabhängiger Bewertungsprozesse. Außerdem wird mit Satz 3.9 b in Abschnitt 3.6.1 noch 
gezeigt, dass unter der Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) die Maximalzahl affin un-
abhängiger Diskontierungsprozesse ebenfalls durch p + 1 gegeben ist.  

Maximalzahl affin unabhängiger Bewertungsprozesse und Diskontierungsprozesse  
Es sei p := dim ker L* (= dim W - dim *( )L W ).  

Unter der Voraussetzung des (LOP) ist  p + 1 die Maximalzahl affin unabhängiger Bewer-
tungsprozesse.  
Unter der Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) ist p + 1 die Maximalzahl affin un-
abhängiger Diskontierungsprozesse.  

3.5.2 LOP und Vollständigkeit  

Unter der Voraussetzung von LOP bedeutet die Vollständigkeit (VS) wegen p = 0 somit die 
Einzigkeit der Lösung Ψ  W von L*(Ψ) = b:  

 1 Ψ  W von L*(Ψ) = b.   

Die Bedingungen (LOP) und (VS) liegen also genau dann gleichzeitig vor, wenn genau ein 
Ψ  W bzw. ein lineares Funktional  = ,.

W
 = ΨT auf W = L(HN) mit L*(Ψ) = b exis-

tiert. Der Bewertungsprozess Ψ stimmt dann mit dem nach Satz 3.3, 12) eindeutig bestimm-
ten duplizierbaren Bewertungsprozess  überein. Die Einzigkeit des linearen Funktionals 
 = ,.

W
 = ΨT für beliebiges Ψ  M mit L*(Ψ) = b ist bei Einschränkung auf dem Un-

terraum L(HN) von W nach den Erläuterungen zu Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1 allein schon 

bei gültigem LOP gegeben.    
Eine analoge Charakterisierung der Vollständigkeit (VS) in einem arbitragefreien Markt-
modell durch die Existenz von genau einem Diskontierungsprozess  wird mit Satz 3.9, a) 
in Abschnitt 3.6.1 gegeben.  

Da das LOP nach Satz 3.3, 10), 11), 14) unter der Voraussetzung (AWSδ) für den Unter-
raum M die Darstellung M = ker L*  lin {Ψ} (Ψ  M mit Ψ0 = 1) bedeutet, ergibt die 

zusätzlich vorliegende Vollständigkeit (VS) dann M = O + lin {Ψ} = lin {Ψ}, sodass M 

ein eindimensionaler Unterraum von W = L(HN) ist. Unter den Voraussetzungen (LOP) und 

(VS) ist dann W = L(HN) = M  M die direkte Summe der (linearen) Hyperebene M und 

des eindimensinalen Unterraums M =  lin {Ψ} von W:  

 L(HN) = M  M (= W) mit eindimensionalem M = lin {Ψ}.  

Umgekehrt folgt aus einer derartigen Darstellung von L(HN) die Vollständigkeit und auch 

das LOP, da dim L(HN) = dim M + 1 nach Satz 3.3, 26) unter der Voraussetzung (AWSδ) 

charakteristisch für das LOP ist. Eine derartige Darstellung von L(HN) mit eindi-

 
35  Eine Familie von p + 1 Punkten a0, a1, …, ap eines als affinen Raum betrachteten Vektorraums 

heißt affin unabhängig, wenn die p zum festen Punkt a0 gebildetenVerbindungsvektoren a1 - a0, 
…, ap - a0 linear unabhängig sind (Lexikon der Mathematik, Bd. 1, 2000, S. 29).   

36  Die Definition einer Basis und die Definition der Dimension eines Vektorraums als Maximalzahl 
linear unabhängiger Vektoren des Raumes findet man bei Bröcker (2004), S. 38, 41, Wagner 
(1981), S. 34, 39, Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), S. 169, 419.    
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mensionalem M ist also charakteristisch für das gleichzeitige Vorliegen der Vollständig-

keit und des LOP. In diesem Fall hat jedes Zahlungsprofil X  W = L(HN) die Darstellung 

X = Z + Ψ, Z  M,   , mit (X) = (Z) + (Ψ) = (Ψ), also mit  = (X)/(Ψ)  

= (X)/║Ψ║2 und somit  
 X = Z + (X)Ψ/║Ψ║2.    

Die Vollständigkeit (VS) und ein ungültiges LOP sind unter der Voraussetzung (AWSδ) 
gleichbedeutend zu  
 W = L(HN) = M  

bzw. zu O = ker L* = M. Die Voraussetzung (AWSδ) wird dabei für den Schluss „L(HN) 

= M ⇒ LOP ungültig“ bzw. den äquivalenten Schluss „V  M ⇒ V  M  O“ benötigt. 

Die Voraussetzung (AWSδ) ist notwendig für die Ungültigkeit des LOP, da im Sonderfall 

0S   = 0 stets V = O, V  M = O und das LOP gültig ist. Unter dieser Voraussetzung 

(AWSδ) ist nach Abschnitt 2.8.4 V = E eindimensional und bei V  M dann V  M = V 

 O und das LOP ungültig.       
Die gegenseitige Lage der verschiedenen Unterräume von HN bzw. von W bei vorliegender 

Vollständigkeit wird in Abbildung 3.12 für den Fall a) des gültigen LOP und für den Fall b) 
des ungültigen LOP dargestellt.       

3.5.3 Vollständigkeit und Dimensionsgleichung m = n1                   

Mit dem Dimensionssatz37 für die lineare Abbildung L, nach dem die Summe aus Rang rg L 
(= dim L(HN)) und Defekt def L (= dim ker L) von L gleich der Dimension dim HN des Ori-

ginalraums HN ist,  

 dim L(HN) + dim ker L = dim HN,    

folgt aus der Vollständigkeit (VS) L(HN) = W die notwendige Bedingung  

 m = dim HN  dim L(HN) = dim W = n1,  

also m  n1. Unter Voraussetzung der Vollständigkeit (VS) gilt somit die Dimensionsglei-
chung  
 m = n1  
genau dann, wenn ker L = O, also L injektiv und insgesamt ein Isomorphismus ist. Für das 
Marktmodell bedeutet dies (wegen ker L = O  ker V0) nach Satz 3.3, 5) insbesondere auch 
die Gültigkeit des LOP. Nach Abschnitt 2.10.1 ist dann auch die zu L adjungierte Abbil-
dung L* ein Isomorphismus. Umgekehrt gilt bei isomorpher Abbildung L auch L(HN) = W 

und ker L = O, also (VS) und LOP, außerdem  
 m = dim HN  = dim L(HN) = dim W = n1.   

 
37  Den Dimensionssatz für eine auf einem endlichdimensionalen Vektorraum definierte lineare Ab-

bildung findet man bei Kremer (2006), S. 415, Wagner (1981), S. 65, Kowalsky (1967), S. 53, 
und Bröcker (2004), S. 45.  
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Satz 3.6 Charakterisierungen der Vollständigkeit des Marktmodells  

1) Das Marktmodell ((S,δ),F) ist genau dann vollständig, wenn jeweils eine der folgenden 

Bedingungen erfüllt ist:   
 a) ker L* = O, also L* injektiv.  
 b) Alle W-Basisvektoren 

,, t kt Aw  = 
,, t kt A1  (t  I, k  {1,…,kt}) liegen auch in L(HN).  

2)  Das Marktmodell besitzt genau dann die Dimensionseigenschaft  
   dim HN = m = n1 = dim W  

 und die Vollständigkeit (VS) gleichzeitig, wenn jeweils eine der beiden folgenden Be-
dingungen erfüllt ist:   

 a)  L ist ein Isomorphismus. 
 b)  L* ist ein Isomorphismus.  

Die Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 wird für die Aussagen mit den Bedingungen 3 b, c be-

nötigt.   

3)  Das Marktmodell besitzt genau dann die Eigenschaften (LOP) und (VS) gleichzeitig, 
wenn jeweils eine der folgenden Bedingungen a), b) oder c) erfüllt ist:   

 a)  Es existiert genau ein Ψ  W mit L*(Ψ) = b.      

 b)  L(HN) = M  M (= W) mit M = lin {Ψ} (Ψ0 = 1). 

 c)  L(HN) = W  ,  M ist Hyperebene von L(HN). 
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    a) VS und LOP gültig: 

 
 
 
 
b) VS gültig und LOP ungültig:  

 

Abb. 3.12 Die verschiedenen Unterräume von HN und W, die linearen Abbildungen L und L* bei 

vollständigem Marktmodell und a) gültigem LOP bzw. b) ungültigem LOP    
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3.6 Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF)     

3.6.1 Fundamentalsatz der Preistheorie mit der Charakterisierung der 
Arbitragefreiheit durch die Existenz eines Diskontierungsprozes-
ses  

Bei dem in Abschnitt 3.4 behandelten Law of One Price (LOP) wird unter der Vorausset-
zung (AWSδ) ( V = E  O) der Unterraum M = L(ker V0) von L(HN) durch den eindimen-

sionalen Unterraum E = lin 0,1  auf eine (lineare) Hyperebene von L(HN) zurückgedrängt: 

M  E = M  V = O und L(HN) = V  M (nach Satz 3.3, 22, 28 in Abschnitt 3.4.1). Das 

LOP ist unter dieser Voraussetzung dann auch gleichbedeutend dazu, dass M durch den 

zum Zeitindex t = 0 gehörigen nichtnegativen Strahl  
 0E  := ray 0,1  = cone 0,1  = { 0 0,X 1   W : X0  0}  

auf eine Hyperebene von L(HN) zurückgedrängt wird:  

 M  0E  = O.   

Bei der jetzt zu untersuchenden Arbitragefreiheit (Abkürzung: AF; Definition folgt unten) 
wird die Hyperebene M von L(HN) bei gleichbleibender Dimension noch durch den gesam-

ten nichtnegativen Orthanten  
 0W  := cone {

,, t kt A1  : t  I, At,k  Pt}  

  = {
,, ,

0 1

( )
t

t k

kT

t t k t A
t k

X A
 
 1  W : Xt(At,k)  0 für t  I, At,k  Pt}    

von W derart verlagert, dass M mit W≥0 nur den trivialen Durchschnitt hat:  

   M  0W  = O.  

Ohne die Voraussetzung (AWSδ) hat man nur die Inklusionen V  E und M  V  M  E, 

sodass die Bedingung M  0E  = O bzw. M  E = O nur hinreichend ist für M  V = O, 

also das LOP. Dies bedeutet umgekehrt auch, dass bei nichtgültigem LOP ( M  V  O 

nach Beweisteil F von Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1) dann M  E  O und M  0E   O gilt, 

somit die Arbitragegelegenheit 10,Ω  M  0E  \ O   M  0W \ O auftritt und die Arbit-

ragefreiheit (AF) nicht gültig ist. Bei vorliegender Arbitragefreiheit ist somit auch das LOP 
gültig.     
Eine andere Begründung hierfür erhält man dadurch, dass bei vorliegender Arbitragefreiheit 
ein positiver normierter M-Normalenvektor   M1+ ( M1  A) existiert (Begründung 

folgt unten), der nach Abschnitt 3.3.3 auch ein Bewertungsvektor ist, und demzufolge das 
LOP gilt.  

 Arbitragefreiheit (AF)  (LOP)   

Zu dem (endlichdimensionalen) Unterraum M von W gehört das orthogonale Komplement  

 M = {X  W : X YT
 = ,X Y

W
 = 0  Y  M}  W  

von M, mit dem der Vektorraum W die direkte Summe der orthogonalen Unterräume M 

und M ist: M  M und M  M = W, d. h. M + M = W, M  M = O.
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38 Es wird nachfolgend gezeigt, dass mit der Einstellung der Arbitragefreiheit im Markt-
modell sich im Gegenzug in W das orthogonale Komplement M von M derart vergrößert, 

dass sogar ein (strikt) positiver M-Normalenvektor   M  (o. E. mit 0 = 1) existiert.  

Das Marktmodell ((S,δ),F) heißt arbitragefrei (englisch: No-Arbitrage, No-Arbitrage Prin-

ciple, Arbitrage-Free Condition, Abk.: AF oder NA), wenn es keine Arbitragegelegenheit 
(Arbitragemöglichkeit, Arbitragestrategie) h  HN, d. h. keine Handelsstrategie h ohne 

Startkapitaleinsatz ( 0( )V h  = 0) und dennoch mit schwach positivem Zahlungsprofil L(h) 

gibt:   

(AF) ± h  HN mit 0( )V h  = 0  ,  L(h) 


 0.         

Dabei bedeutet L(h) 


 0 (L(h) ist schwach positiv), dass  

 Lt(h)(ω)  0  für alle (t,ω)  I  Ω und  
 Lt‘ (h)(ω‘) > 0  für mindestens ein Paar (t‘,ω‘)  I  Ω  
gilt. Bei einer Arbitragegelegenheit h  HN wird für das Portfolio zum Zeitpunkt t = 0 kein 

Startkapitaleinsatz benötigt und erfolgt zu keinem der Zeitpunkte t  I eine Einzahlung in 
das Portfolio. Aber dennoch kann zumindest in einem Zeitpunkt t‘ und einem zugehörigen 
Zustand ω‘ ein Kapital aus dem Portfolio entnommen werden.            
Im arbitragefreien Marktmodell ((S,δ),F) gibt es keine Handelsstrategie h  HN mit  

 ( )V h


 = V0(h) 0,1  = 0  ,  L(h)  0.   

In der Mengenschreibweise mit dem Kern ker V


 der Abbildung V


 und dessen L-Bild  

 M = L(ker V


)  W  

bedeutet die Arbitragefreiheit, dass in dem n1-dimensionalen Vektorraum W (dim W = n1 

= 1 + k1 + … + kT-1 + K) der lineare Unterraum M und der nichtnegative Orthant 0W  

:= {X  W : X  0} nur den trivialen Durchschnitt O = {X  W : X = 0} (Nullraum von W) 

haben,   
 M  0W  = O,    

bzw. dass der Durchschnitt von M mit dem schwach positiven (punktierten nichtnegativen) 

Orthanten 0


W  := {X  W : X 


 0} = 0W  \ O leer ist:  

(AFM) M  0


W  = .   

Neben den beiden Orthanten 0W  und 0


W  wird in W noch der (strikt) positive Orthant 

0W  := {X  W : X > 0} verwendet, wobei X > 0 bedeutet, dass Xt(ω) > 0 für alle (t,ω) 

 I  Ω gilt. Da nach Abschnitt 2.8.4 auch M = ( )NL


H  gilt, bedeutet die Arbitragefreiheit 

auch, dass es keine Handelsstrategie h  HN mit ( )L h


 


 0 gibt. Eine Arbitragegelegenheit 

h  HN mit ( )V h


 = 0 und L(h) 


 0 ist wegen ( )L h


 = ( ) - ( )L h V h


 auch eine Han-

delsstrategie mit ( )L h


 


 0. Umgekehrt gibt es auch zu einer Handelsstrategie h  HN  mit 

 
38  Ein Literaturhinweis zur Darstellung eines Vektorraums V als direkte Summe eines beliebigen 

endlichdimensionalen Unterraums U und seines orthogonalen Komplements U wird in einer 
Fußnote von Abschnitt 2.10.1 gegeben.  
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( )L h


 


 0 wegen ( )L h


  ( )NL


H  = M = L(ker V


) auch eine Handelsstrategie g  HN 

(z. B. g = ĥ  = (0,h1,…,hT)T) mit L(g) = ( )L h


 


 0 und V0(g) = 0 bzw. ( )V g


 = 0. Der lineare 

Unterraum M von W wird in Abschnitt 3.7.1 noch als die Menge der Kapitalmarktge-

schäfte charakterisiert.   

Aufgrund der Isomorphie der n1-dimensionalen euklidischen Vektorräume W und 1n  kann 

der nachfolgend angegebene Alternativsatz 3.7 39 aus der konvexen Geometrie des n zur 
Disjunktheit eines linearen Unterraums und des schwach positiven Orthanten auch im Vek-
torraum W angewandt werden. In der zugehörigen Abbildung 3.13 wird ein linearer Unter-

raum T dargestellt, der den nichtnegativen Orthanten n
o  genau dann nur im Nullpunkt 

trifft, wenn er einen (strikt) positiven Normalenvektor a  T besitzt. Bei der zweidimensi-
onalen Darstellung liegt die Gerade T genau dann in der Vereinigung von 2., 3. und 4. Qua-
dranten ohne die positiven Anteile der Koordinatenachsen, wenn diese einen Normalenvek-
tor im offenen 1. Quadranten besitzt. Der Alternativsatz dient zum unmittelbaren Beweis 
des Fundamentalsatzes der Preistheorie für das Mehrperiodenmodell. Es ist dabei nur als li-
nearer (homogener) Unterraum T der Unterraum M ( W) der Kapitalmarktgeschäfte des 

Marktmodells zu wählen. Man erhält damit auch eine Parallele zur Charakterisierung des 
LOP mittels eines anderen Alternativsatzes, nämlich Satz 3.2 von Abschnitt 3.4.1: Bei gül-
tigem LOP besitzt der lineare Unterraum M der Kapitalmarktgeschäfte mit dem nichtnega-

tiven Strahl E≥0 nur den trivialen Durchschnitt und somit einen Normalenvektor Ψ, der in 

der ersten Zeitkomponente Ψ0 positiv ist (siehe Beweisteil J von Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1 

für die beiden Fälle i) 0S    0 und ii) 0S   = 0). Bei vorliegender Arbitragefreiheit besitzt 

der lineare Unterraum M mit dem nichtnegativen Orthanten W≥0 nur den trivialen Durch-

schnitt und daher einen Normalenvektor , dessen sämtliche Zeitkomponenten t positiv 
sind.     

 
39  Diesem Alternativsatz zur Disjunktheit entspricht ein Alternativsatz über die Lösbarkeit von ho-

mogenen linearen Ungleichungssystemen, der als Alternativsatz von Stiemke (1892–1915) be-
zeichnet wird und in seiner inhomogenen Version im engen Zusammenhang mit dem Minkowski-
Farkas-Lemma steht. Einen Beweis des Alternativsatzes zur Disjunktheit findet man noch etwas 
allgemeiner für einen abgeschlossenen konvexen linearen Kegel T bei Pleier (2021), S. 386–391, 
und auf der Autorenwebsite www.pleier-r.de bei den Download-Themen. Beweise des Satzes von 
Stiemke findet man beispielsweise auch bei Stoer u. Witzgall (1970), S. 24, Borgwardt (2001), 
S. 23, und Jungnickel (2008), S. 42f. Bei Jungnickel wird der Satz von Stiemke aus dem Satz von 
Motzkin (1908–1970) und dieser wiederum aus dem Minkowski-Farkas-Lemma hergeleitet. Die-
ses Lemma wurde unabhängig voneinander 1902 vom ungarischen Physiker und Mathematiker 
Julius (Gyula) Farkas (1847–1930) und vom deutschen Mathematiker und Physiker Hermann 
Minkowski (1864–1909) bewiesen. Verschiedene Beweise des Lemmas findet man beispielswei-
se bei Rockafellar (1970), S. 200, Corollary 22.3.1, Stoer u. Witzgall (1970), S. 55, Theorem 
(2.8.5), Borgwardt (2001), S. 18–21, Satz 2.3 und Jungnickel (2008), S. 39f, Satz 2.4.2. Ein Ver-
gleich der inhomogenen Version des Satzes von Stiemke mit dem Minkowski-Farkas-Lemma 
wird bei Pleier (2021), S. 398–400, durchgeführt. 
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Satz 3.7 Alternativsatz zur Disjunktheit eines linearen Unterraums und des schwach 
positiven Orthanten     

Der lineare Unterraum T  n und der schwach positive (punktierte nichtnegative) Orthant  
 n

o


   = {x  n : x 


 o, d. h. x  o , x  o}  

sind genau dann disjunkt, wenn es einen (strikt) positiven Vektor a im orthogonalen Kom-
plement T von T gibt und somit T in einer linearen Hyperebene Ha,0 := {x  n : aTx = 0} 
und n

o


  im offenen linearen Halbraum 
,0aH   := {x  n : aTx > 0} mit dem positiven 

Normalenvektor a liegt:  

 T  n
o


  =    T  0
n
   .  

Mit einem a  T  0
n
  gilt T  Ha,0 und n

o


   
,0aH  .  

Der Satz lässt sich auch als Alternativsatz formulieren: Von den beiden nachfolgenden 
Aussagen gilt entweder (1) oder (2), sodass entweder der lineare Unterraum T und der 
schwach positive Orthant n

o


  nicht disjunkt sind oder das orthogonale Komplement T 

von T und der (strikt) positive Orthant  

 0
n
   = {x  n : x > o}  

nicht disjunkt sind:  

 (1) T  n
o


    . (2) T^  0
n
   .   

 

Abb. 3.13 Ein linearer Unterraum T  n, der zum punktierten nichtnegativen Orthanten n
o


  dis-

junkt ist, und ein (strikt) positiver Vektor a im orthogonalen Komplement T. Der Unter-
raum T liegt in der Hyperebene Ha,0 = {x  n : aTx = 0} und der schwach positive Or-

thant n
o


  im offenen homogenen Halbraum ,0aH   = {x  n : aTx > 0} mit dem positiven 

Normalenvektor a von T  

Mit diesem Alternativsatz ergibt sich unmittelbar, dass die Arbitragefreiheit, d. h. 
M  0


W  = , also die Disjunktheit des linearen Unterraums M und des schwach positi-

ven Orthanten 0


W , gleichbedeutend ist zur Existenz eines positiven M-Normalenvek-

tors :    
 (AF)    = (0,1,…,T)T  M + := M  0W .  

n
o



T  

T 

o 

a  
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Da mit einem positiven M-Normalenvektor   M + auch   M + (  ]0,[) gilt, 

kann für den deterministischen Wert 0(A0) = 0(Ω)  ]0,[ o. E. der Wert 0 = 1 und der 
Prozess  als normierter positiver M-Normalenvektor gewählt werden: Aus   M + er-

hält man wegen 0 > 0 mit  ' := /0 ein  '  M1+ = M +  {X0 = 1} und umgekehrt 

ist ein  '  M1+  M + auch ein  '  M +. Es gilt somit die Äquivalenz  

 M +    M1+     

und daher auch die weitere Charakterisierung der Arbitragefreiheit durch die Existenz eines 
normierten positiven M-Normalenvektors :       

 (AF)  M1+ := M  {X0 = 1, X > 0}  .  

Die Menge M1+ aller in 0 normierten und positiven M-Normalenvektoren  ist als 

Durchschnitt des linearen Unterraums M, der affinen Hyperebene {X0 = 1} und der offe-

nen linearen Halbräume {Xt(At,k) > 0} (t  I, At,k  Pt) ein teilweise offenes konvexes Po-

lyeder (polyedrische Menge, Vielflach, Vielflächner, Ebenflächner definiert als Durch-
schnitt von endlich vielen affinen Halbräumen).   

Aufgrund der in Abschnitt 3.3.3 begründeten Darstellungen der Menge  
 A := {Ψ  W : (PGΨ) ΨTL(h) = v0(h)  h  HN}  

der Bewertungsprozesse und der Inklusionen M1  A  M  gelten für ihre Teilmenge  

 A+ := A  {X > 0}  

der positiven Bewertungsprozesse (der Diskontierungsprozesse) entsprechende Aussa-
gen:  

Inklusionen und Darstellungen für die Menge A+ der positiven Bewertungsprozesse:   

Für die Menge A+ der positiven Bewertungsprozesse gelten die Inklusionen  

 M1+  A+  M +      

(M1+  M +) und die Darstellungen  

 A+ = L* -1({b})  {X > 0};           

 A+ = M1+ = M  {X0 = 1, X > 0} im Fall i) (AWSδ) 0S    0,  

  A+ = M + = M  {X > 0} im Sonderfall ii) 0S   = 0.  

Die Inklusion M1+  A+ bedeutet dabei, dass ein normierter positiver M-Normalenvektor 

  M1+ stets auch ein positiver Bewertungsprozess (ein Diskontierungsprozess) ist. Die 

Inklusion A+  M+ bedeutet, dass ein positiver Bewertungsprozess auch ein positiver M-

Normalenvektor   M+ ist. Da nun die Arbitragefreiheit (AF) äquivalent zu M1+   

und zu M +   ist, ist aufgrund der angegebenen Inklusionen die Arbitragefreiheit (AF) 

auch äquivalent zu A+  . Bei vorliegender Arbitragefreiheit existiert also stets ein positi-

ver Bewertungsprozess  in M1+, unabhängig von der Fallunterscheidung bezüglich 0S  . 

Mit dem positiven Bewertungsprozess  folgt aus der Arbitragefreiheit (AF) auch das 
LOP. Für die Arbitragefreiheit erhält man folgende Charakterisierungen:     

Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF):  
 (AF)      M+   (pos. M-Normalenvektor) 

       M1+  ( A+)  (norm. pos. M-Normalenvektor)  
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       A+  ( M +)          (pos. Bewertungsprozess) 

       L* -1({b})  {X > 0}            (pos. L* -Urbild von b).  

Bezeichnungen für einen normierten positiven M-Normalenvektor und deren Plausi-

bilisierung  
Ein normierter positiver M-Normalenvektor   M1+  A+ wird als (normierter) Zu-

stands(preis)prozess oder Diskontierungsprozess bezeichnet.40 Nach Abschnitt 3.8.1 ist 
nämlich das Maß dt,k := t(At,k) der Preis des Arrow-Debreu-Zahlungsprofils 

,, t kt A1 , sodass 

die Komponente t(At,k) des Vektors   M1+ etwas salopp auch als Preis des Ereignisses 

At,k bezeichnet werden kann. Insbesondere sind die Maße dT,k := T(ωk) = (
, kT 1 ) die Prei-

se der Zahlungsprofile 
, kT 1 , sodass diese salopp auch als Preise der Zustände ωk  Ω be-

zeichnet werden können.  
Eine ökonomische Plausbilisierung der Bezeichnung Diskontierungsprozess erfolgt in den 
Abschnitten 3.8.1 und 4.3 unter der zusätzlichen Voraussetzung der Duplizierbarkeit der 
AD-Papiere 

,, t kt A1  (d. h. der Vollständigkeit des Marktmodells), indem die Maße dt,k 

= t(At,k) = 
,,( )

t kt A 1 , d. h. die Koordinaten von   W bezüglich der W-Basis 
,, t kt A1  (t  I, 

At,k  Pt) bzw. die Komponenten von   bei der n1-Tupel-Darstellung von Abschnitt 2.6.2, 

als stochastische Diskontierungsfaktoren einer Abzinsung (Diskontierung, Barwertberech-
nung) vom Zeitpunkt t  {1,…,T} und Ereignis At,k  Pt ausgehend auf den Zeitpunkt t = 0 

und das sichere Ereignis Ω  P0 interpretiert werden können. Diese Abzinsung kann tat-

sächlich als Glattstellung (additive Ergänzung, Replizierung) mit einem Ergänzungsge-

schäft ,t k


 vom Kapitalmarkt M durchgeführt werden.  

Außerdem kann für jedes Zahlungsprofil X  L(HN) die Preisberechnung (X) = TX mit-

tels des positiven normierten Bewertungsprozesses   M1+ als Barwertberechnung (Ab-

zinsung, Diskontierung) mit  als stochastischem Diskontierungsvektor interpretiert wer-
den (Abschnitt 4.3). Auch hier kann die Abzinsung tatsächlich als Glattstellung mit einem 
Ergänzungsgeschäft vom Kapitalmarkt M durchgeführt werden. Eine grafische Darstellung 

eines Zustandsprozesses   eines arbitragefreien Marktmodells ist in der Abbildung 3.7 im 
Abschnitt 3.4.1 angegeben.  

Weitere Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF)  
Da im arbitragefreien Marktmodell der positive normierte M-Normalenvektor   M1+ 

( A+) auch ein positiver Bewertungsprozess   A+ ist und demnach das LOP gültig ist, 

gelten zunächst notwendig auch die in Satz 3.3 zur Charakterisierung des LOP angegebenen 
Gleichungen oder Gleichungssysteme, die jetzt mit einem positiven normierten Bewer-
tungsprozess   A+ in den Punkten 1) – 6) des folgenden Satzes 3.8 aufgeführt werden.     

Es wird nun noch begründet, dass die Existenz einer positiven Lösung  (ohne die Normie-
rung bei 0) für eines dieser Gleichungssysteme 1) – 6) auch hinreichend und damit cha-

 
40  Die Bezeichnung Zustands(preis)prozess und normierter Zustandsprozess findet man bei Kremer 

(2011), S. 41, 175, 177, die Bezeichnung Diskontierungsprozess bei Kremer (2017), S. 55.   
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rakteristisch für die Arbitragefreiheit (AF) ist. Damit erhält man den sogenannten Funda-
mentalsatz bzw. ersten Hauptsatz der Preistheorie für Mehrperiodenmodelle.41        

Beweis: Mit einer positiven Lösung  (0 > 0) für eines der homogenen Gleichungssysteme 1) – 4) 
existiert nämlich auch die normierte positive Lösung  ' := /0 (0‘ = 1), sodass diese nach Be-
weisteil P von Satz 3.3 auch eine Lösung für die anderen aufgeführten Gleichungssysteme darstellt. 
Da dann für  ' insbesondere auch 6) (PG+) gilt und somit ein positiver (normierter) Bewertungs-
prozess  '  A+ existiert, liegt nach obiger Charakterisierung die Arbitragefreiheit vor.  

Weiter existiert mit einer positiven Lösung  (ohne die Normierung) für das inhomogene Glei-
chungssystems 5) (Ub+), d. h. mit einem positiven L*-Urbild von b, wegen der Übereinstimmung A 

= L*-1({b}) (nach Beweisteil 2 von Abschnitt 3.3.3) auch eine positive Lösung der inhomogenen 
Preisgleichungen 6) (PG+), d. h. ein positiver Bewertungsprozess   A+. Dies bedeutet aber nach 

den obigen Charakterisierungen die Arbitragefreiheit (AF) und dann auch die Existenz eines normier-
ten positiven Bewertungsprozesses (Bed. 8).   
Die angeführten Gleichungen 1) – 6) sind also auch ohne die Normierungsbedingung 0 = 1 hinrei-
chend für die Arbitragefreiheit (AF). Diese Bedingung 0 = 1 könnte im Satz 3.8 weggelassen wer-
den, da die jeweilige Bedingung auch ohne die Normierung hinreichend für (AF) ist. Sie wird in run-
den Klammern angegeben, da sie sich aus (AF) auch herleiten lässt.  
Im Gegensatz dazu wird bei den Charakterisierungen des LOP in Satz 3.3, die hier den Bedingungen 
1) – 5) entsprechen, die Normierung Ψ0 = 1 benötigt. Bei der 6) entsprechenden Bedingung (PGΨ) 
kann aber die Normierung Ψ0 = 1 mittels einer Fallunterscheidung hergeleitet werden: Im Fall i) 

0S    0 folgt wegen A = M1 aus der Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ  A auch die Existenz 

eines normierten Bewertungsprozesses Ψ  M1  A. Im Fall ii) 0S   = 0 existiert nach Abschnitt 

3.3.3 stets ein normierter Bewertungsprozess Ψ  M1  A.       

Weiter existiert unter der Voraussetzung (AWSδ) bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) mit einem 
  M + wegen 0 > 0 auch ein   M   {X0  0} = M  \ ker L* (Satz 2.1, 11) mit  > 0 

(Bed. 9). Umgekehrt liegt ein derartiges  auch in M +, sodass durch dessen Existenz auch die Arbit-

ragefreiheit charakterisiert wird.    

Die Gleichungen 2) (KPG+)  L h


T
 = 0 liefern die Preisgleichungen für die Kapital-

marktgeschäfte Z = ( )L h


  ( )NL


H  = M und die Gleichungen 6) (PG+)  L h T =  b hT
 

allgemeiner die Preisgleichungen für alle duplizierbaren Zahlungsprofile X = L(h)  L(HN). 

Die Charakterisierung der Arbitragefreiheit durch die Existenz eines positiven Prozesses  

 W mit den zugehörigen Preisgleichungen  L h T  = V0(h) für die h  HN bzw. für die h 

 ker V0 findet man bei Kremer (2011), S. 175, 176, wobei dort der Startkapitaleinsatz 

V0(h) = 0 0S h T  mit dem Portfoliovektor h0 und noch nicht die Darstellung des Startkapital-

einsatzes V0(h) =  b hT
mittels der Handelsstrategie h im Mehrperiodenmodell verwendet 

wird.   

 
41  Kremer behandelt den Fundamentsatz der Preistheorie für das Einperiodenmodell auf (2011) 

S. 40, (2017) S. 23, 24  und für das Mehrperiodenmodell auf (2011) S. 175, 176.   
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Satz 3.8 Erster Hauptsatz bzw. Fundamentalsatz der Preistheorie für das Mehr-
periodenmodell mit den Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF)  

Das Marktmodell ((S,δ),F) ist genau dann arbitragefrei, wenn eine der folgenden zueinan-

der äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:  
1)      W  mit  > 0 und TZ = 0   Z  M    (0 = 1)  

2) (KPG+)     W  mit  > 0 und  L h


T
 = 0   h  HN    (0 = 1)  

3)      W  mit  > 0 und TL(h) = 0   h  ker V0    (0 = 1) 

4)      W  mit  > 0 und *( )L 


 = 0     (0 = 1) 

5) (Ub+)    W  mit  > 0 und L*() = b   (0 = 1; pos. L*-Urb. v. b) 

6) (PG+)     W  mit  > 0 und TL(h)  = bTh    h  HN    (0 = 1)  

     (pos. Bew.proz.   A+, Diskontierungsproz. m. Preisgleich.) 

7) (N+)    M  mit  > 0   (pos. M-Normalenvektor) 

8) (NN+)    M  mit  > 0 und 0 = 1  (pos. norm. M-Normalenvektor)  

Unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 ist die Arbitragefreiheit (AF) auch äquivalent zu  

9)      M   {X0  0} = M  \ ker L* mit  > 0 (nichtleere Differenz).    

Algebraische Berechnung des Preises eines Zahlungsprofils mittels eines Diskontie-
rungsprozesses   
Mit dem normierten positiven M-Normalenvektor   M1+ ( A+) erhält man also für je-

des Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) und jede Duplikationsstrategie h  L-1({X}) von X den 

Preis (X) durch  

 (X)  = 0( )V h  =  b hT  = *( )  L h T  = ( )L h T  = X T      

   = , ,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 

  

   = 1X0(Ω) + , ,
1 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 
 ,  

ohne eine Duplikationsstrategie h für X berechnen zu müssen. Eine Interpretation dieser 
Preisbestimmung als verallgemeinerte stochastische Diskontierung der Zahlungen Xt(At,k) 
auf eine gleichwertige sichere Zahlung (X) im Zeitpunkt s = 0 erfolgt in Abschnitt 4.3 un-
ter Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der Vollständigkeit (VS).  

Der Preis (X) = X T
 ist für X  L(HN) unabhängig von der Duplikationsstrategie h 

 L-1({X}) und (wie in Abschnitt 3.4 bei der Erläuterungen zu Satz 3.3 begründet wird) 
auch unabhängig von der Lösung   L*-1({b}). Für die Preisbestimmung wird jetzt nur 
der innerhalb des Marktmodells ermittelte positive normierte M-Normalenvektor  

 M1+  W = W(F) verwendet. Die tatsächlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten der bei der 

Modellierung des Preisprozesses S auftretenden Ereignisse At,k  Pt gehen nicht ein.  

Durch den positiven Bewertungsprozess   ist auf W eine lineare Abbildung    

  = ,.
W

 = T : X  W # (X) = , X
W

 = TX    
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definiert, die auf dem Unterraum L(HN) von W die Preise der Zahlungsprofile X liefert. We-

gen der Positivität von  ist jetzt (X) > 0 für alle X  0


W  und daher  eine sogenannte 

positive Linearform (ein positives lineares Funktional). Auf L(HN) liefert  ein positives 

lineares Bewertungsfunktional.      

Die Abbildung 3.7 in Abschnitt 3.4.1 illustriert, dass unter der Voraussetzung (AWSδ) im 
arbitragefreien Marktmodell ((S,δ),F) der Unterraum M genau um eine Dimension kleiner 

ist als der L-Bildraum L(HN) und dass der Unterraum M genau um eine Dimension größer 

ist als der L*-Kern ker L*. Das orthogonale Komplement M  von M enthält jetzt (im Un-

terschied zu einem Marktmodell, in dem nur das LOP gültig ist) sogar einen positiven Pro-
zess  
   M  \ ker L* = M  {X0  0},  

für den o. E. die Normierung 0 = 1 erfüllt ist. Als eine für die Arbitragefreiheit charakte-
ristische Lagebeziehung für die Unterräume M und ker L* von W erhält man für M die 

Darstellung als direkte Summe von ker L* und dem eindimensionalen Unterraum lin {} 
mit einem positiven Prozess   M \ ker L*:        

 M = ker L*  lin {}.     

Vielfalt der Diskontierungsprozesse  
Nach der Aussage von Satz 3.6, 3a) „⇒“ in Abschnitt 3.5.3 zur gleichzeitigen Gültigkeit 
des LOP und der Vollständigkeit (VS) ergibt sich jetzt hier, dass insbesondere unter der 
Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der Vollständigkeit (VS) genau ein positives 
L*-Urbild von b bzw. genau ein Diskontierungsprozess  existiert. Es existiert dann auch 
genau eine Linearform  = ,.

W
 = T auf ganz W, die auf L(HN) die Preise liefert und 

die eine sog. positive Linearform ist ((X) > 0 für alle X  0


W ).  

Es wird jetzt mit Teil b) des nachfolgenden Satzes 3.9 noch gezeigt, dass unter der Vo-
raussetzung der Arbitragefreiheit (AF) bei unvollständigem Marktmodell mehrere Diskon-
tierungsprozesse existieren, nämlich p + 1 affin unabhängige Diskontierungsprozesse, wenn 
p = dim ker L* ist. Damit ist die Existenz von genau einem Diskontierungsprozess auch 
hinreichend für die Vollständigkeit des Marktmodells. Insgesamt erhält man damit den fol-
genden Satz, den sog. zweiten Hauptsatz der Preistheorie, der in Teil a) besagt, dass bei 
vorliegender Arbitragefreiheit das Marktmodell genau dann vollständig ist, wenn genau ein 
Diskontierungsprozess existiert.  

Satz 3.9 Zweiter Hauptsatz der Preistheorie für das Mehrperiodenmodell mit der 
Charakterisierung der Vollständigkeit (VS) und der Angabe der Maximal-
anzahl von affin unabhängigen Diskontierungsprozessen   

Es sei für das Marktmodell ((S,δ),F) die Arbitragefreiheit (AF) vorausgesetzt. Es gelten 

dann die folgenden Aussagen:  

a) Das Marktmodell ist genau dann vollständig, wenn genau ein Diskontierungsprozess  
existiert.      

b) Ist p := dim ker L* die Dimension des Kerns ker L* der zu L adjungierten Abbildung 
L*, so ist p + 1 die Maximalanzahl von affin unabhängigen Diskontierungsprozessen.   
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Beweis: a) Nach obiger Vorbemerkung ist für die Aussage a) nur noch die Beweisrichtung „⇐“ zu 
zeigen, nämlich dass aus der Existenz von höchstens einem Diskontierungsprozess die Vollständig-
keit folgt bzw. dass bei Nichtvorliegen der Vollständigkeit die Existenz von mehreren Diskontie-
rungsprozessen folgt. Damit ist nach Satz 3.6, 3a) auch gezeigt, dass bei der Existenz von höchstens 
einem Diskontierungsprozess (positiven Bewertungsprozess) auch nur höchstens ein Bewertungs-
prozess existiert. Aus der Arbitragefreiheit (AF) folgt nach den obigen Charakterisierungen die Exis-
tenz eines normierten positiven M-Normalenvektors  ', also eines Prozesses  

  '  M1+ = M   {X0 = 1, X > 0}  A+  A = L*-1({b}).    

Aus der Unvollständigkeit des Marktmodells folgt nach Satz 3.6, 1)  ker L*  O, also die Existenz ei-
nes Prozesses  
 Y  ker L* \ O  
Es wird nun gezeigt, dass der Prozess  
  :=  ' + Y   ' + ker L* = L*-1({b}) = A      

mit geeignetem  > 0 (  ) einen positiven Bewertungsprozess   A+ mit    ' liefert. Wegen 

Y  0 und   0 ist    '. Weiter ist noch   > 0 bzw. mit den Abkürzungen dt,k :=  '(At,k) > 0 und 
yt,k := Y(At,k) (t  I, At,k  Pt) für alle Indizes t und k die Bedingung  

(*)  (At,k) = dt,k + yt,k > 0  
zu sichern. Im Fall yt,k = 0 ist (*) für beliebiges    erfüllt. Im Fall yt,k  > 0 ist (*) für beliebiges  
 0 gültig. Für den Fall yt,k  < 0 wählt man  mit  
 0 <  < min {dt,k/yt,k : (t,k) mit yt,k < 0},  
womit auch in diesem Fall die Bedingung  < dt,k/yt,k bzw. (*)  dt,k > - yt,k erfüllt ist. Damit ist auch 
 > 0 gezeigt und  somit ein weiterer von  ' verschiedener und dann ein von  ' affin unabhängi-
ger positiver Bewertungsprozess (Diskontierungsprozess).  

b) Ist p := dim ker L*, so gibt es (maximal) p linear unabhängige Y i  ker L* (i = 1,…,p). Ist bei vor-
liegender Arbitragefreiheit (AF)  
  '  M1+  A+  A = L*-1({b})  

ein spezieller Diskontierungsprozess und setzt man noch Y 0 := 0, so erhält man mit den Prozessen   
  i :=  ' + iY i   ' + ker L* = L*-1({b}) = A      (i   \ {0}, i = 0,…,p)  

(vergleiche Abschnitt 3.5.1) zunächst die Maximalanzahl von p + 1 affin unabhängigen Bewertungs-
prozessen. Wie in Beweisteil a) gezeigt wurde, kann durch die passende Wahl der i,  

 0 < i < min {dt,k/ ,
i

t ky  : (t,k) mit ,
i

t ky  < 0}  ( ,
i

t ky  := Y i(At,k), t  I, At,k  Pt),  

noch die Positivität der Bewertungsprozesse  i gesichert werden. Somit erhält man auch die Maxi-
malanzahl von p + 1 affin unabhängigen Diskontierungsprozessen.    

In der nachfolgenden Tabelle 3.1 wird eine Zusammenstellung der Charakterisierungen ver-
schiedener Begriffe, nämlich der Duplizierbarkeit, der Vollständigkeit, des LOP und der 
Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell gegeben. Für die Charakterisierung des LOP 

wird dabei die mathematisch-technische Voraussetzung (AWSδ), dass der Anfangswert 0S   

des Preisprozesses S   von Null verschieden ist, verwendet. Bei den inhomogenen Glei-

chungen (PGΨ) und L*(Ψ) = b muss dann die Normierungsbedingung Ψ0 = 1 nicht extra 
angegeben werden. Bei der Charakterisierung der Arbitragefreiheit (AF) mit dem positiven 
Diskontierungsprozess  kann bei den Gleichungen die Normierungsbedingung 0 = 1 
stets (mittels Division von  durch 0) erreicht werden und somit weggelassen werden.    
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Tab. 3.1 Charakterisierungen der Duplizierbarkeit, der Vollständigkeit, des Law of One Price und 
der Arbitragefreiheit beim Mehrperiodenmodell unter der Voraussetzung (AWSδ) 
(B = lin {b}, M = 0(ker )L V  = L(B), V = 0,lin{ }1 , m = dim HN , n1 = dim W)        

Duplizierbarkeit  
(DP) 
 
 

X  W ist duplizierbar 

  h  HN mit X = L(h)   

 X  L(HN)   (X ist L-Bild) 

 X  ker L* (Orthogonalität von X u. ker L*) 

Vollständigkeit  
(VS)  

((S,δ),F) ist vollständig, d. h.  X  W ist X = L(h) mit einem h  HN    

 L(HN) = W    (L surjektiv, Maximalität von L(HN))             

 ker L* = O  (L* injektiv, Trivialität von ker L*)   

  *( )L   = b hat höchstens eine Lösung Ψ  W 

Law of One Price  
(LOP) 
 

 X  L(HN):  V0(h) = 0 0S h T  konstant für alle h  HN mit L(h) = X   

  X  L(HN):  R0(h) = 0 1S hT  konstant für alle h  HN mit L(h) = X   

  X  L(HN):  V0(h) konstant für alle h  L-1({X})   

 0( )V f  =  b fT  = 0 für alle f  HN mit L(f) = 0  

 ker L  0kerV  = {b}   (Inkl. d. Kerne, z. B. bei inj. L bzw. ker L = O)    

 b  (ker L) = *( )L W       (b ist L*-Bild) 

 B  *( )L W          (Inklusion von B im L*-Bildraum)       

  Ψ  W mit L*(Ψ) = b        (L*-Urbild von b) 

  Ψ  M mit L*(Ψ) = b    (L*-Urbild von b) 

  Ψ  M \ ker L* ( W  mit L*(Ψ) = b)  (nichtleere Differenz) 

 (NN)  Ψ  M mit Ψ0 = 1    (norm. M-Normalenvektor)       

 1   L(HN) mit L*() = b    (dupliz. L*-Urbild von b)     

 1   L(HN)  M  {X0 = 1}   (dupliz. norm. M-Normalenv.)       

  Ψ  M \ ker L* mit M = ker L*  lin {Ψ}    (echte Teilmenge) 

 dim M = dim ker L* + 1  (Dimensionsgleichung) 

 ker L* ist eine Hyperebene von M   (Struktur von M ) 

 L*(M ) = B     (Maxim. bzw. Eindimens. von L*(M))  

 L*(W) = B  L*(M)       (L*(W) als direkte Summe) 

 L*(M) ist Hyperebene von *( )L W     (echte Teilmenge) 

  X  L(HN)  1 additive Zerlegung X = Y + Z mit Y  V, Z  M  

  X  L(HN): 1 additive Zerlegung X = Y + Z mit Y  V, Z  M  

 V  M = O  (trivialer Durchschnitt) 

 E = V  M          (Nichtinklusion) 

 M  E = {X0 = 0}      (Nichtinklusion) 

 M  E  M = ker L*    (Nichtinklusion) 

 M  \ ker L* = M  \ E = M   {X0  0}    (nichtleere Differenz) 

 L(HN) = V  M   (L(HN) als direkte Summe) 

 dim L(HN) = dim M + 1   (Dimensionsgleichung) 

 M ist eine Hyperebene von L(HN)  (echte Teilmenge) 
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 (PGΨ)   Ψ  W mit ( ) L h T  =  b hT  h  HN    

  (Bewertungsprozess mit Preisgleich.) 

 (KPGΨ)   Ψ  W mit  L h


T  = 0  h  HN,  Ψ0 = 1  

   Ψ  W mit ( ) L h T  = 0  h  ker V0,  Ψ0 = 1 

   Ψ  W mit Z T  = 0  Z  M,  Ψ0 = 1  

   Ψ  W mit *( )L 


 = 0,   Ψ0 = 1    

 L*(W) = B  *( )L


W     

LOP nicht gültig 

 

 

 

 

 

 

 
 

 X  L(HN): 0 ( )V h  nicht konstant für alle h  L-1(X)  

  f  HN mit L(f) = 0 , 0( )V f   0   

 ker L  0kerV  = B   (Nichtinklusion der Kerne) 

 B  *( )L W       (Nichtinklusion von B im L*-Bildraum) 

 V  M  O  (nichttrivialer Durchschnitt)  

 E = V   M  (Inklusion) 

 M = L(HN)  (Maximalität von M) 

 M  E = {X0 = 0}     (Inklusion) 

 M = E  M = ker L*   (Übereinstimmung) 

 L*(M ) = O      (Trivialität von L*(M )) 

 L*(W) = L*(M)    (Maximalität von L*(M)) 

 L*(W) ⊊ B + *( )L


W       (echte Inklusion) 

(VS) , LOP L(HN) = W  , M ist Hyperebene von L(HN)  (max. L(HN) , nichtmax. M) 

 L(HN) = M  M mit dim M = 1  

 L(HN) = M  M, M = lin Ψ mit einem Ψ  W \ O   

 1 Ψ  W mit L*(Ψ) = b      

 A = L*-1({b}) = 1  

(VS) , m = n1  

 

L surjektiv , m = n1    
 L ist ein Isomorphismus   
 L* ist ein Isomorphismus 

(VS) , 
LOP ungültig 

M = L(HN) = W        (Maximalität von M u. L(HN))  

 M = ker L*  , ker L* = O 

 M = O    (Trivialität von M ) 

Arbitragefreiheit  
(AF)  

 

± h  HN mit V0(h) = 0 , L(h)  0       (keine Arbitragegelegenheit) 

 ± h  HN mit ( )L h


  0        

 M  0


W  =    (leerer Durchschnitt) 

 (N+)    M mit   > 0  (pos. M-Normalenvektor)  

 (NN+)     M mit   > 0 und 0 = 1  (pos. norm. M-Normalenv.)  

     W mit  > 0, Z T  = 0  Z  M   (0 = 1) 

 (KPG+)    W mit  > 0,  L h


T
 = 0  h  HN  (0 = 1)  
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     W mit  > 0,  L h T  = 0  h  ker V0 (0 = 1) 

     W mit  > 0, *( )L 


 = 0   (0 = 1)   

 (PG+)    W mit  > 0,  L h T  =  b hT   h  HN   

  (Diskontierungsprozess m. Preisgleich.) 
     W mit L*() = b,  > 0  (pos. L*-Urbild von b) 

     M \ ker L* = M   {X0  0} mit   > 0  

(AF)  (LOP)  

(VS) , (AF)  

 

L(HN) = W  ,     M  0W               

 L(HN) = W = M  M mit M = lin ,  > 0                  

 A+ = L*-1({b}) = M1+  = 1              

3.6.2 Berechnung eines Diskontierungsprozesses   

Um für ein Marktmodell die Arbitragefreiheit nachzuweisen, ist nach Satz 3.8 ein positiver 
normierter M-Normalenvektor   M1+ zu bestimmen. Es ist somit eine positive Lösung 

Ψ =  für das unendliche Gleichungssystem  

 Z T  = 0  Z  M  

bzw. das dazu äquivalente endliche Gleichungssystem  
 ΨTFt,j,k = 0  t  {1,…,T}, j  J = {1,…,N}, k  {1,…,kt-1}  
mit der Anfangsbedingung Ψ0 = 1 zu berechnen (Definition der einperiodischen Termin-
geschäfte Ft,j,k  M in Abschnitt 3.7.2). Dazu löst man, wie oben in Abschnitt 3.4.3 bei der 

Berechnung eines normierten Bewertungsprozesses Ψ  M1  A dargestellt, beginnend 

mit dem Anfangswert  
 Ψ0(A0) = 1  
der Reihe nach für die Zeitpunkte t = 1,…,T und Knoten At-1,k  Pt-1, k = 1,…,kt-1, mit den 

jeweiligen Nachfolgerknoten At,m  At-1,k (m  {1,…,kt}) des Informationsbaums jeweils 
das zugehörige Gleichungssystem mit den N Gleichungen nach den zu den Indizes m mit 
At,m  At-1,k gehörigen Unbekannten ,( )t t mA  auf: 

(GSΨAt-1,k) 
, 1,

,
, ,( ) ( )

t m t k

j
t t m t t m

A A

A S A


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )j
t t kS A   (j = 1,…,N).  

Im obigen Beispiel 3.3 in Abschnitt 3.4.3 würde man ein arbitragefreies Marktmodell erhal-

ten, wenn man beispielsweise beim Preisprozess S den Wert ,1
2 2( )S   = 1

2 2( )S   = 29 durch 

den Wert 67 ersetzt, da dann die positive Lösung  
  = (1; 0.5,0.5;0.108,0.383,0.204,0.306)T  

für das Gleichungssystem Z T
 = 0  Z  M existiert.   
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3.6.3 Äquivalenz der Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell zur Ar-
bitragefreiheit in den enthaltenen Einperiodenmodellen 

Analog zu der in Abschnitt 3.2.5 (Satz 3.1) begründeten Äquivalenz der Vollständigkeit ei-
nes Mehrperiodenmodells zur Vollständigkeit aller enthaltenen Einperiodenmodelle kann 
der gleiche Sachverhalt hinsichtlich der Arbitragefreiheit bewiesen werden. Dieser wird im 
folgenden Satz dargestellt.42 Der Beweis erfolgt hier mittels der Existenz eines Diskontie-
rungsprozesses  des Mehrperiodenmodells und der Existenz von Diskontvektoren φt der 
Einperiodenmodelle.    

Satz 3.10 Äquivalenz der Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell zur Arbit-
ragefreiheit in allen enthaltenen Einperiodenmodellen   

Im Mehrperiodenmodell liegt genau dann Arbitragefreiheit (AF) vor, wenn dies auch für al-
le enthaltenen Einperiodenmodelle gilt.  

Beweis: a) „⇐“: In allen enthaltenen Einperiodenmodellen eines Mehrperiodenmodells liege die Ar-
bitragefreiheit vor. Für die Gültigkeit der Arbitragefreiheit (AF) im Mehrperiodenmodell wird die 
Existenz eines Diskontierungsprozesses Ψ = , also einer positiven Lösung des Gleichungssystems 
(GSΨAt-1,k), mit dem Prinzip der vollständigen Induktion gezeigt. Als Induktionsbeginn setzt man 
0(A0) := 1 > 0, womit  schon im Ausgangsknoten A0 passend definiert ist. Die Induktionsannahme 
besteht darin, dass für ein t  {1,…,T} schon für alle zu den Ausgangsknoten As-1,k (0 < s < t, 
k  {1,…,ks-1}) gehörigen Gleichungssysteme (GSΨAs-1,k) die Existenz von positiven Lösungen s 
und damit insbesondere die Existenz einer positiven Lösung t-1 (s = t - 1) für die Gleichungssysteme 

(GSΨAt-2,k)   
1, 2,

1 1, 1 1,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 
 

   

  = 2 2,( )t t kA   2 2,( )t t kS A   

(At-2,k  Pt-2) nachgewiesen ist. Als Induktionsschluss t-1  t (t  {1,…,T}) zeigt man für jedes 

k  {1,…,kt-1} und für alle At,m  At-1,k, dass dann auch das Gleichungssystem (GSΨAt-1,k) eine auf den 
At,m  At-1,k positive Lösung Ψt = t besitzt: Da in dem zum Ausgangsknoten At-1,k (t  1) gehörigen 
Einperiodenmodell die Arbitragefreiheit gilt, existiert nach Abschnitt 6.2.3 ein auf den Knoten 
At,m  At-1,k definierter Diskontvektor φt als positive Lösung des Gleichungssystems43      

 
, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1 1,( )t t kS A  .  

Mit der Definition  
 t(At,m) := t-1(At-1,k)φt(At,m)  
erhält man dann wegen der gemäß Induktionsannahme vorliegenden Positivität von t-1(At-1,k) auch 
eine auf den At,m  At-1,k definierte positive Lösung Ψt = t des Gleichungssystems  

(GSΨAt-1,k) 
, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )t t kS A  .  

 
42  Die Äquivalenz der Arbitragefreiheit eines Mehrperiodenmodells zur Arbitragefreiheit der enthal-

tenen Einperiodenmodelle findet man bei Kremer (2011) auf S. 175 und (2017) auf S. 69 in Lem-
ma 2.22.    

43  Für ein im Mehrperiodenmodell enthaltenes Einperiodenmodell liegt die Arbitragefreiheit (AF) 

nach Abschnitt 6.2.3 genau dann vor, wenn die Preisprozesskomponente 1 1,( )t t kS A   des Aus-

gangsknotens At-1,k eine Positivkombination (positive Linearkombination) der Preisprozesskom-

ponenten ,( )t t mS A  seiner Nachfolgerknoten At,m  At-1,k ist und somit ein Diskontvektor φt für das 

Einperiodenmodell existiert.    
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Da in allen enthaltenen Einperiodenmodellen die Arbitragefreiheit gilt, erhält man insgesamt einen 
auf allen Argumenten (t,At,m) (t  I, At,m  Pt) definierten positiven Prozess , der das Gleichungs-

system (GSΨAt-1,k) (t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}) mit der Anfangsbedingung Ψ0 = 1 erfüllt und daher 
ein positiver normierter M-Normalenvektor   M1+  A ist. Nach Satz 3.8, 8) (NN+) von Ab-

schnitt 3.6.1 liegt somit die Arbitragefreiheit auch im Mehrperiodenmodell vor. Mittels vollständiger 
Induktion erhält man die Berechnung der Diskontierungsprozesskomponente t(At) eines Knotens At 
= At,m  Pt aus den Diskontvektorkomponenten φs(As) des Knotens At selbst und der dazu eindeutig 

bestimmten Vorgängerknoten As  Ps (s = t-1,…,0; φ0(A0) := 0(A0) = 1):  

 t(At) = φ0(A0)φ1(A1)… φt-1(At-1)φt(At)  mit A0  A1  …  At.44        

b) „“: Falls im Mehrperiodenmodell die Arbitragefreiheit vorliegt, also ein normierter Diskontie-
rungsprozess Ψ =   M1+  A als positive Lösung des Gleichungssystems (GSΨAt-1,k) 

(t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}) mit der Anfangsbedingung Ψ0 = 1 existiert, liefert  
 φt(At,m) := t(At,m)/t-1(At-1,k)   
wegen der Positivität45 von t-1(At-1,k) und t(At,m) eine auf den At,m  At-1,k definierte positive Lösung 
φt des Gleichungssystems    

 
, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1 1,( )t t kS A  ,  

somit nach Abschnitt 6.2.3 (Satz 6.4) für das zu At-1,k gehörige Einperiodenmodell einen Diskontvek-
tor φt und die Gültigkeit der Arbitragefreiheit.     

3.6.4 Geometrische Interpretation des schrittweisen Übergangs vom 
LOP zur Arbitragefreiheit (AF)    

Im Mehrperiodenmodell sei das LOP gültig, Ψ  M1  A ein normierter Bewertungs-

prozess und somit Ψ eine Lösung des linearen Gleichungssystems  
(GSΨAt-1,k) 

, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )t t kS A     

(t  {1,…,T}, k  {1,…,kt-1}) mit Anfangswert Ψ0 = 1. Wenn für ein im Mehrperiodenmo-
dell enthaltenes Einperiodenmodell sowohl im Ausgangsknoten At-1,k als auch in dessen 
Nachfolgerknoten At,m  At-1,k der Bewertungsprozess Ψ positiv ist, so liegt (wie schon in 
Beweisteil b) von Satz 3.10 dargestellt wurde) für dieses Einperiodenmodell eine auf den 
At,m  At-1,k definierte positive Lösung φt(At,m) := Ψt(At,m)/Ψt-1(At-1,k) des Gleichungssystems    
 

, 1,

, ,( ) ( )
t m t k

t t m t t m
A A

S A A 


  = 1 1 1,( )t t kS A  ,   

somit nach Abschnitt 6.2.3 (Satz 6.4) ein Diskontvektor φt und die Arbitragefreiheit vor. In 
Abschnitt 3.4.5 wurde mit dem Alternativsatz 3.5 der konvexen Geometrie bewiesen, dass 
der von den W-Basisvektoren 

,, t kt A1  zur Indexmenge I+(W,Ψ) (der positiven Bewertungs-

prozesskomponenten Ψt(At,k)) aufgespannte punktierte konvexe lineare Kegel  
 0 ( )


W  = cone {

., t kt A1  : (t,At,k) mit Ψt(At,k) > 0} \ {0},     

 
44  Diese Berechnungsformel für den Diskontierungsprozess  aus den Diskontvektoren s der ent-

haltenen Einperiodenmodelle bringt Kremer (2017) auf S. 175f in (3.16) u. (3.18).  
45  Die Positivität der Komponenten des Diskontierungsprozesses ist hier entscheidend für die Exis-

tenz eines (positiven) Diskontvektors im Einperiodenmodell. Im Gegensatz dazu muss beim ent-
sprechenden Satz 3.4 zum LOP in Abschnitt 3.4.4 das Nichtverschwinden der Bewertungspro-
zesskomponente Ψt-1(At-1,k) noch extra vorausgesetzt werden.   
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der sog. Ψ-schwach positive Orthant 0 ( )


W , mit der Menge M der Kapitalmarktge-

schäfte einen leeren Durchschnitt hat:  
 M  0 ( )


W  = .    

Zunächst liegt bei einem Mehrperiodenmodell mit gültigem LOP und somit einem normier-
ten Bewertungsprozess Ψ  M1  A zumindest der punktierte Strahl 

 E>0  = cone 0,1  \ {0} = { 0 0,X 1   W : X0 > 0}  

wegen Ψ0 > 0 im Ψ-schwach positiven Orthanten 0 ( )


W . Mit der schrittweisen Zunahme 

der Anzahl der positiven Bewertungsprozesskomponenten Ψt(At,k) wächst dann aber auch 
die Anzahl der arbitragefreien enthaltenen Einperiodenmodelle und die Ausdehnung des Ψ-
schwach positiven Orthanten 0 ( )


W . Durch den größer werdenden Orthanten 0 ( )


W  

wird der Unterraum M der Kapitalmarktgeschäfte fortschreitend verlagert. Wenn schließ-

lich alle Komponenten Ψt(At,k) des Bewertungsprozesses Ψ positiv sind, liegt in allen ent-
haltenen Einperiodenmodellen die Arbitragefreiheit vor und bildet der punktierte Kegel 

0 ( )


W  den gesamten schwach positiven Orthanten 0


W  von W. Die Hyperebene M von 

L(HN) liegt dann derart im Raum W, dass sie den gesamten schwach positiven Orthanten 

0


W  nicht trifft (M  0


W  = ) und das gesamte Mehrperiodenmodell arbitragefrei ist. 

 

3.7 Folgerungen aus dem Law of One Price bzw. der Arbitra-
gefreiheit      

3.7.1 Unterraum M als Menge der Kapitalmarktgeschäfte mit dem 

Preis Null   

Für ein Zahlungsprofil Z im Unterraum  

 M = 0(ker )L V  = L(B) = ( )NL


H   

gibt es eine Handelsstrategie h  0kerV  mit Z = L(h) = ( )L h


 und dem bei Durchführung 

der Handelsstrategie zum Zeitpunkt t = 0 vom Portfolioinhaber aufzubringenden Startkapi-
taleinsatz   

 0( )V h  = 0 0S h T  = 0  bzw.  ( )V h


 = 0.  

Wegen ( )V h


 = 0 entwickelt sich das Zahlungsprofil Z allein aus dem zu den Zeitpunkten 

t  I erfolgenden Handel mit den N Wertpapieren Sj des Marktmodells: Für die nachfolgen-
den Zeitindizes t = 1,…,T gehört nämlich zu jedem Portfoliovektor ht sowohl der Kauf des 
Portfolios Rt-1(h) = 1t tS h   zum Zeitpunkt t-1 für die Reinvestition in das Portfolio als auch 

der Verkauf des sich aus Rt-1(h) zufallsabhängig entwickelten Portfolios Vt(h) = t tS h   zum 

Zeitpunkt t zur Bereitstellung der Portfolioauszahlung Lt(h) und des Reinvestitionswerts 
Rt(h). Der Unterraum M ist somit die Menge der Kapitalmarktgeschäfte des Marktmo-

dells ((S,δ),F).       
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Bei Gültigkeit des LOP existiert ein Bewertungsprozess Ψ  A  M für die duplizierbaren 

F-adaptierten Zahlungsprofile. Jedes Kapitalmarktgeschäft Z = L(h)  M = 0(ker )L V  be-

sitzt den Preis  

 (Z) = Z T  = 0( )V h  = 0  

und wird daher als indifferent, d. h. weder als vorteilhaft noch als unvorteilhaft, angesehen. 
Umgekehrt gilt für ein Zahlungsprofil Z = L(h)  L(HN) mit dem Preis (Z) = 0 die Preis-

gleichung (PGΨ) 0 = (Z) = Z T  = bTh = 0( )V h und somit die Inzidenz  Z = L(h) 

 L(ker V0) = M. Insgesamt erhält man daher für die Menge M der Kapitalmarktgeschäfte 

die Darstellung  

 M = L(HN)  {Ψ}.  

Die zu einem Bewertungsprozess Ψ gehörige Linearform  = ΨT besitzt also auf M den 

Wert Null und auf L(HN) \ M von Null verschiedene Werte.  

3.7.2 Kapitalmarkt M als lineare Hülle der einperiodischen Termin-

geschäfte Ft,j,k   

Es wird nun im nachfolgenden Beweis noch gezeigt, dass jedes Kapitalmarktgeschäft 
Z = L(h)  M eine mittels der Portfoliovektoren ht gebildete Kombination der einperio-

dischen Termingeschäfte (Forwardgeschäfte)  

 ,t jT := - 1
j

tS   1,t 1  + , j
tS   ,t 1     

   =  ,
10,...,0, - , ,0,...,0j j

t tS S 
 

T

  M  

(t  {1,…,T}, j  J = {1,…,N}) von Beispiel 3.1 in Abschnitt 3.1 ist:  

 Z = C(h) := ,

1 1

T N
j t j

t
t j

h T
 

 .  

Da die Ft-1-messbaren reellwertigen Zustandsfunktionen j
th  : Ω   einer Handels-

strategie h  HN für t  2 im Allgemeinen auf Ω nicht konstant sind, ist das Kapitalmarktge-

schäft C(h) keine Linearkombination der Termingeschäfte ,t jT  mit konstanten Koeffizien-

ten.  

Nur im deterministischen Fall sind die Zustandsfunktionen 1 1,( )j
t t kS A   = 1

j
tS  , ,

,( )j
t t kS A  

= ,j
tS  , 1,( )j

t t kh A   = j
th , ,( )t t kZ A  = Zt jeweils konstant für alle At-1,k  Pt-1 bzw. At,k  Pt, 

sodass dann Z  M eine Linearkombination der deterministischen einperiodischen Termin-

geschäfte ,t jT  ist. Im deterministischen Fall bedeutet die Duplizierbarkeit von X somit die 

Summendarstellung  

 X = ( )V h


 + ( )L h


,  

wobei ( )L h


 = C(h) eine Linearkombination der ,t jT  ist. Die Vollständigkeit des Marktmo-

dells bedeutet in diesem deterministischen Fall dann, dass jeder Zahlungsstrom X 
 L(HN) = W (dim W = n1 = k0 +…+ kT = T + 1) eine Summe aus einem Bewertungszah-
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lungsstrom ( )V h


 = ( 0( )V h ,0,…,0)T und einer Linearkombination der T indifferenten Ka-

pitalmarktgeschäfte ,t jT  (t  {1,…,T}) ist.                 

Weiter wird im stochastischen Fall für Z = C(h)  M die Koordinatendarstellung  

 Z = 
1

, ,
1,

1 1 1

( )
tkT N

j t j k
t t k

t j k

h A F



  
   

bezüglich des endlichen Erzeugendensystems der Forwardgeschäfte    
 Ft,j,k  := 

1, ,

, 1,

,
1 1, 1, , ,- ( ) ( )

t k t m

t m t k

j j
t t k t A t t m t A

A A

S A S A





  


 1 1   

  = 
1, ,

, 1,

,
1 1, ,0,...,0,- ( ) , ( ) ,0,...,0

t k t m

t m t k

j j
t t k A t t m A

A A

S A S A





 


 
  

 
1 1

T

  M   

(t  {1,…,T}, j  J = {1,…,N}, k  {1,…,kt-1}) von M bewiesen.  

Somit ist der Kapitalmarkt M des Marktmodells die lineare Hülle der endlich vielen einpe-

riodischen Forwardgeschäfte Ft,j,k:   
 M = lin {Ft,j,k : t  {1,…,T}, j  J, k  {1,…,kt-1}}.   

Das endliche Erzeugendensystem Ft,j,k von M wird in Abschnitt 3.4.3 verwendet, um bei 

der Bestimmung eines Bewertungsprozess Ψ das unendliche Gleichungssystem ΨTZ = 0 
 Z  M durch das äquivalente endliche Gleichungssystem ΨTFt,j,k = 0  t  {1,…,T}, j 

 J, k  {1,…,kt-1} zu ersetzen.  

Beweis: In Beispiel 3.1 von Abschnitts 3.1 wurde gezeigt, dass jedes einperiodische Termingeschäft 
,t jT  mittels der speziellen Handelsstrategie 

,t j  = ej1t,Ω duplizierbar ist und im Unterraum M 

= 0(ker )L V  = ( )NL


H  der duplizierbaren Zahlungsprofile liegt, die ohne Startkapitaleinsatz zum 

Zeitpunkt t = 0 dupliziert werden können. Das Finanzgeschäft ,t jT  besteht in dem Kauf des Wertpa-

piers S j zum Zeitpunkt t - 1 und dem Verkauf dieses Wertpapiers zum Zeitpunkt t. Es wird nun ge-
zeigt, dass sich die Zugehörigkeit zum Kapitalmarkt M des Marktmodells auch überträgt auf das zur 

Stückzahl j
th  gehörige Zahlungsprofil   

 , ( )t j j
tC h  := ,j t j

th T  =  ,
10,...,0,- , ,0,...,0j j j j

t t t tS h S h
   

T

,     

das zum Portfoliovektor ht gehörige Zahlungsprofil  

 Ct(ht)  := 
,

1

( )
N

t j j
t

j

C h

  =  10,...,0,- , ,0,...,0t t t tS h S h

   
T

         

   = 1 1, ,- ( ) ( )t t t t t tS h S h
      1 1  

und das zur Handelsstrategie h gehörige Zahlungsprofil  

 C(h)  := 
1

( )
T

t
t

t

C h


  =  1
1

0,...,0,- , ,0,...,0
T

t t t t
t

S h S h




  
T

.      

Es genügt zu beweisen, dass , ( )t j j
tC h  im Unterraum M liegt, da dann auch die Zahlungsprofile Ct(ht) 

und C(h) als Summen der , ( )t j j
tC h  sich ebenfalls im Unterraum M befinden. 

Das Finanzgeschäft , ( )t j j
tC h  = ,j t j

th T  ist das j
th -fache des zum Wertpapier Sj gebildeten Termin-

geschäfts ,t jT  und besteht in dem Kauf der Portfolio-Position j j
t th S  des Wertpapiers jS  zum Zeit-
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punkt t - 1 und dem Verkauf der Portfolio-Position ,j j
t th S  dieses Wertpapiers zum Zeitpunkt t.  

Bei dem Finanzgeschäft Ct(ht) wird zum Zeitpunkt t - 1 das aus den N Wertpapieren Sj gemäß Portfo-

liovektor ht gebildete Portfolio 1t tS h   = 1t tS h
T  = 1 1

1t tS h  + … + 1
N N
t tS h  gekauft und zum Zeitpunkt t 

das daraus entstandene Portfolio t tS h   = t tS h T  = ,1 1
t tS h  + … + ,N N

t tS h  wieder verkauft.  

Das Finanzgeschäft C(h) schließlich, das durch die Folge h  = (h1,…,hT)T der Portfoliovektoren ht 

(t  {1,…,T}) beschrieben wird, setzt sich additiv aus den T Finanzgeschäften Ct(ht) zusammen und 
besteht allein in dem Kauf und Verkauf der zu den Portfoliovektoren ht gebildeten Wertpapierport-
folios. Da hierbei kein Startkapitaleinsatz verwendet wird, ist C(h) der Zahlungsstrom eines reinen 
Kapitalmarktgeschäfts mit den N Wertpapieren Sj des Marktmodells.  

Beweis für , ( )t j j
tC h   M: Zunächst ist , ( )t j j

tC h  als Produkt der Ft-1-messbaren reellwertigen Zu-

standsfunktion j
th  und des F-adaptierten stochastischen N-wertigen Prozesses ,t jT  = - 1

j
tS   1,t 1  + 

, j
tS  ,t 1   ein F-adaptierter stochastischer Prozess, da j

th  ,
1

t j
tT   = 1- j j

t th S   Ft-1-messbar, ,j t j
t th T  

= ,j j
t th S   Ft-messbar und j

th  ,t j
sT  = 0j

th   = 0 (s  t-1, t) Fs-messbar sind. Weiter wird gezeigt, dass 
, ( )t j j

tC h  duplizierbar ist und zwar mittels der Handelsstrategie  

 ,t j  := ,j t j
th   = j

th ej ,t 1  = (0,..,0, j
t jh e ,0,..,0)T      

mit ,t j
s  = 0 für s  t und ,t j

t  = j
t jh e   Ht,N: Da die reellwertige Zustandsfunktion j

th   Ht,1 

(Ft-1,B1)-messbar ist, ist auch die N-wertige Zustandsfunktion ,t j
t  = j

th ej (Ft-1,BN)-messbar

46 und somit ,t j  eine Handelsstrategie. Zu ,t j  (t  {1,…,T}) gehören die Vermögenswerte 

 Vs(
,t j )  = sS   ,t j

s   = 0  für s  t,  

 Vt(
,t j )  = tS   ,t j

t   = j
th tS  ej = j

th , j
tS   für s = t,  

die Reinvestitionswerte  

 Rs(
,t j )  = sS  ,

1
t j
s    = 0 für s  t-1,  

 Rt-1(
,t j )  = 1tS  

,t j
t   = j

th 1tS  ej = j
th 1

j
tS   für s = t-1,  

die Portfolioauszahlungen  

 Ls(
,t j )  = Vs(

,t j ) - Rs(
,t j )  = 0  für s  t-1, t,       

 Lt-1(
,t j )  = - Rt-1(

,t j )  = - j
th 1

j
tS    für s = t-1,  

 Lt(
,t j )  = Vt(

,t j )  = j
th , j

tS   für s = t       

und daher insgesamt das Zahlungsprofil  

 L( ,t j )  = - j
th 1

j
tS   1,t 1  + j

th , j
tS  ,t 1   

  = j
th   ,

10,..,0,- , ,0,..,0j j
t tS S 


T

  

  = j
th ,t jT   

  = , ( )t j j
tC h .    

 
46  Zur Begründung für die (Ft-1,BN)-Messbarkeit des Produkts ,t j

t  aus (Ft-1,B1)-messbarer reell-

wertiger Funktion j
th  und konstanter und damit auch (Ft-1,BN)-messbarer N-wertiger Funktion ej 

kann man die Charakterisierung der Messbarkeit bei endlichem Zustandsraum in Abschnitt 2.3 

verwenden: Da die Funktionen j
th  und ej jeweils konstant auf den At-1  Pt-1 sind, ist auch die 

Produktfunktion ,t j
t  = j

t jh e  konstant auf den At-1  Pt-1 und somit Ft-1-messbar.  
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Aus der Inzidenz , ( )t j j
tC h  = L( ,t j )  L(HN)  W folgt auch noch einmal die F-Adaptiertheit des 

Zahlungsprofils , ( )t j j
tC h . Wegen t  1 ist V0( ,t j ) = 0S   ,

0
t j  = ,

0 0
t jS  T  = 0, sodass , ( )t j j

tC h  

= ,( )t jL   im Unterraum M = 0(ker )L V  von L(HN) liegt.  

Beweis der Darstellung Z = C(h) für Z  M: Allgemein erhält man für ein duplizierbares Zahlungs-

profil X  L(HN)  W die Umformungen  

 X  = L(h) = 
0

( )
T

t t
t

L h

 1    

  = ( )V h


 + ( )L h


   (additive Zerlegung von L) 

  = 0 ( )V h 0,1  + 
0

( )
T

t t
t

L h

 1


  ( 0,1  = 
00,Aw , 1t = 1t,Ω  W bzw. 1n ) 

  = 0 ( )V h 0,1  - 0S h1 0,1  +  1
1

- 
T

t t t t t
t

S h S h




  1   (hT+1 = 0) 

  = 0 ( )V h 0,1  - 1 1
1

( )
T

t t t
t

S h 


  1  + 
1

( )
T

t t t
t

S h



  1        

  = ( 0 ( )V h ,0,…,0)T +  1
1

0,...,0,- , ,0,...,0
T

t t t t
t

S h S h




  
T

  (Darst. in 1n ) 

  = ( 0 ( )V h ,0,…,0)T + ,
1

1 1 1

0,...,0, - , ,0,...,0
T N N

j j j j
t t t t

t j j

h S h S


  

 
   

 
  

T

  

  = ( 0 ( )V h ,0,…,0)T +  ,
1

1 1

0,...,0,- , ,0,...,0
T N

j j j
t t t

t j

h S S


 

 
T

  

  = ( 0 ( )V h ,0,…,0)T + 
,

1 1

T N
j t j

t
t j

h T
 

   

  = ( )V h


 + C(h)(X).   

Demzufolge erhält man speziell für ein Kapitalmarktgeschäft Z = L(h)  M = L(ker V


) = ( )NL


H  

wegen ( )V h


 = 0 die Darstellung Z = C(h)(Z) und insgesamt  

 M = C(HN).  

Beweis der Darstellung der Kapitalmarktgeschäfte Z = C(h)  M durch die einperiodischen For-

wardgeschäfte Ft,j,k: Zu einer Handelsstrategie h  HN gehört neben dem Startkapitaleinsatz ( )V h


 

auch die Summe  

 C(h) = 
,

1 1

T N
j t j

t
t j

h T
 

  = 
,

1 1

( )
T N

t j j
t

t j

C h
 
              

der einperiodischen Kapitalmarktgeschäfte , ( )t j j
tC h  = ,j t j

th T . Da die Ft-1-messbaren reellwertigen 

Zustandsfunktionen j
th  : Ω   für t  2 im Allgemeinen auf Ω nicht konstant sind, ist das Kapital-

marktgeschäft C(h) keine Linearkombination der Termingeschäfte ,t jT  mit konstanten Koeffizienten. 

Nachfolgend wird aber gezeigt, dass C(h) eine Linearkombination der Ft,j,k  M ist und somit die Ft,j,k 

ein Erzeugendensystem des Kapitalmarkts M bilden: Die einperiodischen Termingeschäfte , ( )t j j
tC h  

lassen sich nämlich weiter additiv zerlegen zu einer (echten) Linearkombination   

 , ( )t j j
tC h  = ,j t j

th T   
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der einperiodischen Termingeschäfte (Forwardgeschäfte)    

 Ft,j,k  := 
1, ,

, 1,

,
1 1, 1, , ,- ( ) ( )

t k t m

t m t k

j j
t t k t A t t m t A

A A
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1 1

T

               

 (t  {1,…,T}, j  J = {1,…,N}, k  {1,…,kt-1}) mit den reellen Koeffizienten 1,( )j
t t kh A  . Beim For-

wardgeschäft Ft,j,k wird das j-te Wertpapier S j genau zum Zeitpunkt s = t-1 und im Ereignis At-1,k zum 

Preis 1 1,( )j
t t kS A   gekauft und genau zum darauffolgenden Zeitpunkt s = t in einem der dann noch 

möglichen Ereignisse At,m, At,m  At-1,k, zum jeweils zugehörigen Preis ,
,( )j

t t mS A  verkauft.    

Analog zu Beispiel 3.1 in Abschnitt 3.1 kann man zeigen, dass jedes Termingeschäft Ft,j,k ein Kapital-
marktgeschäft ist: Zur Handelsstrategie              

  := , ,t j k  := 
1,, t kj t A 

e 1  = (0,..,0,
1,t kj A 

e 1 ,0,..,0)T  HN       

erhält man nämlich die Vermögenswerte  

 Vs()  = sS  s = 0   für s  t,  

 Vt()  = tS  t = 
,

,

,( )
t p

t p t

t t p A
A

S A



 
 

 
 
 1

P


,

, 1,

t m

t m t k

j A
A A 

 
  

 
 e 1   

   = 
,

, 1,

,
,( )

t m

t m t k

j
t t m A

A A

S A



 1   für s = t,  

die Reinvestitionswerte  

 Rs()  = sS s+1 = 0  für s  t-1,  

 Rt-1() = 1tS  t = 
1,

1, 1

1 1,( )
t p

t p t

t t p A
A

S A


 

 


 
 

 
 
 1

P

  
1,t kj A 

e 1   

   = 1 1,( )j
t t kS A  

1,t kA 
1   für s = t-1,  

die Portfolioauszahlungen  
 Ls()  = Vs() - Rs()  = 0  für s  t-1, t,       

 Lt-1()  = - Rt-1()  = - 1 1,( )j
t t kS A  

1,t kA 
1   für s = t-1,  

 Lt()  = Vt()  = 
,

, 1,

,
,( )

t m

t m t k

j
t t m A

A A

S A



 1  für s = t,       

insgesamt das Zahlungsprofil  

 L()  = - 1 1,( )j
t t kS A  1,1, t kt A 1  + 

,

, 1,

,
, ,( )

t m

t m t k

j
t t m t A

A A

S A



 1  = Ft,j,k,    

wegen t > 0 den Startkapitaleinsatz V0() = 0 und somit Ft,j,k  M. Daraus ergeben sich auch die ent-

sprechenden Koordinatendarstellungen von Ct(ht) und C(h) bezüglich des Erzeugendensystems der 
Kapitalmarktgeschäfte Ft,j,k von M. Demzufolge ist  

 M = lin {Ft,j,k : t  {1,…,T}, j  J = {1,…,N}, k  {1,…,kt-1}}.             
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Beispiel 3.5 Beispiel für ein einfaches Kapitalmarktgeschäft       

Wird bei der Laufzeit T = 1 und dem in das Portfolio eingesetzten Startkapital V0 = 0 ( 0
jh  = 0 für 

j  J) zum Zeitpunkt t = 0 nur das Wertpapier S1 in der Stückzahl 1
1h  gekauft ( 1

jh  = 0 für j = 2,…,N), 

so erhält man für das Zahlungsprofil L(h) bei t = 0 infolge dieser Investition den Wert  

 L0(h) = - R0(h) = - 1
0S 1

1h  < 0  

und bei t = T = 1 den Wert  

 L1(h) = V1(h) = ,1
1S 1

1h  > 0.  

Das zu dieser Handelsstrategie h = (0, 1h )T gehörige Zahlungsprofil              

 Z = L(h) = (- 1 1
0 1S h , ,1 1

1 1S h )T = 1
1h F1,1,1 = 1

1h T1,1 = C1,1( 1
1h )  

ist der Zahlungsstrom der zur Laufzeit T = 1 gehörigen Investition in das Wertpapier S1, also der Zah-
lungsstrom eines Kapitalmarktgeschäfts.      ó 

3.7.3 Bewertung der Zahlungsströme von Finanzgeschäften   

Es sei das LOP für das Marktmodell ((S,δ),F) vorausgesetzt. Der zu einem duplizierbaren 

Zahlungsanspruch X  L(HN) gehörige Zahlungsstrom X


, der neben dem Zahlungsprofil X 

auch die Auszahlung des fairen, d. h. des durch das Duplikationsprinzip bestimmten, Kauf-

preises (X)  = , X
W

 = X T  zum Zeitpunkt t = 0 mit erfasst, ist gegeben durch            

 X


 = (X0 - (X),X1,…,XT)T = X - (X)10,Ω.    

Mit X ist auch X


 duplizierbar, da aus X = L(h) mit h  HN und (X) = 0 ( )V h  folgt, dass  

 X


  = X - 0 ( )V h 10,Ω  

  = L(h) - ( )V h


  

  = ( )L h


 = L( ĥ )  L(HN)   

mit ĥ  = (0,h1,…,hT)T  ker V


  HN ist (Definition von ( )V h


 und ( )L h


 in Abschnitt 

2.8.3). Weiter ist ersichtlich, dass  

 X


 = ˆ( )L h   L( ker V


) = M   

gilt, also X


 im Unterraum M der Kapitalmarktgeschäfte liegt, daher den Preis  

 ( X


) = 0  

aufweist und als indifferent angesehen wird.47 Die Begründung für die Inzidenz X


  M 

kann auch mittels der Preisbestimmung erfolgen: Aus der Inzidenz 10,Ω  L(HN) (nach Ab-

schnitt 2.8.4 unter der Voraussetzung (AWSδ)) und der Preisberechnung ( 0,1 ) = 0, 1T  

= Ψ0 = 1 folgt   

 X


T  = ( X


) = (X) - (X)( 0,1 ) = 0  

und daraus nach Abschnitt 3.7.1  

 X


  L(HN)  {Ψ} = M.       

 
47  Diese Aussage wird in den Abschnitten 3.8.1 und 3.8.2 verwendet für die AD-Papiere ,t C , 

,,
,t kt A

  ,t   und die zugehörigen AD-Kassageschäfte ,t C


, ,, t kt A



, ,t 


.  
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Falls jedoch für den Erwerb des Zahlungsanspruchs X ein anderer Preis p(X) (p(X) > (X) 
oder p(X) < (X)) gezahlt wird, hat der zugehörige Zahlungsstrom  

 X


 = X - p(X) 0,1   L(HN)   (X, 10,Ω  L(HN)) 

den durch die Duplizierung bestimmten fairen Preis  

 ( X


) = (X) - p(X) < 0 oder > 0.   

Das mit dem Zahlungsstrom X


 verbundene Finanzgeschäft ist dann kein Kapitalmarktge-
schäft und wird als ungünstig oder günstig bewertet.     

Umgekehrt liegt mit einem Kapitalmarktgeschäft  

 X


 = 0 1( , ,..., )TX X X
  

T   M ( L(HN))  

auch das im Zeitpunkt t = 0 mit der Zahlung p   modifizierte Zahlungsprofil  

 X := p 0,1  + X


  

in L(HN):48 Nach Abschnitt 2.8.4 gilt unter der Voraussetzung (AWSδ) nämlich  

 Y := p 0,1   lin {10,Ω} = E = V = ( )NV


H   L(HN)   

und dann auch X = Y + X


  L(HN). Hinter dieser Schlussweise steht, dass nach Abschnitt 

3.2.1 unter der Voraussetzung (AWSδ) die Duplizierbarkeit eines Zahlungsprofils X  W 

unabhängig von der deterministischen Komponente X0 ist. Weiter stimmt der Preis von X 

mit dem Preis von Y überein: (X) = (Y) + ( X


) = (Y) = p( 0,1 ) = p.   

3.7.4 Formale Maße t und W-Maße Qt                      

Es sei die Arbitragefreiheit (AF) für das Marktmodell ((S,δ),F) vorausgesetzt und  

 M1+  A+ ein normierter Diskontierungsprozess. Da die Ft-messbare Zustandsfunktion 

t : Ω   auf jedem At  Pt = Z(Ft) positiv und konstant ist und somit auch eine auf Pt 

definierte Abbildung t : Pt  ]0,[ liefert, kann t (wie jede beliebige positive Ft-

messbare Zustandsfunktion Xt  Wt,1) von Pt aus zu einem Maß49  

 t : Ft  [0,[  

auf der -Algebra Ft = (Pt) bzw. auf dem Messraum (messbaren Raum) (Ω,Ft) fortgesetzt 

werden:  

 t(C) := 
,

,( )
t k t

t t k
C A

A
 


P

  (C  Ft; Pt ist endlich bei Ω = K < ) 

 
48  Diese Aussage wird noch in Abschnitt 3.9.2 für das deterministische AD-Kassageschäft t


 und 

das deterministische AD-Papier t  = t


 + 0,td 1 , dt = t(Ω),  verwendet. 

49  Die Definition eines Prämaßes, Maßes und W-Maßes findet man bei Bauer (1992) MI, S. 10, 14, 
38, (2002) WT, S. 4: Eine auf einem Ring R in Ω definierte nichtnegative Funktion  

: R  [0,] heißt Prämäß (auf R), wenn () = 0 und  -additiv ist. Ein Prämaß  auf einer 

-Algebra A in Ω heißt Maß auf A. Ein mit der Normierung (Ω) = 1 normiertes Maß auf A heißt 

Wahrscheinlichkeitsmaß oder kurz W-Maß.   
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für die aus den Atomen At,k  Pt zusammengesetzten Moleküle (zur Molekülstruktur siehe 

Abschnitt 2.2, Beweisteil 2)   

 C = 
,

,

t k t

t k
C A

A
 

∪
P

  Ft = (Pt).   

Für C  Ft mit C   gibt es mindestens ein At,k  Pt mit At,k  C, sodass t(C) ≥ t(At,k) 

> 0 gilt. Somit ist t > 0 auf Ft \ {}.     

Speziell für C = Ω ist wegen kt = Pt < ∞ das Maß t(Ω) von Ω endlich:   

 t(Ω) = 
,

,( )
t k t

t t k
A

A



P

 < .   

Die Abbildung t ist auf der -Algebra Ft nichtnegativ, -additiv und mit den Ei-

genschaften t() = 0 und t(Ω) <  ausgestattet, also ein endliches Maß auf Ft. Das zu-

gehörige auf Ft normierte Maß  

 Qt := t/t(Ω) = t/║t║ = t/(t)    

(mit der Betragssummennorm ║Xt║ = ,1 ,( ) ... ( )
tt t t t kX A X A   bzw. der Komponen-

tensumme (Xt) = Xt(At,1) +…+ 
,( )

tt t kX A  auf  Wt,1 bzw. tk ) ist ein Wahrscheinlich-

keitsmaß Qt : Ft  [0,1] (W-Maß, Qt(Ω) = 1) auf dem Messraum (Ω,Ft).50 Diese zu den 

Zeitpunkten t  I gehörigen innerhalb des Marktmodells entwickelten sog. formalen oder 
synthetischen W-Maße51 Qt werden im Abschnitt 3.9.3 unter der zusätzlichen Vorausset-

zung, dass alle Arrow-Debreu-Papiere ,t C  := 1t,C (t  I, C  Ft) im Raum L(HN) der dupli-

zierbaren Zahlungsprofile liegen (was die Vollständigkeit (VS) des Marktmodells bedeu-
tet), auch noch als Preismaße bezeichnet. Sie werden in Abschnitt 4.4 bei der Interpretation 
der Bewertung als Diskontierung der Qt-Erwartungswerte der Zahlungen Xt verwendet. Ein 
Zusammenhang zwischen den zu verschiedenen Zeitpunkten s, t  I gehörigen W-Maßen 
Qs und Qt wird in Abschnitt 3.9.3 unter Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der 
zusätzlichen Bedingung (FH) der Existenz von sog. festverzinslichen Handelsstrategien 
bewiesen: Die W-Maße Qt stimmen auf Ft mit dem W-Maß Q := QT von FT = Ꮘ(Ω) über-

ein. In Abschnitt 3.10.3 wird in dem zu einem Numéraire B gebildeten relativen Marktmo-
dell mit dividendenlosen Finanzinstrumenten, in dem stets das konstante Finanzinstrument 

B  = 1 und somit nach Abschnitt 3.9.1 auch festverzinsliche Handelsstrategien existieren, 

durch die Existenz eines derartigen formalen Maßes Q  = TQ  auf FT = Ꮘ(Ω), eines sog. 

äquivalenten Martingalmaßes, die speziellere Arbitragefreiheit (AFsf) zum Zeitpunkt T 
charakterisiert.         
 

 
50  In Abschnitt 5.3.8 wird gezeigt, dass die T-te Komponente T  eines relativen Bewertungsprozes-

ses    
1M  und dann insbesondere auch die T-te Komponente T  eines relativen Diskon-

tierungsprozesses    
1 M  schon die -Normierung (XT) = 1 aufweist. Speziell für t = T 

stimmt also t  schon mit tQ  überein. Eine entsprechende Aussage im ursprünglichen Markt-

modell gilt nur mit der -Normierung (XT) = 0 und unter zusätzlichen Voraussetzungen.      
51  Die Bezeichnung formales bzw. synthetisches Wahrscheinlichkeitsmaß verwendet Kremer (2006) 

auf S. 47, 206, (2011) auf S. 180.  
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3.8 Folgerungen aus der Arbitragefreiheit und der Duplizier-
barkeit von Arrow-Debreu-Papieren         

Für diesen Abschnitt sei die Arbitragefreiheit (AF) des Marktmodells und damit die Exis-
tenz eines positiven normierten M-Normalenvektors (Diskontierungsprozesses)   M1+ 

 A+ ( > 0, 0 = 1) vorausgesetzt. Unter der zusätzlichen Voraussetzung, dass bestimmte 

t-periodische Arrow-Debreu-Papiere (AD-Papiere) im Marktmodell erreichbar (duplizier-
bar) sind, also im L-Bildraum L(HN) des Marktmodells liegen, wird in den Abschnitten 

3.8.1 und 3.8.2 gezeigt, dass dann auch die zugehörigen t-periodischen Kapitalmarktge-
schäfte bzw. die zugehörigen Diskontierungsfaktoren im Kapitalmarkt M des Marktmodells 

existieren. In Abschnitt 3.8.3 wird unter der zusätzlichen Voraussetzung der Vollständigkeit 
des Marktmodells die Existenz aller mehrperiodischen stochastischen AD-Termingeschäfte 
im Kapitalmarkt des Marktmodells gezeigt. In Abschnitt 3.8.4 wird (mit Hinweis auf den 
Beweis in Abschnitt 3.9) angegeben, dass aus der Existenz der einperiodischen determinis-
tischen AD-Termingeschäfte auch die Existenz der t-periodischen deterministischen AD-
Kassageschäfte im Kapitalmarkt M folgt. Bei diesen Betrachtungen erfolgen auch Erklä-

rungen der vielverwendeten Bezeichnungen stochastischer Diskontierungsfaktor, Arrow-
Debreu-Preis, Zustandspreis oder besser Ereignispreis, Diskontvektor, Arrow-Debreu-
Preisvektor, Zustandspreisvektor oder besser Ereignispreisvektor, Diskontvektor, Diskon-
tierungsprozess, Zustandspreisprozess, deterministischer Diskontierungsfaktor, determinis-
tischer Diskontvektor bzw. deterministischer Preisvektor.          

3.8.1 Duplizierbare t-periodische stochastische AD-Papiere und AD-
Kassageschäfte     

Der allgemeine Fall für ein Ereignis C der -Algebra Ft  

Für eine feste Menge C  Ft = (Pt) liefert der damit definierte F-adaptierte Prozess     

 ,t C  := 1t,C = (0,..,0,1C,0,..,0)T  W  

( , ( )t C
s   = ,

,( )t C
s t kA  = 1 für s = t und alle ω  C bzw. alle At,k  C, , ( )t C

s   = ,
,( )t C

s t kA  

= 0 für s  t oder ω  C bzw. At,k  C) das Zahlungsprofil, das genau zum Zeitpunkt t  I 
und in den Zuständen ω  C eine Geldeinheit (z. B. 1 Euro) zahlt. Dieses als charakte-

ristische Funktion definierte theoretische Zahlungsprofil ,t C   W des Marktmodells wird 

als Elementar-Zahlungsprofil, Zustands-Zahlungsprofil, reines52, elementares oder primi-
tives Wertpapier, Arrow-Debreu-Papier (Abk.: AD-Papier), Elementar-Claim, Zustands-
Claim oder zustandsbedingter Zahlungsanspruch (englisch: state contingent claim) be-
zeichnet.  

 
52  Die Idee der reinen Wertpapiere geht zurück auf Gérard Debreu (1921–2004) und Kenneth Joseph 

Arrow (1921–2017), weshalb diese theoretischen Wertpapiere auch Arrow-Debreu-Papiere ge-
nannt werden. Der US-amerikanische Mathematiker und Volkswirtschaftler Arrow erhielt 1972 
den Nobelpreis für Wirtschaftswissenschaften und 1986 den John-von-Neumann-Theorie-Preis. 
Dem französischen Wirtschaftswissenschaftler Debreu wurde 1983 der Nobelpreis für Wirt-
schaftswissenschaften und 1976 der französische Orden Légion d’honneur verliehen.   
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Unter der Voraussetzung  

(DPξt,C) ,t C   L(HN),        

dass also dieses t-periodische stochastische Arrow-Debreu-Papier ,t C  im vorliegenden 

Marktmodell duplizierbar ist und somit im Bildraum L(HN) liegt, besitzt ,t C  bei der oben 

vorausgesetzten Arbitragefreiheit (AF) den Preis  

 ( ,t C )  = ,t C T  = 
,, t C 

W
 = ,

, ,
0 1

( ) ( )
skT

t C
s s k s s k

s k

A A 
 
    

  = 
,

,( )
t k t

t t k
C A

A
 


P

  

  = t(C)    (Definition des Maßes t) 
  =: dt,C.     

Die Übereinstimmung des Preises ( ,t C ) des im Marktmodell erreichbaren Zahlungspro-

fils ,t C  mit dem Funktionswert t(C) = dt,C ergibt sich aus der Definition des Maßes t im 

Abschnitt 3.7.4. Für C  Ft \ {} ist dt,C = t(C) > 0.     

Der mit dem zum Zeitpunkt t = 0 durchgeführten Kauf dieses AD-Papiers ,t C  verbundene 

Zahlungsstrom  

 ,t C


  = ,t C  - ,( )t C   0,1   

  =  , , , , ,
0 1- ( ), ,.., ,..,t C t C t C t C t C

t T     
T

   

  =  - ( ),0,..,0, ,0,..,0t CC 1
T

 

  =  ,- ,0,..,0, ,0,..,0t C Cd 1
T

  M   

ist nach Abschnitt 3.7.3 ein stochastisches Kapitalmarktgeschäft  und wird hier als das zum 

AD-Papier ,t C  gehörige t-periodische stochastische Arrow-Debreu-Kassageschäft 

(AD-Kassageschäft) bezeichnet. Das Zahlungsprofil ,t C , bei dem im Zeitpunkt t nur beim 

Eintreten des Ereignisses C eine Geldeinhalt an den Inhaber des Zahlungsprofils gezahlt 

wird, kann durch Abschluss des AD-Kassageschäfts ,t C


 realisiert werden, bei dem im 

Zeitpunkt 0 der Preis dt,C = ( ,t C ) ausgezahlt und im Zeitpunkt t und Ereignis C genau 1 

Geldeinheit eingezahlt wird.  

Umgekehrt folgt aus der Duplizierbarkeit des AD-Kassageschäfts ,t C


 bzw. der Inzidenz  

 ,t C


  M  

nach Abschnitt 3.7.3 unter der Voraussetzung (AWSδ) auch die Duplizierbarkeit des zuge-

hörigen AD-Papiers ,t C  = ,t C


 + dt,C 0,1 :   

 ,t C   L(HN).  

Der Zahlungsstrom des t-periodischen stochastischen AD-Kassageschäfts ,t C


 wird in der 

nachfolgenden Abbildung 3.14 dargestellt.     
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Abb. 3.14 Grafische Darstellung des t-periodischen stochastischen AD-Kassageschäfts ξ := ,t C


 zu 

festem Zeitpunkt t und festem Ereignis C  Ft               

Der Spezialfall (DPξ0,C) für die beiden möglichen Mengen C = , Ω  F0 liegt stets vor: Speziell für 

t = 0 ist nämlich C  F0 = (P0) = {,Ω}. Für C =  ist 1 = 0  ω  Ω, ξ0, = 10, = (0,…,0)T  

L(HN),  (ξ0,) = 0,  T  = 0, 0, 


 = 0,   - (ξ0,) 0,1  = (0,…,0)T  M.  

Für C = Ω ist 1Ω = 1  ω  Ω, unter der Voraussetzung (AWSδ) nach Abschnitt 2.8.4 ξ0,Ω = 10,Ω 

= (1,0,…,0)T  L(HN), (ξ0,Ω) = Tξ0,Ω = 0(Ω)1 = 1, 0,


 = 0,  - (ξ0,Ω) 0,1  = (0,…,0)T  M.  

Für t = 0, C  F0 = {,Ω} ist also stets ξ0,C  L(HN) und 0,C


 = (0,…,0)T  M.         

Bezeichnungen für die Maße t(C)  

Im Fall (DPξt,C) der Duplizierbarkeit des AD-Papiers ,t C  ist also das zugehörige Finanz-

geschäft ,t C


 (für den Kauf des Wertpapiers ,t C ) auf dem Kapitalmarkt M vorhanden. 

Daher kann dann der für C   positive Maßwert    

 dt,C = t(C) = ( ,t C )  

als der zum Zeitintervall [0,t] und Ereignis C  Ft gehörige t-periodische stochastische 

Diskontierungsfaktor (Abzinsungsfaktor) des AD-Kassageschäfts ,t C


 bzw. Arrow-

Debreu-Preis (AD-Preis als Preis des AD-Papiers 1t,C, Zustandspreis oder besser Er-
eignispreis) bezeichnet werden.53 Speziell für den Endzeitpunkt t = T und ein Ele-
mentarereignis C = {ωk}  FT = Ꮘ(Ω) bzw. einen Zustand ωk  Ω ist die Bezeichnung Zu-

standspreis für den Maßwert T(ωk) := T({ωk}) = ,( )kT    angebracht. Weiter kann 

dann  
 at,C = 1/dt,C   
als der zugehörige stochastische Aufzinsungsfaktor und  
 it,C = at,C - 1 = 1/dt,C - 1      
als der zugehörige stochastische Zinssatz bezeichnet werden.  

 
53  Die Bezeichnung Zustandspreis wird im Einperiodenmodell (T = 1) angegeben bei Kremer 

(2011), S. 45, Kainhofer (2007), S. 11, Trautmann (2007), S. 359, Sandmann (2010), S. 45, 165. 
Im Mehrperiodenmodell (T  2) wird die Bezeichnung Zustandspreis verwendet bei Trautmann 
(2007), S. 443, und die Bezeichnung Arrow-Debreu-Preis bei Deutsch (2008), S. 249.       
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Ökonomische Plausibilisierung der Bezeichnung Diskontierungsfaktor im Fall C  : 
Der Diskontierungsfaktor dt,C existiert dann im Kapitalmarkt M des Marktmodells in dem 

Sinne, dass mit Hilfe des zugehörigen Kapitalmarktgeschäfts ,t C


  M eine zum Zeitpunkt 

t  {1,…,T} und im Ereignis C  Ft stattfindende Zahlung γ = Xt(C)   tatsächlich auf ei-

ne gleichwertige sichere Zahlung γdt,C im Zeitpunkt s = 0 transponiert bzw. abgezinst wer-

den kann: Im Fall (DPξt,C) ,t C   L(HN) erhält man nämlich aus dem Zahlungsprofil  

 X = γ1t,C = (0,..,0,γ1C,0,..,0)T = γ ,t C   L(HN)   

mit dem Preis (X) = γ ,( )t C   = γdt,C durch Kombination (additive Ergänzung, Glatt-

stellung, Replizierung) mit dem Kapitalmarktgeschäft  

 Z = ,- t C


 = (γdt,C,0,..,0,-γ1C,0,..,0)T  M  

das Zahlungsprofil  
 Y = X + Z = (γdt,C,0,…,0)T = γdt,C10,Ω  
mit dem gleichen Preis  

 (Y)  = , ,
0 1

( ) ( )
skT

s s k s s k
s k

A Y A
 
    

  = Y0(A0) = γdt,C = (X) (s = 0, 0(A0) = 1).    
Ebenso steht auch der Aufzinsungsfaktor at,C im Kapitalmarkt M zur Verfügung, da mittels  

 Z‘ = 
,

,
t C

t Ca 


 = (-γ,0,..,0,γat,C1C,0,..,0)T  M  

eine im Zeitpunkt s = 0 sicher stattfindende Zahlung γ = X0 = X0(Ω)   auf eine gleich-
wertige zum Zeitpunkt t  {1,…,T} und im Ereignis C  Ft stattfindende Zahlung γat,C 

transponiert bzw. aufgezinst werden kann: Aus dem Zahlungsprofil  
 X = γ10,Ω = (γ,0,...,0)T  
erhält man nach Kombination mit dem Kapitalmarktgeschäft Z‘ das Zahlungsprofil  
 Y = X + Z‘ = (0,..,0,γat,C1C,0,..,0)T = γat,C1t,C  
mit dem gleichen Preis  

 (Y)  = , ,
0 1

( ) ( )
skT

s s k s s k
s k

A Y A
 
    

  = , ,
1

( ) ( )
tk

t t k t t k
k

A Y A

    (s = t) 

  = 
,

, ,( )
t k

t C t t k
A C

a A 

    (Yt = γat,C1C, At,k  C) 

  = γat,Cdt,C = γ = (X).      

Im Spezialfall für ein Partitionsereignis C = At,k  Pt = Z(Ft) (t  I, k  {1,…,kt}) ist     

 ,t k  := ,, t kt A
  := 

,, t kt Aw  = 
,, t kt A1  =  

,
0,..,0, ,0,..,0

t kA1
T

  W     

das stochastische Zahlungsprofil, das genau zum Zeitpunkt t  I und im Ereignis At,k  Pt 

eine Geldeinheit (z. B. 1 Euro) auszahlt.  
Unter der Voraussetzung  

(DPξt,k) ,t k   L(HN),   

dass also dieses t-periodische stochastische AD-Papier ,t k  im vorliegenden Marktmodell 

duplizierbar ist, besitzt ,t k  den Preis  
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 ,( )t k   = 
,( )t t kA  =: dt,k.  

Der mit dem zum Zeitpunkt t = 0 ausgeführten Erwerb dieses reinen Wertpapiers ,t k  

(t  I) verbundene Zahlungsstrom  

 ,t k


 =  
,,- ,0,..,0, ,0,..,0

t kt k Ad 1
T

  M     

ist dann ein stochastisches Kapitalmarktgeschäft ( ,( )t k 


 = 0) und wird hier das zum AD-

Papier ,t k  gehörige t-periodische stochastische AD-Kassageschäft genannt.  

Bezeichnungen für die Maße t(At,k)  
Der nach Abschnitt 3.7.4 positive Maßwert  

 dt,k = t(At,k) = ,( )t k    

wird dann als der zum Zeitintervall [0,t] und Ereignis At,k gehörige t-periodische stochasti-

sche Diskontierungsfaktor des AD-Kassageschäfts ,t k


 bzw. Arrow-Debreu-Preis (AD-

Preis des AD-Papiers ,t k , Zustandspreis oder besser Ereignispreis), die positive Konstante  

 at,k = 1/dt,k  
als zugehöriger t-periodischer stochastischer Aufzinsungsfaktor und  
 it,k = at,k - 1 = 1/dt,k - 1  
als t-periodischer stochastischer Zinssatz bezeichnet.  

Ökonomische Plausibilisierung der Bezeichnung Diskontierungsfaktor im Fall C = At,k: 
Der Diskontierungsfaktor dt,k steht dann auf dem Kapitalmarkt M des Marktmodells in dem 

Sinne zur Verfügung, dass mit Hilfe des zugehörigen Kapitalmarktgeschäfts ,t k


  M eine 

zum Zeitpunkt t  I und im Ereignis At,k  Pt stattfindende Zahlung γ = Xt(At,k)   tat-

sächlich auf eine gleichwertige sichere Zahlung im Zeitpunkt s = 0 transponiert bzw. abge-
zinst werden kann. Die Replizierung  

 γ
,, t kt A1  ,- t k


 = γdt,k10,Ω  

wurde oben bereits für ein beliebiges Ereignis C  Ft \ {} anstelle von At,k  Pt angege-

ben.      

Bezeichnungen für die Vektoren t und   
Wenn zu festem Index t für alle Indizes k  {1,…,kt} mit At,k  C  Ft die Bedingung 

(DPξt,k) ,t k  = ,, t kt A
   L(HN) erfüllt ist, so ist dies aufgrund der Unterraumeigenschaft von 

L(HN) hinreichend für (DPξt,C):     

 ,t C   = 
,

,

: t k t

t k

k C A


 


P

  L(HN).    

Wenn zu festem Index t für alle Indizes k  {1,…,kt} die Bedingung (DPξt,k) ,t k  = ,, t kt A
  

 L(HN) erfüllt ist, kann das zum Zeitpunkt t  I gehörige und aus allen t-periodischen sto-

chastischen Diskontierungsfaktoren (Ereignispreisen) dt,k = t(At,k), k  {1,…,kt}, beste-
hende Koordinaten-kt-Tupel  

 t =  ,1 ,( ),..., ( )
tt t t t kA A 

T

 =  ,1 ,,...,
tt t kd d

T

  0
tk
   

der Ft-messbaren Zustandsfunktion  
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 t = 
,,

1

t

t k

k

t k A
k

d

 1  

zur Basis 
,t kA1  (k  {1,…,kt}) von Wt,1 als Diskontvektor54 (Arrow-Debreu-Preisvektor, 

AD-Preisvektor, Zustandspreisvektor bzw. besser Ereignispreisvektor) des Zeitpunkts t be-
zeichnet werden. Die Bezeichnung Zustandspreisvektor ist eigentlich nur exakt für das 

zum Endzeitpunkt t = T gehörige und aus den Zustandspreisen dT,k = T(ωk) = ,( )T k   be-

stehende Koordinaten-K-Tupel  

 T = (T(ω1),…,T(ωK))T =  ,1 ,,...,T T Kd d
T

  0
K
    

(AT,k = {ωk}  PT = Z(FT), k = 1,…,K).  

Wenn für alle Indizes t  I und k  {1,…,kt} die Bedingung (DPξt,k) erfüllt ist, kann dann 
auch das zur Gesamtheit aller Zeitpunkte t  I gehörige Koordinaten-n1-Tupel                
   = (0,1,…,T)T   

  = (1; 1 1,1( )A ,..,
11 1,( )kA ;…; 1( )T  ,.., ( )T K  )T  

  = (1; 1,1d ,.., 
11,kd ;…; ,1Td ,.., ,T Kd )T  1

0
n
     

 (n1 = 1 + k1 + … + kt-1 + K) des Zustandsprozesses  

   = 
,, ,

0 1

( )
t

t k

kT

t t k t A
t k

A
 
 1  = 

,, ,
0 1

t

t k

kT

t k t A
t k

d
 
 1  

zur W-Basis 
,, t kt A1  (t  I, k  {1,…,kt}) zur Unterscheidung vom Diskontvektor eines spe-

ziellen Zeitpunkts t als Diskontierungsvektor (oder auch wieder als AD-Preisvektor, Er-
eignispreisvektor) bezeichnet werden. Der Zustandsprozess  = (t(ω))tI,ωΩ selbst wird 
auch Zustandspreisprozess oder Diskontierungsprozess genannt.55  

Unter dieser Voraussetzung liegen alle W-Basisvektoren ,, t kt A
  = 

,, t kt Aw  = 
,, t kt A1  im Bild-

raum L(HN), sodass dies die Inklusionen   

 W = lin {
,, t kt Aw  : t  I, k  {1,…,kt}}  L(HN)  W,  

also die Vollständigkeit (VS) L(HN) = W des Marktmodells bedeutet. Im Falle der Vollstän-

digkeit liegen dann auch alle AD-Papiere ,t C  (C  Ft, t  I) in L(HN). Die Vollstän-

digkeit des Marktmodells ist also äquivalent zur Duplizierbarkeit aller AD-Papiere ,t C  

= 1t,C (zu beliebigen C  Ft, t  I). In diesem Fall stehen dann die Diskontierungsfaktoren 

dt,k tatsächlich zur Verfügung, sodass mit Hilfe der im Kapitalmarkt M des Marktmodells 

existierenden AD-Kassageschäfte ,t k


 jede zu einem Zeitpunkt t  I und in einem Ereignis 

At,k  Pt stattfindende Zahlung γ = Xt(At,k)   auf eine gleichwertige sichere Zahlung γdt,k 

im Zeitpunkt s = 0 transponiert bzw. abgezinst werden kann. Damit kann dann jeder 

stochastische Prozess X  W mit Hilfe der Kapitalmarktgeschäfte ,t k


 tatsächlich auf sei-

nen Preis (X) im Zeitpunkt t = 0 transponiert werden. Diese Eigenschaft der Preisbe-

 
54  Die Bezeichnung Diskontvektor zu einem festen Zeitpunkt t  I findet man bei Kremer (2017), 

S. 55.  
55  Die Bezeichnung Zustands(preis)prozess findet man bei Kremer (2011), S. 41, 175,177, die Be-

zeichnung Diskontierungsprozess bei Kremer (2017), S. 55.  
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rechnung als Barwertberechnung (Diskontierung) mit stochastischen Diskontierungsfak-
toren wird auch noch in Abschnitt 4.3 als eine spezielle Interpretation der Bewertung aufge-
führt.  

3.8.2 Duplizierbare t-periodische deterministische AD-Papiere und AD-
Kassageschäfte  

Im Spezialfall des sicheren Ereignisses C = Ω  Ft erhält man das t-periodische deter-

ministische Arrow-Debreu-Papier    

 t  := ,t   = 1t = 1t,Ω = (0,..,0,1,0,..,0)T  W   

(t  I fest fixiert, ( )t
s   = 1Ω(ω) = 1 für s = t und ( )t

s   = 0 für s  t jeweils für alle 

ω  Ω), das genau zum Zeitpunkt t  I in allen Zuständen ω  Ω eine Geldeinheit aus-
zahlt.56 Unter der Voraussetzung  

(DPζt) t   L(HN),   

dass also das deterministische (d. h. das zum sicheren Ereignis Ω  F0  Ft im Zeitpunkt t 

 I gehörige) AD-Papier t  duplizierbar ist, ist der Preis ( )t   von t  gegeben durch      

 ( )t    = t T  = , t 
W

  

   = , ,
0 1

( ) ( )
skT

t
s s k s s k

s k

A A 
 
      

   = ,
1

( ) 1
tk

t t k
k

A


  = ,
1

tk

t k
k

d

    (s = t) 

   = t(Ω)  (Definition des Maßes t für C = Ω) 
   =: dt.    

Die Übereinstimmung des Preises ( )t   des im Marktmodell erreichbaren Zahlungsprofils 
t  mit dem Funktionswert t(Ω) ergibt sich aus der Definition des Maßes t im Abschnitt 

3.7.4.   

Wenn für das vorgegebene t  I und für alle k  {1,…,kt} die Bedingung (DPξt,k) erfüllt ist, 
so ist dies hinreichend für die Bedingung (DPζt): Wegen der Unterraumeigenschaft von 

L(HN) ist nämlich mit ,t k   L(HN) (k  {1,…,kt}) auch  

 t  = ,1t  +…+ , tt k   L(HN).  

Der mit dem im Zeitpunkt s = 0 getätigten Erwerb des deterministischen AD-Papiers t  

(t  {1,…,T}) verbundene Zahlungsstrom  

 t


 = t  - ( )t   0,1  =  0 1- ( ), ,.., ,..,t t t t t
t T     

T

  

 
56  Dem deterministischen AD-Papier t  = 1t,Ω des Marktmodells entspricht in der Realität ein fest-

verzinsliches Wertpapier (Anleihe, Rentenpapier, Obligation, englisch: bond oder debenture) oh-
ne Kupons (Zinsscheine), also ohne Zinszahlungen während der Laufzeit. Diese gesamtfällige 
Anleihe (mit Rückzahlung der Schuld inklusive Zinsen am Ende der Laufzeit mit einer einmali-
gen Gesamtzahlung) kann sowohl als Aufzinsungspapier (z. B. Bundesschatzbrief Typ B) als 
auch als Abzinsungspapier (Nullkuponanleihe, Zerobond) vorkommen.    
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  =  - ,0,..,0,1,0,..,0td
T

  M              

ist ein festverzinsliches (deterministisches) Kapitalmarktgeschäft ( ( ) 0)t  


) und wird als 

t-periodisches deterministisches AD-Kassageschäft bezeichnet. Der Zahlungsstrom des t-

periodischen deterministischen AD-Kassageschäfts t


 wird in der nachfolgenden Abbil-

dung 3.15 dargestellt.     

 

Abb. 3.15 Grafische Darstellung des t-periodischen deterministischen AD-Kassageschäfts ζ := ,t 


 

zu festem Zeitpunkt t              

Der Spezialfall (DPζ0) liegt stets vor: Unter der Voraussetzung (AWSδ) ist nach Abschnitt 2.8.4 näm-

lich stets 0  = ξ0,Ω = 0,1  = (1,0,...,0)T  L(HN), d0 = 0( )   = 0(Ω) = 1 und 0


 = 0  - d010,Ω = 0 

 M.  

In dem Fall (DPζt) der Duplizierbarkeit von t  kann also die positive Konstante  

 dt = t(Ω) = ( )t        

als der zum Zeitintervall [0,t] und zum sicheren Ereignis Ω gehörige t-periodische deter-
ministische Diskontierungsfaktor bzw. AD-Preis, die positive Konstante  
 at := 1/dt  
als zugehöriger deterministischer Aufzinsungsfaktor und  
 it := at - 1 = 1/dt - 1  
als deterministischer (risikoloser) Zinssatz interpretiert werden.  
Auf dem Kapitalmarkt M des Marktmodells steht der Diskontierungsfaktor dt in der Weise 

zur Verfügung, dass mit Hilfe des zugehörigen Kapitalmarktgeschäfts t


 = ,t 


  M (ge-

nauer mit der Hinzunahme von  Z = - t

 M) eine zum Zeitpunkt t  {1,…,T} sicher 

stattfindende Zahlung γ = Xt = Xt(Ω)   auf eine gleichwertige sichere Zahlung γdt im 
Zeitpunkt s = 0 transponiert bzw. abgezinst werden kann. Ebenso steht auf M der Aufzin-

sungsfaktor at zur Verfügung, da mittels des Kapitalmarktgeschäfts Z‘ = + t
ta 


  M eine 

im Zeitpunkt s = 0 sicher stattfindende Zahlung γ = X0 = X0(Ω)   auf eine gleichwertige 
zum Zeitpunkt t  {1,…,T} sicher stattfindende Zahlung γat transponiert bzw. aufgezinst 
werden kann.   

Wenn für alle Indizes t  I die Bedingung (DPζt) erfüllt ist, kann das aus allen de-
terministischen Diskontierungsfaktoren bzw. deterministischen Ereignispreisen  
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 t(Ω) = dt,Ω = dt  

der AD-Papiere t  (t  I) zusammengestellte (T+1)-Tupel  

 P := (0(Ω),…,T(Ω))T = (d0,…,dT)T  1
0

T 
       

deterministischer Diskontierungsvektor (deterministischer Preisvektor) genannt wer-
den.57 Dieser tritt noch in den nachfolgenden Abschnitten 4.4 und 4.5 bei der Interpretation 
des Preises (X) eines Zahlungsprofils X als Barwert der Erwartungswerte der Zahlungen Xt 
auf. Im nachfolgenden Abschnitt 3.9 wird mit der zusätzlichen Voraussetzung (FH), d. h. 
der Existenz von sogenannten festverzinslichen Handelsstrategien, eine hinreichende Be-

dingung für die Existenz aller deterministischen AD-Papiere t  (t  I) im L-Bildraum 

L(HN) und damit auch für die Existenz aller deterministischer AD-Kassageschäfte t


 und 

aller Diskontierungsfaktoren dt im Kapitalmarkt M des Marktmodells gegeben.  

3.8.3 Duplizierbare mehrperiodische stochastische AD-Terminge-
schäfte  

Falls die zu den beiden Zeitpunkten s, t  I, s  t, und den beiden Ereignissen As,k  Ps, At,m 

 Pt mit At,m  As,k gehörigen stochastischen AD-Papiere ,, s ks A
  und ,, t mt A

  beide dupli-

zierbar sind,  

 ,, s ks A
 , ,, t mt A

   L(HN),   

sind nach Abschnitt 3.8.1 die mit dem Erwerb dieser Papiere verbundenen Zahlungsströme 
auf dem Kapitalmarkt M des Marktmodells vorhanden:  

 ,, s ks A



= ,, s ks A
  - ( ,, s ks A

 ) 0,1   

   =  
,,- ,0,..,0, ,0,..,0

s ks k Ad 1
T

  M  

und analog ,, t mt A



  M. Wegen der Unterraum-Eigenschaft von M ist dann auch die Linear-

kombination  

 , ,, ; ,s k t ms A t A



  := ,, t mt A



 - ,,,

,

s ks At m

s k

d

d



  

 =  
,,- ,0,......,0, ,0,.,0

t mt m Ad 1
T

 -  
,

,

,

,

- ,0,.,0, ,0,......,0
s k

t m

s k A

s k

d
d

d
1

T

  

 = 
, ,

,

,

0,..,0, - ,0,.,0, ,0,...,0
s k t m

t m

A A

s k

d

d

 
  
 

1 1

T

  

dieser AD-Kassageschäfte, also das zum Zeitintervall [s,t] und zu den Ereignissen As,k  Ps, 

At,m  Pt (At,m  As,k) gehörige im Allgemeinen mehrperiodische stochastische Arrow-

Debreu-Termingeschäft (AD-Termingeschäft) ein Kapitalmarktgeschäft. Bei dieser Kapi-

 
57  Der deterministische Preisvektor tritt bei der Bewertung deterministischer Zahlungsströme bei 

vollkommenem Kapitalmarkt auch bei den Konzepten der Duplizierung (Nachbildung, additiven 
Zerlegung) und der Replizierung (Glattstellung, additiven Ergänzung) als Normalenvektor der (li-
nearen) Hyperebene der Kapitalmarktgeschäfte auf (Pleier 2021, S. 87–117).    
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talmarktgeschäftskombination , ,, ; ,s k t ms A t A



 wird zum Zeitpunkt 0 das stochastische AD-

Papier ,, t mt A
  zum Preis dt,m gekauft und das dt,m/ds,k-fache des AD-Papiers ,, s ks A

  zum Preis 

ds,kdt,m/ds,k = dt,m verkauft. Insgesamt ist bei diesem Termingeschäft genau im Zeitpunkt s 
und Ereignis As,k der Geldbetrag dt,m/ds,k zu zahlen, um genau zum Zeitpunkt t und Ereignis 
At,m den Geldbetrag 1 zu erhalten. Im Marktmodell ist also das AD-Termingeschäft 

, ,, ; ,s k t ms A t A



 duplizierbar bzw. genauer in M gelegen:  

(DP s,k t,ms,A ;t,A
ξ


)   , ,, ; ,s k t ms A t A



  M.      

Demzufolge existiert mit dem AD-Termingeschäft , ,, ; ,s k t ms A t A



  M  im Marktmodell der 

zum Zeitintervall [s,t] und zu den Ereignissen As,k  Ps, At,m  Pt (At,m  As,k) gehörige 

mehrperiodische stochastische Diskontierungsfaktor bzw. AD-Preis (Zustandspreis oder 
besser Ereignispreis)  
 ds,k;t,m := dt,mas,k = dt,m/ds,k = t(At,m)/s(As,k)     
der stochastische Aufzinsungsfaktor  
 as,k;t,m := 1/ds,k;t,m     
und der stochastische Zinssatz  
 is,k;t,m := as,k;t,m - 1 = 1/ds,k;t,m - 1.    

Der Zahlungsstrom des mehrperiodischen stochastischen AD-Termingeschäfts , ,, ; ,s k t ms A t A



 

wird in der Abbildung 3.16 veranschaulicht.  

 

Abb. 3.16 Grafische Darstellung des zu den festen Zeitpunkten s und t, s  t, und festen Ereignissen 
As,k  Ps, At,m  Pt mit At,m  As,k gehörigen mehrperiodischen stochastischen AD-Termin-

geschäfts ξ := , ,, ; ,s k t ms A t A



            

Die Diskontierungsfaktoren ds,k;t,m treten in Abschnitt 3.9.4 noch als Koeffizienten des Dis-
kontierungsoperators , ( )s t tD X  auf, der eine Ft-messbare Zustandsfunktion Xt in eine Fs-

messbare Funktion überführt. Da im deterministischen Fall mit Ps = Pt = {Ω}, t(At,1) 

= t(Ω) = dt und s(As,1) = s(Ω) = ds der Diskontierungsoperator aus der Zahlung Xt(Ω) 
= Xt des Zeitpunkts t den auf den Zeitpunkt s abgezinsten Wert Ys = , ( )s t tD X  = Xtdt/ds be-

rechnet, kann dieser Diskontierungsoperator als stochastische Verallgemeinerung der de-
terministischen Diskontierung angesehen werden. Eine tatsächliche Abzinsung mit dem 
stochastischen Diskontierungsfaktor ds,k;t,m  kann im Marktmodell aber nur durchgeführt 

werden, wenn das AD-Termingeschäft , ,, ; ,s k t ms A t A



 in dem Unterraum M der Kapitalmarkt-

geschäfte vorhanden ist.             
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Die dafür hinreichende Existenz aller stochastischen AD-Papiere ,, t mt A
  = 

,, t mt Aw  = 
,, t mt A1 im 

Bildraum L(HN) des Marktmodells (t  I, m  {1,…,kt}) ist nach Abschnitt 3.8.1 gleichbe-

deutend zur Vollständigkeit (VS) des Marktmodells.      

Allgemeiner kann man auch zu Zeitpunkten s, t  I, s  t, und beliebigen Ereignissen C 

 Fs, D  Ft unter der Voraussetzung ,s C , ,t D   L(HN) das mehrperiodische stochasti-

sche AD-Termingeschäft  

 , ; ,s C t D


 := ,t C


 - , ,

,

t D s C

s C

d

d



  M  

mit dem stochastischen Diskontierungsfaktor  
 ds,C;t,D := dt,D/ds,C = t(D)/s(C)      
bilden. In den nachfolgenden Abschnitten 3.8.4 und 3.9.1 wird hierfür nur noch der Spezi-
alfall mit s = t-1 und C = D = Ω, also das einperiodische deterministische AD-Terminge-
schäft χt mit dem einperiodischen deterministischen Diskontfaktor t,  betrachtet.  

3.8.4 Duplizierbare einperiodische deterministische AD-Terminge-
schäfte  

Ein Spezialfall der Existenz der im vorherigen Abschnitt 3.8.3 zum Zeitintervall [s,t] ange-
gebenen stochastischen Diskontierungsfaktoren ds,C;t,D im Marktmodell ist die Existenz der 
einperiodischen deterministischen Diskontfaktoren t = dt-1,Ω;t,Ω im Marktmodell. Speziell 
für s = t - 1, t  {1,…,T}, und die sicheren Ereignisse C = D = Ω soll also das zum Zeitin-
tervall [t-1,t] gehörige einperiodische deterministische Arrow-Debreu-Termingeschäft   

 χt := 1, ; ,t t  


 =  0,..,0,- ,1,0,..,0t
T

 
    

im Kapitalmarkt M des Marktmodells vorliegen bzw. duplizierbar sein:  

(DPχt)   χt  M.      

Eine hinreichende Bedingung dafür ist, dass neben (AF) noch (DPζt) für alle t  I gilt: Es 

ist dann nämlich insbesondere 1t   = 1,t   , t  = ,t    L(HN) und somit χt = 1, ; ,t t  


 

 M. Der Zahlungsstrom des einperiodischen deterministischen AD-Termingeschäfts χt 

wird in der Abbildung 3.17 dargestellt.  

 

Abb. 3.17 Grafische Darstellung des zu festem Zeitpunkt t gehörigen einperiodischen deterministi-
schen AD-Termingeschäfts χ  := χt              
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Im nachfolgenden Abschnitt 3.9.1 wird bei der Behandlung der Bedingung (FH) gezeigt, 
dass die Arbitragefreiheit (AF) und die Bedingung (FH) der Existenz von sogenannten fest-
verzinslichen Handelsstrategien zusammen hinreichend sind für die Existenz dieser AD-
Termingeschäfte χt bzw. der Diskontfaktoren t im Kapitalmarkt M des Marktmodells. Mit 

diesen einperiodischen deterministischen AD-Termingeschäften χt liegen nach Abschnitt 

3.9.2 dann auch noch die t-periodischen deterministischen AD-Kassageschäfte t


 im Ka-

pitalmarkt M. Weiter wird in Abschnitt 3.9.1 gezeigt, dass die Voraussetzung (FH) bei-

spielsweise in einem Marktmodell mit einem festverzinslichen Finanzinstrument S1 erfüllt 
ist (Bedingung (FF)). 
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3.9 Folgerungen aus der Arbitragefreiheit und der Existenz von 
festverzinslichen Handelsstrategien   

3.9.1 Deterministische einperiodische Diskontfaktoren 

Neben der Arbitragefreiheit (AF) wird jetzt für das Marktmodell noch die weitere Bedingung 
(FH), die Existenz von sogenannten festverzinslichen Handelsstrategien, vorausgesetzt. Es 
wird gezeigt, dass diese beiden Bedingungen zusammen hinreichend dafür sind, dass für alle 
t  {1,…,T} die zu den Zeitintervallen [t-1,t] gehörigen einperiodischen deterministischen 
Arrow-Debreu-Termingeschäfte (AD-Termingeschäfte)   

χt =  0,..,0,- ,1,0,..,0t
T

(t  ]0,[) 

im Kapitalmarkt M des Marktmodells vorliegen. Im nachfolgenden Abschnitt 3.9.2 wird 

gezeigt, dass mit diesen einperiodischen AD-Termingeschäften dann auch für alle t
 {1,…,T} die in Abschnitt 3.8.2 definierten t-periodischen deterministischen Arrow-
Debreu-Kassageschäfte (AD-Kassageschäfte) 

t


 =  - ,0,..,0,1,0,..,0td
T

(dt  ]0,[) 

im Kapitalmarkt M liegen. Weiter wird gezeigt, dass dabei die zugehörigen t-periodischen 

deterministischen Diskontierungsfaktoren  

dt := ,
1

( )
tk

t t k
k

A

  = t(Ω)     

die Produkte der einperiodischen Diskontfaktoren 1, …, t sind. Unter der Voraussetzung 
(DPζt) und insbesondere hier unter der Voraussetzung (FH)58 steht die Konstante dt tatsäch-
lich auf dem Kapitalmarkt M des Marktmodells als Diskontierungsfaktor zur Verfügung, um 

eine zum Zeitpunkt t  I sicher stattfindende Zahlung γ = Xt = Xt(Ω)   auf eine gleichwer-
tige sichere Zahlung im Zeitpunkt s = 0 abzuzinsen. Die Bedingung (FH) kommt in Ab-
schnitt 3.9.3 auch noch direkt beim Beweis der Existenz eines für alle -Algebren Ft (t  I) 

einheitlichen Preismaßes Q zum Einsatz. 

(FH)  Existenz von festverzinslichen Handelsstrategien:
Im Marktmodell gibt es zu jedem Zeitpunkt t = 1,…,T eine nur vom Zeitpunkt t ab-
hängige (deterministische) Konstante  

t  +  = ]0,[  
und dazu eine sogenannte festverzinsliche Handelsstrategie  

ηt = (0,…,0, t
t ,0,…,0)T = t

t 1t,Ω  HN,  

welche für alle ω  Ω den folgenden Gleichungen genügt:  

Zu den Zeitpunkten s  t ist ( )t
s   = 0, zum Zeitpunkt s = t erfüllt die Zustands-

funktion t
t  Ht,N für alle ω  Ω die beiden Gleichungen  

58  Der Beweis für die Folgerung der Bedingung (DPξt) aus der Bedingung (FH) wird in Abschnitt 
3.9.2 erbracht.  
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1( )( )t
tR    = 1( )tS 

T ( )t
t   = ,

1
1

( ) ( )
N

j t j
t t

j

S   


   = t,   

( )( )t
tV    = ( )tS   T ( )t

t   = , ,

1

( ) ( )
N

j t j
t t

j

S   


   = 1.     

Implizit ist hierbei St-1(ω), tS  (ω)  (0,…,0)  N für alle ω  Ω, t  {1,…,T} vorausge-

setzt. Bei einer Ft-1-messbaren N-wertigen Lösung       

t
t  = 

1

1,1,
1

( )
t

t k

k
t
t t k A

k

A




 1  Ht,N = Wt-1,N

bzw. dem zugehörigen Nkt-1-Tupel   
t
t  = 

11,1 1,( ( ),..., ( ))
t

t t
t t t t kA A 

 
T
 1tNk 

können die zu den einzelnen Ereignissen At-1,k  Pt-1 gehörigen N-Tupel     

1,( )t
t t kA 

 =  ,1 ,
1, 1,( ),..., ( )t t N

t t k t t kA A  

T
 N,  

k  {1,…,kt-1}, als Lösungen ihres Gleichungssystems 

1 1, 1,( ) ( )t
t t k t t kS A A  

T  = ,
1 1, 1,

1

( ) ( )
N

j t j
t t k t t k

j

S A A  


   = t,    

, 1,( ) ( )t
t t m t t kS A A  

T   = , ,
, 1,

1

( ) ( )
N

j t j
t t m t t k

j

S A A  


   = 1  (At,m  At-1,k) 

für die verschiedenen Ereignisse At-1,k  Pt-1 auch unterschiedlich ausfallen, sodass ηt im All-

gemeinen stochastisch und nicht deterministisch ist.  

Im Gegensatz dazu besitzt das zur Handelsstrategie ηt gehörige (duplizierbare) Zah-
lungsprofil χt = L(ηt) die deterministischen Werte            

t
s   = Ls(ηt)  = sS   t

s  - sS  1
t
s   = 0  für s  t-1, t,                

1
t
t   = Lt-1(ηt) = - 1tS  

t
t = - t  für s = t-1,   

t
t  = Lt(ηt)  = tS   t

t = + 1  für s = t.   

Das zur sog. festverzinslichen Handelsstrategie ηt gehörige einperiodische deterministische 
Zahlungsprofil χt hat also die Darstellung  

χt  :=  0,..,0,- ,1,0,..,0t
T

 = - ρt 1,t 1  + ,t 1

und wegen 0
t  = 0 (t  1) und der vorausgesetzten Arbitragefreiheit (AF) (es genügt auch das 

LOP) den Preis  

(χt) = V0(ηt) = 0S   0
t  = 0. 

Die Voraussetzung (FH) bewirkt also, dass das zum Zeitpunkt t  {1,…,T} gehörige einpe-
riodische deterministische (festverzinsliche) Arrow-Debreu-Termingeschäft χt im Marktmo-
dell mit einer speziellen Handelsstrategie ηt  HN duplizierbar ist, deren Zustandsfunktionen 

t
s  der Zeitpunkte s  t alle konstant Null sind (und somit t

s  = Ls(ηt) = 0  für s  t-1, t
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bewirken) und deren Ft-1-messbare Zustandsfunktion t
t  des Zeitpunkts s = t die Gleichun-

gen 1
t
t   = Lt-1(ηt) = - t und t

t  = Lt(ηt) = 1 erfüllt: 

(SDPχt)   χt = L(ηt)  L(HN)  mit t
s  = 0 für s  t (t  {1,…,T}). 

Da wegen der vorausgesetzten Arbitragefreiheit der Preis (χt) von χt definiert und gleich 
Null ist, liegt das deterministische Zahlungsprofil χt im Unterraum M = 0(ker )L V  der Ka-

pitalmarktgeschäfte des Marktmodells: χt  M. Das Zahlungsprofil χt ist die einperiodische 

deterministische Investition, bei der genau zum Zeitpunkt s = t-1 und unabhängig von den 
Zuständen ω  Ω der Betrag t ausgezahlt und genau zum Zeitpunkt s = t unabhängig von 
den ω  Ω der Betrag 1 eingenommen wird. Es wird als das einperiodische deterministische 
AD-Termingeschäft bezeichnet, das mit dem zum Zeitpunkt t-1 durchgeführten Kauf des de-
terministischen Arrow-Debreu-Papiers (AD-Papiers) ζt = 1t = 1t,Ω verbunden ist.  

Bei gültiger Arbitragefreiheit (AF) bedeutet die Voraussetzung (FH) der Existenz der soge-
nannten festverzinslichen Handelsstrategien ηt also, dass im Kapitalmarkt M des Marktmo-

dells die zu den Zeitintervallen [t-1,t] gehörigen einperiodischen deterministischen (fest-
verzinslichen) AD-Termingeschäfte χt (t = 1,…,T) vorhanden sind und diese noch mittels 

der speziellen Handelsstrategien ηt ( ( )t
s   = 0 für s  t) duplizierbar sind:  

(AF) , (FH)  ⇒ χt =  0,..,0,- ,1,0,..,0t
T
 M.   

Demzufolge existiert mit dem AD-Termingeschäft χt im Kapitalmarkt des Marktmodells zu 
jedem Intervall [t-1,t] der einperiodische deterministische Diskontfaktor t, der determi-
nistische Zinsfaktor  

qt = 1/t

und der deterministische (risikolose) Zinssatz  
rt = qt - 1 = 1/t - 1,  

mit dem sich die im Zeitpunkt t - 1getätigte Investition des Betrags t im Intervall [t-1,t] 
deterministisch auf den Wert 1 verzinst.59

Hinreichende Bedingung für die Eigenschaft (FH)
Zur Sicherung der Voraussetzung (FH) wird in der Praxis bei der Konstruktion eines Markt-
modells dieses häufig mit einem sog. festverzinslichen (deterministischen) Finanzinstrument 
S1 ausgestattet:  

59  Der zum einperiodischen Zeitintervall [t-1,t] gehörige einperiodische deterministische Diskontfak-
tor t, der zugehörige Zinsfaktor qt und der zugehörige Zinssatz rt ist für t  2 jeweils zu unterschei-
den von dem zum Zeitintervall [0,t] aus t Perioden gehörigen t-periodischen Diskontierungsfaktor 
dt, Aufzinsungsfaktor at und Zinssatz it. Nur für t = 1 ist 1 = d1 der Diskontfaktor des deterministi-

schen Kapitalmarktgeschäfts χ1 = 
1


 =  1- ,1,0,...,0d
T
 M, q1 = 1/1 = 1/d1 = a1 der zugehörige 

Zinsfaktor und r1 = q1 - 1 = a1 - 1 = i1 der zugehörige Zinssatz.     
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(FF)  Existenz eines festverzinslichen Finanzinstruments:
Im Marktmodell existiere unter den ausgewählten Finanzinstrumenten S j (j  J) auch 
das dividendenlose (δ1 = 0) festverzinsliche Finanzinstrument S1 mit den positiven 
deterministischen Zustandsfunktionen  

1
0S  := a0 := 1, 1

tS  := at > 0 für t = 1,…,T,  

den in den Zeitintervallen [t-1,t] gültigen einperiodischen deterministischen Zins-
faktoren  

qt = at/at-1 > 0,  
Zinssätzen  

rt = qt - 1  ]-1,[,  
Diskontfaktoren  

t = 1/qt > 0   
und den zu den Zeitintervallen [0,t] gehörigen t-periodischen deterministischen Auf-
zinsungsfaktoren  

at = q1…qt = 1/(1…t) (> 0),  
Zinssätzen   

it := at - 1 (> - 1)  
und Diskontierungsfaktoren  

dt = 1/at = 1/(q1…qt) = 1…t  (> 0) (t = 1,…,T).  

Falls neben der Voraussetzung (FF) noch die Arbitragefreiheit (AF) gültig ist, existieren im 
Unterraum M der Kapitalmarktgeschäfte auch die einperiodischen AD-Termingeschäfte χt

und t-periodischen AD-Kassageschäfte t


 (Beweis folgt).  

Bei einer möglichen Kassenhaltung von Bargeld kommen die zu den Zeitintervallen [t-1,t] 
gehörigen Zinssätze rt = 0, Zinsfaktoren qt = 1 + rt = 1, Diskontfaktoren t = 1/qt = 1 und die 
zu den Zeitintervallen [0,t] gehörigen Aufzinsungsfaktoren at = q1…qt = 1, Zinssätze it

= at - 1 = 0 und Diskontierungsfaktoren dt = 1/at = 1 zum Einsatz.   

Beweis: a) Die Gültigkeit der Bedingung (FH) in einem Marktmodell mit festverzinslichem Finanz-
instrument: Es sei (FF) vorausgesetzt. Für die dazu definierten speziellen deterministischen Handels-
strategien  

η t = (0,..,0, t
t ,0,..,0)T = t

t 1t,Ω  mit 

( )t
s   = 0 für s  t,  

( )t
t   = (dt,0,…,0)T  N

ist  

1( )( )t
tR     = 1( )tS 

T ( )t
t   = 1 ,1

1( ) ( )t
t tS      = at-1dt = ρt,  

( )( )t
tV     = ( )tS  T ( )t

t    = 1 ,1( ) ( )t
t tS      = atdt  = 1.  

Es existieren also sog. festverzinsliche Handelsstrategien, sodass die Bedingung (FH) erfüllt ist.  

b) Falls neben (FF) noch die  Arbitragefreiheit (AF) gilt, so existieren nach den Abschnitten 3.9.1 und 
3.9.2 genau zu diesen aus (FF) errechneten Diskontfaktoren t und Diskontierungsfaktoren dt im Markt-
modell auch die zu den Zeitintervallen [t-1,t] gehörigen einperiodischen AD-Termingeschäfte  

χt = L(ηt) =  0,..,- ,1,0,..,0t
T
 M

mit den  deterministischen Diskontfaktoren t und die zu den Intervallen [0,t] gehörigen t-periodischen 
AD-Kassageschäfte  
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t


 =  - ,0,..,0,1,0,..,0td
T
 M

mit den deterministischen Diskontierungsfaktoren dt. Im Marktmodell „existieren“ also die determinis-
tischen einperiodischen Diskontfaktoren t und die deterministischen t-periodischen Diskontierungs-
faktoren dt im oben bereits beschriebenen Sinne.  

3.9.2 Deterministische t-periodische Diskontierungsfaktoren 

Unter den Voraussetzungen (AF) und (FH) wird nun mit der Existenz der einperiodischen 
deterministischen AD-Termingeschäfte χt (t  {1,…,T}) in der Menge M der Kapital-

marktgeschäfte des Marktmodells noch gefolgert (Beweis folgt unten), dass die zu den Zeit-
intervallen [0,t] gehörigen Diskontierungsfaktoren dt = t(Ω) (Definition in Abschnitt 3.8.2) 
die Produkte der in dem Marktmodell existierenden einperiodischen Diskontfaktoren 
1, …, t (> 0) sind:  

(AF) , (FH)  ⇒ dt = 1…t = 
1

t

s
s




   für t = 1,…,T.              

Weiter wird gezeigt, dass mit den einperiodischen deterministischen AD-Termingeschäften 
χt  M (t  {1,…,T}) dann auch die in Abschnitt 3.8.2 betrachteten und zu den t-periodischen 

deterministischen AD-Papieren ζt = 1t = 1t,Ω gehörigen t-periodischen deterministischen 

AD-Kassageschäfte t


 =  - ,0,..,0,1,0,..,0td
T

als Linearkombinationen  

t


 = 1
1

...
t

s
s t

s

  


  

der χs in der Menge M der Kapitalmarktgeschäfte des Marktmodells liegen. Es gilt also      

(AF) , (FH)  ⇒ t


 M  für t  I.       

Demzufolge stehen im Kapitalmarkt M des Marktmodells auch die zum Intervall [0,t] ge-

hörigen t-periodischen deterministischen Diskontierungsfaktoren bzw. deterministischen 
AD-Preise dt für die Abzinsung von sicheren Zahlungen des Zeitpunkts t auf den Zeitpunkt 
0 zur Verfügung.  

Außerdem wird gezeigt, dass mit den AD-Kassageschäften t


 unter der Voraussetzung 

(AWSδ) auch die t-periodischen deterministischen AD-Papiere

ζt = t


 +  dt 0,1  = 1t,Ω = (0,..,0,1,0,..0)T

im Raum L(HN) der duplizierbaren Zahlungsprofile liegen, also (FH) hinreichend ist für die 

Bedingung (DPζt)  (DP1t,Ω) ζt = ,t 1  L(HN) (t = 0,1, …, T). Es gilt also    

(AWSδ) , (AF) , (FH)  ⇒  (DP1t,Ω)  für t  I.      

Ohne die Voraussetzung (FH) musste bei der Betrachtung der deterministischen AD-
Kassageschäfte im vorherigen Abschnitt 3.8.2 für die Interpretation der Größen dt als Dis-
kontierungsfaktoren noch die Duplizierbarkeit der AD-Papiere ζt, t  I, vorausgesetzt wer-
den.   
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Beweis: 1) Berechnung der Diskontierungsfaktoren dt aus den Diskontfaktoren t: Bei vorliegender 
Arbitragefreiheit (AF) und Bedingung (FH) erhält man aus der Preisgleichung  

0 = (χt) = , t 
W

 = , ,
0 1

( ) ( )
skT

t
s s k s s k

s k

A A 
 


 = - t
1

1 1,
1

( )
tk

t t k
k

A


 

  + 1 ,

1

( )
tk

t t k
k

A

 (s = t-1, t) 

 = - tdt-1 + dt

von χt  M für die Diskontierungsfaktoren dt die Rekursionsformel  

(RFdt) dt = dt-1t

und mit d0 = 0(Ω) = 1 per vollständiger Induktion die explizite Formel  
(EFdt) dt = 1…t  für t = 1,…,T.                

2) „(AWSδ), (AF), (FH)  (DPζt)“: Unter den Voraussetzungen (AF) und (FH) ist nach Abschnitt 3.9.1 
χt  M für t  {1,…,T} und   

t


   = ζt - dt 0,1  =  - ,0,..,0,1,0,..,0td
T

=  1- ... ,0,..,0,1,0,..,0t  
T

(dt = 1…t) 

= - 1…t10,Ω  + 2…t11,Ω

- 2…t11,Ω  + 3…t12,Ω

 …..    
- t1t-1,Ω   + 1t,Ω

=  1 1, 1 ,
1

- ... ...
t

s s t s s t s
s

       


     1 1 (s = t: t+1…t := 1) 

=  1, , 1
1

- ...
t

s s s s t
s

    


    1 1

= 1
1

...
t

s
s t

s

  


  

= χ12…t +…+ χt-1t + χt  M.   

In Abschnitt 3.7.3 wurde bereits festgestellt, dass unter der Voraussetzung (AWSδ) das spezielle Zah-
lungsprofil Y = dt10,Ω in L(HN) liegt und dass für ein beliebiges duplizierbares Zahlungsprofil Y L(HN) 

und ein beliebiges Kapitalmarktgeschäft X


 M  L(HN) auch deren Summe X := Y + X


 in L(HN) 

liegt (und denselben Preis wie Y besitzt). Die Voraussetzung (FH) ist zusammen mit (AWSδ) und (AF) 
also auch hinreichend für  

ζt = t


 +  dt 0,1  L(HN),   

also für die Bedingung (DPζt) (t  {1,…,T}).  

Für t = 0 sind nach Abschnitt 3.8.2 die Bedingungen (DPζ0) und 0


 M stets erfüllt. 

3.9.3 Preismaße Qt und einheitliches Preismaß Q

Unter Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der Bedingung (DPξt,C), dass also das 

stochastische AD-Papier ,t C  duplizierbar ist, wird nach Abschnitt 3.8.1 der zum Zeit-

intervall [0,t] und zum Ereignis C  Ft gehörige AD-Preis  

t(C) = dt,C = ,( )t C 
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tatsächlich als Preis von ,t C  L(HN) bzw. als Diskontierungsfaktor des Kapitalmarktge-

schäfts ,t C


 im Marktmodell realisiert. Speziell für C = Ω wird unter der Voraussetzung 

(DPζt), dass also das deterministische AD-Papier t  = ,t   duplizierbar ist, der zum Inter-

vall [0,t] bzw. Zeitpunkt t und zum sicheren Ereignis Ω gehörige deterministische AD-Preis 

t(Ω) = dt = ( )t   im Marktmodell realisiert. Das Maß t(C) = dt,C ist der (nicht normierte) 

AD-Preis dafür, dass im Zeitpunkt t und nur im Ereignis C genau eine Geldeinheit eingezahlt 
wird, das Maß t(Ω) = dt ist der Preis dafür, dass im Zeitpunkt t sicher eine Geldeinheit 
eingezahlt wird.  

Sind beide Voraussetzungen (DPξt,C) und (DPζt) erfüllt, so ist der normierte AD-Preis  

( )tQ C  = t(C)/t(Ω) = ,( )t C  / ( )t 

von C der Anteil des AD-Preises t(C) des Zeitpunkts t und Ereignisses C  Ft am AD-Preis 

t(Ω) des sicheren Ereignisses des Zeitpunkts t, also der normierte (relative) AD-Preis zu 
t und C in Bezug auf den deterministischen AD-Preis des Zeitpunkts t. Daher kann das in 
Abschnitt 3.7.4 definierte W-Maß ( )tQ C  des Ereignisses C  Ft auch als das zur -Algebra 

Ft des Zeitpunkts t gehörige (relative) Preismaß von C bezeichnet werden.  

Bei Gültigkeit von (AF) und der Voraussetzung (DPξt,C) für alle C  Ft (und dann insbe-

sondere auch für C = Ω  Ft) kann dann das in Abschnitt 3.7.4 für alle C  Ft definierte und 

innerhalb des Marktmodell entwickelte formale bzw. synthetische W-Maß  
Qt : Ft  [0,1]  

als das zum Zeitpunkt t gehörige (normierte, relative) Preismaß bezeichnet werden. Diese 
Bezeichnung des Maßwerts t(C) als Zustands-, AD- oder Ereignispreis und des W-Maßes 

( )tQ C  als Preismaß wird meist salopperweise auch noch ohne Vorliegen der entsprechenden 

Voraussetzungen verwendet. Bei den nachfolgenden Untersuchungen wird die Vorausset-
zung (DPξt,C) für beliebige C  Ft und t  I nicht gesichert. Nach Abschnitt 3.8.1 ist diese 

Voraussetzung äquivalent zur Vollständigkeit (VS) des Marktmodells. Die zweite speziellere 
Voraussetzung (DPζt) (für C = Ω, t  I) ist nach Abschnitt 3.9.2 aber eine Folge der 
nachfolgend verwendeten Voraussetzung (FH).    

Für das Marktmodell wird nun neben der Arbitragefreiheit (AF) noch die zusätzliche Vo-
raussetzung (FH) der Existenz von festverzinslichen Handelsstrategien angenommen und 
damit ein Zusammenhang zwischen den verschiedenen W-Maßen Qt (t  I) bewiesen. Im 
nachfolgenden Beweis wird gezeigt, dass dann das Maß Qs(E) eines Ereignisses E  Ps bzw. 

E  Fs im Zeitpunkt s die Summe der Maße Qt(At) seiner Nachfolger-Ereignisse At  Pt, 

At  E, im Zeitpunkt t ist, also insbesondere die Summe der Maße QT(AT) seiner Nachfolger-
Ereignisse AT  PT = {{ω1},…,{ωK}}, AT  E, im Zeitpunkt T:      

Qs(E) = 
,

( )
t t t

t t
A E A

Q A
 


P

 = Qt(E),   0  s < t  T, E  Fs, 

Qs(E) = ({ })T
E

Q




 = QT(E)  (t = T). 
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Diese additive Zerlegung eines Maßes Qs(As) in Maße Qt(At) für ein Ereignis As  Ps mit 

seinen Nachfolger-Ereignissen At  Pt, At  As, wird in der nachfolgenden Abbildung 3.18 

dargestellt. Demzufolge ist dann (speziell für t = T) jedes W-Maß Qs die Einschränkung des 
W-Maßes Q := QT der Potenzmenge Ꮘ(Ω) auf die Unter--Algebra Fs von FT = Ꮘ(Ω). Dieses 

W-Maß  
Q : Ꮘ(Ω)  [0,1]              

wird salopperweise auch ohne die Voraussetzung der Vollständigkeit (VS) des Marktmodells 
das (für alle -Algebren Ft, t  I, einheitliche, simultane) Preismaß60 des Marktmodells ge-

nannt.  

Abb. 3.18 Die additive Zerlegung des Maßes Qs(As) eines Ereignisses As  Ps in die Maße Qt(At,m) 

seiner Nachfolger-Ereignisse At,m  Pt, At,m  As (s < t)           

Speziell für das Einperiodenmodell (T = 1) wird die zusätzliche Voraussetzung (FH) 

(DP11,Ω+)  (DPDT1Ω+)61 für die Existenz des simultanen Preismaßes nicht benötigt, da 

wegen Q0() = 0 = Q1(), Q0(Ω) = 1 = Q1(Ω) hier schon das W-Maß Q := Q1 auf der Unter-
-Algebra F0 = {,Ω} von F1 = Ꮘ(Ω) mit dem W-Maß Q0 übereinstimmt.     

Beweis für die Existenz eines einheitlichen Preismaßes Q für die -Algebren Ft (t  I):62 Zum Beweis 

wird explizit die in der Bedingung (FH) geforderte Existenz von festverzinslichen Handelsstrategien ηt

und auch die davon abgeleitete Rekursionsformel der Diskontierungsfaktoren dt verwendet. Zu belie-
bigem festen Zeitpunkt t  {1,…,T} und festem Ereignis At-1,k  Pt-1 wird jetzt mittels der festverzins-

lichen N-wertigen Handelsstrategie ηt = t
t 1t,Ω  HN und der reellwertigen Handelsstrategie 

1,, t kt A 
1

 H1 durch Produktbildung noch eine weitere Handelsstrategie h  HN definiert. Aus der Preisglei-

chung () für das zugehörige Zahlungsprofil  = L(h) kann dann eine Rekusionsformel für die W-
Maße Qt hergeleitet werden. Man definiert also eine Handelsstrategie       

60  Die Bezeichnung Preismaß verwendet Kremer (2011) auf S. 199.  
61  Eine Begründung für die Äquivalenz der Bedingungen (FH), (DP11,Ω+), (DPDT1Ω+) im Einpe-

riodenmodell unter den Voraussetzungen (AF) und (AWSδ) wird in Abschnitt 6.2.5 gegeben.   
62  Den Beweis zur Existenz des einheitlichen Preismaßes findet man bei Kremer (2011), S. 198f.  



178 3  Bewertung nach dem Duplikationsprinzip 

h := 1,, t kt A
   := t 

1,, t kt A 
1 = t

t 
1,, t kt A 

1  = (0,…,0, t
t 

1,t kA 
1 ,0,…,0)T  HN

mit  
hs = 0  für s  t,  

ht = t
t 

1,t kA 
1  für s = t

 (k  {1,…,kt-1} und At-1,k  Pt-1 fest fixiert).63 Insbesondere ist h0 = 0 und damit 0( )V h  = 0 0S h 

= 0 0S h T  = 0. Weiter erhält man für die Handelsstrategie h speziell im Zeitpunkt s = t die Werte  

ht(At-1,m)  = 0  für m  k, 

ht(At-1,k)  = t
t (At-1,k)  für m = k.   

Betrachtet man die Zustandsfunktion ht statt auf den At-1,m  Pt-1 auch auf den At,p  Pt, so erhält man 

noch  
ht(At,p)  = 0  für At,p  At-1,k,   

ht(At,p)  = t
t (At-1,k)  für At,p  At-1,k.      

Für das Zahlungsprofil ξ := L(h) der Handelsstrategie h ergeben sich die Werte       

ξs = Ls(h) = sS hs - Sshs+1 = 0 für s  t-1, t,  

ξt-1(At-1,m) = 0 - St-1(At-1,m)Tht(At-1,m)  = - St-1(At-1,m)T0    = 0  für s = t-1, m  k,  

ξt-1(At-1,k) = 0 - St-1(At-1,k)Tht(At-1,k)  = -1 -1, -1,- ( ) ( )t
t t k t t kS A AT = - t  für s = t-1, m = k,  

ξt(At,p)  = ,( )t t pS A T ht(At,p)  = 0  für s = t, At,p  At-1,m  At-1,k,  

ξt(At,p)  = ,( )t t pS A T ht(At,p)  = , 1,( ) ( )t
t t p t t kS A A  

T  = + 1 für s = t, At,p  At-1,k. 

Aufgrund dieser Werte erhält man die Zustandsfunktionen ξs = 0 für s  t-1, t, ξt-1 = 
1,

-
t kt A


1 , ξt

= 
1,t kA 

1  und das Zahlungsprofil  

ξ  = 
1,1,-

t kt t A
1  + 

1,, t kt A 
1

 =  
1, 1,

0,...,0, - , ,0,...,0
t k t kt A A
 

1 1
T

.            

Beim Zahlungsprofil ξ = L(h)  L(HN) wird also genau zum Zeitpunkt s = t-1 und im Ereignis At-1,k

 Pt-1  Ft-1 der Betrag t ausgezahlt und genau zum Zeitpunkt s = t und im Ereignis At-1,k  Ft+1  Ft

der Betrag 1 eingezahlt. Aus der zu ξ gehörigen Preisgleichung  

0  = 0 0S h   = 0( )V h  = (ξ) = , 
W

 = , ,
0 1

( ) ( )
skT

s s m s s m
s m

A A 
 


 = - t 1 1,( )t t kA    + 1
, 1,

,( )
t p t k

t t p
A A

A


 (s = t-1, t) 

 = - tdt-1 1 1,( )t t kQ A   + dt

, 1,

,( )
t p t k

t t p
A A

Q A


 (t = Qtdt) 

 = dt[- 1 1,( )t t kQ A   + 
, 1,

,( )
t p t k

t t p
A A

Q A


 ]          (Rekurs.-formel für dt) 

ergibt sich nach Division durch dt für die W-Maße Qt die Rekusionsformel   

1 1,( )t t kQ A   = 
, 1,

,( )
t p t k

t t p
A A

Q A


 (t  {1,…,T}) 

und mit dem Prinzip der vollständigen Induktion die allgemeinere Beziehung für die W-Maße Qt:    

63  Begründung für die Ft-1-Messbarkeit der Zustandsfunktion ht = t
t 

1,t kA 
1 : Da die Ft-1-messbaren 

Funktionen t
t  Ht,N = Wt-1,N und 

1,t kA 
1  Ht,1 = Wt-1,1 nach Abschnitt 2.3 auf jedem At-1,m  Pt-1

konstant sind, gilt dies auch für deren Produkt ht, sodass auch dieses Ft-1-messbar ist.    
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,( )s s kQ A  = 
, , ,

,
,

( )
t p s k t p t

t t p
A A A

Q A
 


P

 = ,( )t s kQ A (Qt -additiv) 

für 0  s < t  T und As,k  Ps, k  {1,…,ks}. Speziell für t = T erhält man damit zunächst auf Ps die 

Übereinstimmung des W-Maßes Qs mit dem auf FT = (PT) = Ꮘ(Ω) gegebenen W-Maß  

Q := QT : Ꮘ(Ω)  [0,1]:  

,( )s s kQ A  = 
,

({ })
s kA

Q




  = ,( )s kQ A  As,k  Ps  FT = Ꮘ(Ω).     

Wegen der Molekülstruktur der Elemente D  Fs,  

D = ,s k
k M

A


∪

mit den endlich vielen Atomen As,k  Ps (k  M = M(D)  {1,…,ks}, siehe Abschnitt 2.2) von D, stim-

men dann die (-additiven) Maße Qs und Q auch auf allen D  Fs überein:  

Qs(D) = 
, ,

,
,

( )
s k s k s

s s k
A D A

Q A
 


P

 = 
, ,

,
,

( )
s k s k s

s k
A D A

Q A
 


P

 = Q(D),  

also  
Qs(D) = Q(D)  für alle D  Fs.   

Damit ist jedes W-Maß Qs : Fs  [0,1] die Einschränkung 
s

Q
F

 des W-Maßes Q auf die Unter-

-Algebra Fs Ꮘ(Ω). Der zum Zeitpunkt s  I und Ereignis C Fs gehörige normierte AD-Preis Qs(C) 

(= s(C)/s(Ω)) stimmt also überein mit dem zum Endzeitpunkt T und Ereignis C  Fs  FT = Ꮘ(Ω)

gehörigen normierten AD-Preis QT(C) bzw. mit dem zum Endzeitpunkt T gehörigen „Preismaß“ Q(C) 
= QT(C) von C. Das für alle D Ꮘ(Ω) und damit auch für alle Ereignisse C der Unter--Algebren Fs

 Ꮘ(Ω) (s  I) definierte einheitliche W-Maß Q : Ꮘ(Ω)  [0,1] wird nun (auch ohne die Vorausset-

zung (VS)) Preismaß genannt.  

3.9.4 Diskontierte Preisprozesse der dividendenlosen Finanzinstrumen-
te als Martingale bezüglich des Preismaßes Q

Es sei die Arbitragefreiheit (AF) und die Bedingung (FH), also die Existenz von festverzins-
lichen Handelsstrategien, vorausgesetzt. Nach dem vorherigen Abschnitt 3.9.3 existiert dann 
ein für alle -Algebren Ft (t  I) einheitliches Preismaß Q : Ꮘ(Ω)  [0,1] mit Q = Qt auf Ft. 

Unter diesen Voraussetzungen lässt sich die zum j-ten Finanzinstrument S j und zum festen 
Zeitpunkt s gehörige und auf den Zeitpunkt 0 diskontierte Preis-Zustandsfunktion 

j
sM  := j

s sd S  darstellen als Summe der bedingten Erwartung der zu einem festen späteren 

Zeitpunkt t  s gehörigen diskontierten Preis-Zustandsfunktion j
tM  = j

t td S  und der 

bedingten Erwartungen der diskontierten Dividenden-Zustandsfunktionen j
i  := j

i id   des 

dazwischenliegenden Zeitintervalls [s+1,t] (der Beweis folgt unten nach den etwas aus-
führlicheren Anmerkungen zur bedingten Erwartung und zum Martingal):64

64  Die Formel für die mit den deterministischen Diskontierungsfaktoren diskontierten Preis-Zustands-
funktionen und diskontierten Dividenden-Zustandsfunktionen bringt Kremer (2011) in 
Lemma 3.80 auf S. 205.  
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(AF) , (FH)  ⇒ j
s sd S   = ( )s j

Q t tE d SF
 + 

1

( )s

t
j

Q i i
i s

E d 
 

 F

= ( )s j
t Q td E SF

 + 
1

( )s

t
j

i Q i
i s

d E 
 

 F  für s  t.  

Die Diskontierung auf den Zeitpunkt 0 erfolgt dabei jeweils mit den i-periodischen de-
terministischen Diskontierungsfaktoren di (von Abschnitt 3.9.2, i = s+1,…,t) und die Um-

rechnung in eine Fs-messbare Zustandsfunktion mit der bedingten Erwartung (.)s

QEF
 bezüg-

lich des W-Maßes Q unter der Hypothese Fs. Das Schema der Berechnung des auf den Zeit-

punkt t = 0 diskontierten Preises j
s sd S  des Zeitpunkts s durch die entsprechende Diskontie-

rung (auf t = 0) der bedingten Erwartungen des Kurses j
tS  zum Zeitpunkt t und der Divi-

dendenzahlungen j
i  in den Zeitpunkten i = s+1,…,t ist in der nachfolgenden Abbil-

dung 3.19 dargestellt.    

Abb. 3.19 Berechnung des diskontierten Preises j
s sd S  von S j des Zeitpunkts s als Summe der beding-

ten Erwartungen des diskontierten Preises j
t td S  des Zeitpunkts t (t  s) und der diskontier-

ten Dividendenzahlungen j
i id   des Zeitintervalls [s+1,t]              

Im Spezialfall s = 0 (F0 = {,Ω}, d0 = 0(Ω) = 1) wird die bedingte Erwartung 0 (.)QEF
 zum 

Erwartungswert (.)QE  und erhält man die folgende Diskontierungsformel für das j-te Finanz-

instrument S j:     

0
jS   = ( )j

Q t tE d S  + 
1

( )
t

j
Q i i

i

E d 




 = dt ( )j
Q tE S  + 

1

( )
t

j
i Q i

i

d E 


 .              

Dies ist ein Spezialfall der in Abschnitt 4.5 für ein beliebiges Zahlungsprofil X  L(HN) an-

gegebenen Preisberechnung als Barwert der Q-Erwartungswerte EQ(Xt) der Zustandsfunkti-

onen Xt: Hier berechnet sich der Preis 0
jS  des Finanzinstruments S j zum Zeitpunkt 0 als Preis 

(Y) des Zahlungsprofils  

s s + 1 t t - 1

 …..  

.

.

.
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Y := (0, 1
j ,…, -1

j
t , j j

t tS  ,0,…,0)T

durch den Barwert der Q-Erwartungswerte seiner Zahlungen Yt, nämlich des Kurses j
tS  zum 

Zeitpunkt t und der Dividendenzahlungen j
i  in den Zeitpunkten i = 1,…,t.   

Im Spezialfall eines dividendenlosen Finanzinstruments S j (δ j = 0) ist der diskontierte 

Preisprozess jM  = ( )j
t t IM   = ( )j

t t t Id S   ein Martingal bezüglich des W-Maßes Q und der 

Filtration F = (Ft)tI des gefilterten W-Raums (Ω,(Ft)tI,Q):  

(AF) , (FH)  ⇒ j
s sd S  = ( )s j

Q t tE d SF
für s  t.  

Die Zustandsfunktion j
sM  stimmt dann mit der bedingten Erwartung von j

tM  unter der 

Hypothese Fs überein. Aufgrund dieser Eigenschaft wird das Preismaß Q auch Martingal-

maß65 genannt. Der Zusammenhang zwischen der Arbitragefreiheit und der Martin-
galeigenschaft der dividendenlosen diskontierten Preisprozesse wurde im Jahr 1979 von 
Harrison und Kreps gefunden.66

Die bedingte Erwartung einer Zustandsfunktion auf endlichem Zustandsraum   
Die bedingte Erwartung ist ein zentraler Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) und wird 
insbesondere bei der Definition eines Martingals verwendet. Für den hier im Mehrperiodenmodell 
vorliegenden Fall eines gefilterten W-Raum (Ω,(Ft)tI,Q) (F0= {,Ω}, FT = Ꮘ(Ω), Q : Ꮘ(Ω)  [0,1] 

W-Maß) mit endlichem Zustandsraum Ω und dem auf den Ereignissen As  Ps = Z(Fs) positiven 

diskreten W-Maß Q wird für eine Ft-messbare Zustandsfunktion Xt  Wt,1 und die Unter--Algebra 

Fs von Ft (s  t) die bedingte Erwartung  von Xt unter der Hypothese Fs (bzw. unter der Information 

Fs, bezüglich Fs oder gegeben Fs) folgendermaßen definiert:67

( )s

Q tE XF
 := ( )Q t sE X F  := 

1
( ) ( )

( ) s

s s t s

t t

t t t A
A A As

A

X A Q A
Q A 



 
   
 
 

  1
P

P

. 

Die bedingte Erwartung  

Ys := ( )Q t sE X F  = ( )
s

s s

s s A
A

Y A


 1
P

ist also die Fs-messbare Zustandsfunktion Ys  Ws,1, deren Funktionswerte Ys(As) jeweils durch den 

bedingten Erwartungswert ( )Q t sE X A  von Xt unter der Bedingung (Hypothese) As ( Ps  Fs  Ft) 

gegeben sind:   

65  Die Bezeichnung Martingalmaß findet man bei Kremer (2011), S. 50, 69, 205, 215, 411; (2017), 
S. 176.   

66  Den geschichtlichen Hinweis auf die erste Entdeckung des Zusammenhangs zwischen Arbitrage-
freiheit und Martingaleigenschaft geben beispielsweise Trautmann (2007) auf S. 361 und Bäuerle 
u. Rieder (2017) auf S. 44.  

67  Diese Definition der bedingten Erwartung im Mehrperiodenmodell findet man bei Kremer (2011), 
S. 202, 376.   
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Ys(As) = 
1

( ) ( )
( )

t s

t t

t t t
A As
A

X A Q A
Q A 



 
P

 = ( )Q t sE X A (As  Ps).  

Begründung für die Übereinstimmung Ys(As) = ( )Q t sE X A : Wegen der Ft- bzw. Pt-Messbarkeit von Xt

ist Xt(ω) = Xt(At) für die ω  At  Pt. Wegen der Molekülstruktur ist As  Ps  Ft in Ft die Vereinigung 

seiner Atome At  Pt, At  As. Und da Q = QT ein W-Maß auf der endlichen -Algebra FT = Ꮘ(Ω) ist, 

gilt noch  

( ) ({ })
t

t
A

Q A Q





  .  

Daher ist   

Ys(As) = 
1

( ) ({ })
( )

t s t

t t

t t
A A As
A

X A Q
Q A 


 


  
P

 =  
1

( ) ({ })
( )

t s t

t t

t
A A As
A

X Q
Q A 

 
 


  
P

 = 
1

( ) ( )
( )

s

t
As

X Q
Q A 

 


  = 
1

( )
s

t

s A

X dQ
Q A 

 = ( )Q t sE X A (Def. des bed. Erw.werts).    

Speziell für s = 0 mit F0= {,Ω} und P0 = Z(F0) = {Ω} ist damit die bedingte Erwartung von Xt bezüg-

lich F0 gleich dem Erwartungswert von Xt:   

0( )Q tE X F  = 
0

0 0

1
( ) ( )

( )
t t

t t t A
A A

X A Q A
Q A 

 
   

 
  1

P

  = ( ) ( )
t t

t t t
A

X A Q A



P

 = ( ) ({ })
t t t

t t
A A

X A Q



 
 

P

(Q(Ω) = 1)  

  = ( ) ({ })tX Q
 

 

  = tX dQ




  = ( )Q tE X (Def. des Erw.werts).  

Die bedingte Erwartung Ys = ( )Q t sE X F  ist außerdem die eindeutig bestimmte68 Fs-messbare Zustands-

funktion Ys  Ws,1 mit der Eigenschaft69

( )Q s CE Y 1  = ( )Q t CE X 1   für alle C  Fs.  

Speziell für C = Ω erhält man die Übereinstimmung der Erwartungswerte von bedingter Erwartung Ys

und Zustandsfunktion Xt:  

68  Aufgrund der Voraussetzung Q > 0 auf Ps ist hier die bedingte Erwartung eindeutig bestimmt. Bei 

einem W-Maß P, für welches nur P  0 auf Ps gilt, können die Funktionswerte Ys(As)   für die 

As  Ps mit P(As) = 0 beliebig gewählt werden, sodass dann Ys nur P-fast sicher (P-f.s.) eindeutig 

bestimmt ist (siehe z. B. Kremer 2017, S. 128f).     
69  Diese Übereinstimmung der obigen Erwartungswerte für die Zustandsfunktion Xt und die bedingte 

Erwartung Ys auf jedem C  Fs ist charakteristisch für die bedingte Erwartung Ys als Fs-messbare 

Zustandsfunktion. Einen Beweis hierfür findet man bei Kremer (2011), S. 376f, für ein W-Maß 
Q > 0 auf Ps und (2017), S. 128f, für ein W-Maß P  0.   
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( )Q sE Y  = ( )Q tE X .   

Der in der obigen Charakterisierung von Ys verwendete Erwartungswert ( )QE Z  von Z bezüglich des 

W-Maßes Q ist für eine beliebige Ft-messbare Zustandsfunktion Z : Ω  , die im Fall eines endlichen 

Ω und somit endlicher Partition Pt auch Q-integrierbar ist, definitionsgemäß ihr Q-Integralwert           

( )QE Z := ZdQ

  = 

t t t
A A

ZdQ

 

P

 = ( ) ( )
t t

t t
A

Z A Q A



P

 = ( ) ({ })Z Q
 

 

 .          

Für Z = Xt1C ist  

( )Q t CE X 1  = t

C

X dQ  = 
t t t
t

t
A A
A C

X dQ



 
P

 = ( ) ( )
t t

t

t t t
A
A C

X A Q A




P

,  

für Z = Ys1C analog  

( )Q s CE Y 1  = ( ) ( )
s s

s

s s s
A
A C

Y A Q A




P

.   

Daher wird im Fall des endlichen Zustandsraums Ω die bedingte Erwartung charakterisiert durch die 
Eigenschaft  

( ) ( )
s s

s

s s s
A
A C

Y A Q A




P

 = ( ) ( )
t t

t

t t t
A
A C

X A Q A




P

 für alle C  Fs.    

Dividiert man diese Gleichung noch durch Q(C) (> 0), so steht links der bedingte Erwartungswert 

( )Q sE Y C  von Ys unter der Bedingung C und rechts der bedingte Erwartungswert ( )Q tE X C  von Xt

unter der Bedingung C. Diese Eigenschaft lässt sich aus der oben angegebenen Definition der Funk-

tionswerte Ys(As) der bedingten Erwartung Ys = ( )Q t sE X F  herleiten. Speziell für C = As  Ps erhält 

man aus dieser charakteristischen Eigenschaft wegen der Positivität des W-Maßes Q wieder die obige 
explizite Definition von Ys(As).   

Die bedingte Erwartung einer Zustandsfunktion auf unendlichem Zustandsraum   
Allgemeiner wird für einen beliebigen, also möglicherweise auch unendlichen und evtl. überabzähl-
baren Zustandsraum Ω und einen zugehörigen Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum) (Ω,A,P) die be-

dingte Erwartung Y unter der Hypothese C (C Unter--Algebra von A) für eine A-messbare Zu-

standsfunktion X : Ω   mittels der oben angegebenen Eigenschaft definiert:70 Die bedingte Erwar-

tung ( )PE XC  = ( )PE X C  für die nichtnegative bzw. integrierbare71 A-messbare Zustandsfunktion 

70  Diese allgemeinere Definition der bedingten Erwartung findet man bei Kremer (2011), S. 446, und 
Bauer (2002) WT, S. 117.  

71  Die Definition der Integrierbarkeit einer A-messbaren Funktion f : Ω   bezüglich einem Maß 

auf A findet man beispielsweise bei Bauer (1992) MI, S. 61–80: Dazu wird zuerst das -Integral 

von f über Ω für eine nichtnegative messbare Funktion f definiert, die stets das Supremum einer 
isotonen Folge (un)n von Elementarfunktionen (endliche Nichtnegativkombinationen von Indi-
katorfunktionen) un ist. Das Integral von f wird als das Supremum der Integrale dieser Ele-
mentarfunktionen un in [0,∞] definiert. Dann wird die -Integrierbarkeit einer beliebigen A-mess-

baren Funktion f dadurch definiert, dass die zu f gehörigen Funktionen f + := max {f,0} (Positivteil) 
und f - := - min {f,0} (Negativteil von f), die beide nichtnegativ, mit f auch A-messbar sind und 

somit einen Integralwert in [0,] besitzen, jeweils einen reellwertigen Integralwert aufweisen. Das 
-Integral von f = f + - f - wird dann als die Differenz der -Integrale von f + und f - definiert.  
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X : Ω   und die Unter--Algebra C von A ist die P-fast sicher (P-f.s.) eindeutig bestimmte nicht-

negative bzw. integrierbare C-messbare Zustandsfunktion Y : Ω   mit der Eigenschaft  

( )P CE Y 1  = 
C

YdP  = 
C

XdP  = ( )P CE X 1  für alle C  C

bei Verwendung der Erwartungswerte         

( )PE Z  = ZdP



der Zustandsfunktionen Z = X1C, Y1C bezüglich des W-Maßes P. Insbesondere erhält man für C = Ω

 C und 1 1 , dass der Erwartungswert der bedingten Erwartung Y = ( )PE X C  von X mit dem Er-

wartungswert der Zustandsfunktion X übereinstimmt:72

( )PE Y  = ( )PE Y 1  = YdP



 = XdP

  = ( )PE X 1  = ( )PE X .  

Plausibilisierung des Begriffs der bedingten Erwartung  
Plausibilitätsbetrachtungen73 zu der zuletzt angegebenen allgemeinen und ziemlich abstrakten Defini-
tion verwenden den Spezialfall einer endlichen bzw. abzählbaren Partition P des Zustandsraums Ω eines 

W-Raums (Ω,A,P) mit der Unter--Algebra C := (P)  A.  

Bauer (2002) verwendet dazu bei vorgegebenem W-Raum (Ω,A,P) eine endliche Zerlegung P

= {A1,…,Ak} von Ω mit Ai A und P(Ai) > 0 (i = 1,…,k) und definiert zunächst zu jedem festen Ai  P

mittels der bedingten Wahrscheinlichkeit von A  A unter der Hypothese Ai ein W-Maß  

( )
iAP A  = P(A  Ai)/P(Ai) = 

iA

A

dP1 /P(Ai)  

auf A. Der Erwartungswert74

( )
Ai

PE X  = 
iAXdP


  = 

1

( ) iA

i

X dP
P A 

 1  = 
1

( )
ii A

XdP
P A 

einer P-integrierbaren A-messbaren reellwertigen Zustandsfunktion X bezüglich dieses W-Maßes wird 

bedingter Erwartungswert ( )P iE X A  von X unter der Hypothese Ai genannt. Speziell bei endlichem 

Zustandsraum Ω ist dabei das im Zähler stehende Integral durch eine Summe gegeben:  

iA

XdP  = ( ) ({ })
iA

X P


 

 .  

Dann definiert er zur Partition P bzw. zur -Algebra C = (P) die aus diesen Erwartungswerten zu-

sammengesetzte C-messbare Zustandsfunktion  

72  Diese Eigenschaft der Erwartungstreue und weitere Eigenschaften der bedingten Erwartung findet 
man bei z. B. bei Bauer (2002) WT, S. 120–127, 140, Deck (2006), S. 121f, Kremer (2011), S. 378, 
382f. 

73  Plausibilitätsbetrachtungen zur bedingten Erwartung geben Bauer (2002) WT, S. 116, Hausmann 
et al. (2002), S. 361–363, und Kallsen (2009) S. 14, Satz 1.20. 

74  Die Umformung des Erwartungswerts erfolgt nach Bauer (1992) MI, S. 110, Satz 17.3, mit dem 

Satz von der Integration nach einem Maß mit Dichte. Hier ist ( )
iAP A = 

A

fdP , also 
iAP  das Maß 

mit der Dichte f = 1
( ) ii AP A 1  bezüglich dem Maß P. Es gilt dann 

iAXdP  = XfdP .      
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Y := 
1

( )
i

k

i A
i

Y A


 1  = 
1

( )
A ii

k

P A
i

E X


 1

als die bedingte Erwartung von X unter (der Hypothese) C.  

Hausmann et al. (2002) betrachten zur Plausibilisierung ebenfalls eine endliche Partition P von Ω mit 

P > 0 auf P und speziell auch den Fall k = P = 2.  

Kallsen (2009) behandelt eine abzählbare Partition P mit P  0 auf P und definiert den jeweiligen 

Funktionswert Y(Ai) der bedingten Erwartung Y von X durch den bedingten Erwartungswert ( )P iE X A

im Fall P(Ai) > 0 und durch den Wert 0 im Fall P(Ai) = 0.   

Die bedingte Erwartung Y stellt für die A-messbare Zustandsfunktion X : Ω   eine gewisse Nä-

herung (eine Approximation durch eine C-messbare Zustandsfunktion, eine an C angepasste Glättung) 

dar, wobei beim Übergang von X zu Y die Funktion auf den Atomen Ai  P = Z(C)  (d. h. auf den in der 

Unter--Algebra C nicht weiter teilbaren Mengen, siehe Abschnitt 2.2) gleichsam „flachgeklopft“ wird 

auf den jeweiligen konstanten Durchschnittswert Y(Ai), nämlich den bedingten Erwartungswert 

( )P iE X A  von X unter der Hypothese Ai. Diese jeweilige Mittelwertbildung bzw. „Glättung“ der Funk-

tion auf den Elementen der Partition P bzw. bezüglich der -Algebra C geht mit einem Verlust an 

Information über die Funktion einher. So ist für die kleinste Unter--Algebra C = {,Ω} (P = Z(C) 

= {Ω}) von A die bedingte Erwartung die gröbste Näherung für X, nämlich die konstante Funktion mit 

dem Funktionswert gleich dem Erwartungswert:  

( )PE X C  = EP(X)1Ω,  

wobei auch ( )PE X C  = EP(X) geschrieben wird. Für die größte Unter--Algebra C = A ist die bedingte 

Erwartung die beste Näherung für X, nämlich X selbst:  

( )PE X A  = X.   

In der Abbildung 3.20 wird die bedingte Erwartung einer Zustandsfunktion X unter der Hypothese C

gestrichelt dargestellt. Dabei ist X durch die Funktionswerte auf einer fünfelementigen Partition von Ω
gegeben und besitzt die Unter--Algebra C eine zweielementige induzierte Partition P = Z(C) = {A1,A2}.  
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Abb. 3.20 Die bedingte Erwartung Y = ( )PE X C einer Zustandsfunktion X unter der Hypothese C

= (P) mit den gestrichelt gezeichneten Funktionswerten Y(Ai) = ( )P iE X A  für die Ai der 

Partition P = Z(C) = {A1,A2}          

Ein stochastischer Prozess als Martingal     
Mittels der bedingten Erwartung wird der Begriff des Martingals (englisch: martingale) definiert, der 
eine wichtige Rolle in der stochastischen Analysis und der stochastischen Finanzmathematik einnimmt. 
Dieser Begriff ist die Verallgemeinerung der zeit- und zufallsabhängigen Entwicklung des nach der n-
ten Spielrunde vorhandenen Kapitals Xn eines Spielers bei einem fairen Spiel. Man erwartet dabei, dass 
der zukünftige Wert im Mittel mit dem heutigen Wert übereinstimmt, also die Vorausschau gemäß der 
Richtlinie „Morgen wird wie heute sein“75 erfolgt. Bei dem im Mehrperiodenmodell unter den Voraus-
setzungen (AF) und (FH) vorliegenden gefilterten W-Raum (Ω,(Ft)tI,Q) mit endlicher geordneter 

diskreter Zeitmenge I = {0,…,T}, endlichem Zustandsraum Ω und einem W-Maß Q mit Q > 0 auf 
Ꮘ(Ω) \ {} heißt ein an die Filtration F = (Ft)tI adaptierter reellwertiger stochastischer Prozess X  W

= W(F) ein Martingal oder F-Martingal, wenn er die folgende Martingaleigenschaft besitzt:76

1( )Q s sE X  F  = Xs  für s = 0,…,T-1.   

Bei der kontinuierlichen Zeitparametermenge I = [0,[, evtl. auch überabzählbarem Zustandsraum Ω
und einem beliebigem W-Maß Q heißt ein an die Filtration F = (Ft)tI adaptierter Q-integrierbarer re-

ellwertiger stochastischer Prozess X Martingal, wenn die Martingaleigenschaft     

75  Mit diesem Motto beschreibt Trautmann (2007), S. 361, die Vorausschau für ein Martingal.  
76  Diese Definition des Martingals für eine endliche geordnete Zeitmenge I findet man beispielsweise 

bei Kremer (2011), S. 388.  
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( )Q t sE X F  = Xs Q-fast sicher für s, t  I mit t  s

erfüllt ist.77 78 Falls die Zustandsfunktionen bei s = 0 deterministisch sind, also der Fall F0 = {,Ω} 

vorliegt, ist ( )Q tE X  = 0( )Q tE X F  = X0 Q-f.s.  t  I. Für ein Martingal X ist dann der Erwartungswert 

( )Q tE X  der Zustandsfunktionen Xt für alle t  I Q-f.s. konstant. Dies folgt auch aus der Eigenschaft 

der bedingten Erwartung, dass der Erwartungswert der bedingten Erwartung ( )Q t sE X F  = Xs von Xt

und der Erwartungswert der Zustandsfunktion Xt übereinstimmen ( s mit 0  s  t).                 

In der Abbildung 3.21 wird ein Martingal für die Zeitparametermenge I = {0,1,2} dargestellt. Die Zu-
standsfunktion X2 ist dabei wieder die Zustandsfunktion X von Abbildung 3.20, die durch ihre Funk-
tionswerte auf einer fünfelementigen Partition von Ω gegeben ist. Die Zustandsfunktion X1 ist die be-
dingte Erwartung von X2, die auf einer zweielementigen Partition von Ω gebildet wird. Die Zu-
standsfunktion X0 ist jeweils der Erwartungswert von X1 und von X2.     

Abb. 3.21 Ein Martingal X = (X0,X1,X2)T

Beweis für die Martingaleigenschaft der dividendenlosen diskontierten Preisprozesse:  

Der Diskontierungsoperator: Im arbitragefreien Marktmodell kann mit einem normierten Diskontie-
rungsprozess   M1+  A+ ein Diskontierungsoperator79

77  Die Definition des Martingals für eine kontinuierliche geordnete Zeitmenge I findet sich z. B. bei 
Kremer (2011), S. 447, und Bauer (2002) WT, S. 138f.  

78  Zur Herkunft des Wortes Martingal als mathematischer Begriff ist Folgendes anzuführen. Die 
Martingale ist eine schon im 18. Jahrhundert bekannte Spielstrategie beim Glücksspiel, bei der nach 
verlorenem Spiel der Einsatz erhöht, z. B. verdoppelt wird. Da sie das bekannteste Spielsystem ist, 
wird die Martingale auch als Synonym für Spielsystem verwendet. Dies führte angeblich zur 
Übernahme des Begriffs in die mathematische Literatur. Weiter bezeichnet der Martingal einen 
zwischen den Vorderbeinen des Pferdes durchlaufenden Hilfszügel, der das Pferd hindern soll, 
seinen Kopf zu weit hochzuheben und zu steigen. Beide Worte sollen sich von der französischen 
Stadt Martigues ableiten, deren Bewohner früher als naiv angesehen wurden und mit „sehr 
waghalsig spielen“ in Verbindung gebracht werden. Literatur: Mansuy (2009).      

79  Die Definition des Diskontierungsoperators findet man bei Kremer (2006), S. 192, (2011), S. 185, 
und (2017), S. 58.   

0 1 2 t
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,s tD  : Xt  Wt,1 # , ( )s t tD X  Ws,1 (s, t  I, s  t),  

definiert werden, welcher einer Ft-messbaren Zustandsfunktion Xt : Ω   eine Fs-messbare Funktion 

Ys = , ( )s t tD X  zuordnet:  

, ( )s t tD X  := 
1

( ) ( )
( ) s

s s t s

t t

t t t t A
A A As s

A

X A A
A


 



 
   
 
 

  1
P

P

(Ps = Z(Fs)) 

 = 
,

, , ,

,

, , ; ,( )
s k

s k s t m s k

t m t

t t m s k t m A
A A A

A

X A d
 



  1
P

P

.          

Speziell für s = t ist  

, ( )t t tD X  = ( )
t

t t

t t A
A

X A


 1
P

 = Xt. 

Für s = 0 ist  

0, ( )t tD X  = 
,

, ,( ) ( )
t m t

t t m t t m
A

X A A



P

 = 
,1

,
t

t tX 
W

 = t
TXt = TXt1t = (Xt1t) 

der Preis des Zahlungsprofils Xt1t = (0,…,0,Xt,0,…,)T. Weitere Formeln, mit denen beispielsweise für 
ein duplizierbares Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) der Reinvestitionswerts Rt(h) und der Ver-

mögenswert Vt(h) des Zeitpunkts t durch „Abzinsung“ mit dem Diskontierungsoperator aus den Zah-
lungswerten Xi = Li(h) des Zeitraums [t+1,T] bzw. [t,T] berechnet werden, findet man bei Kremer 
(2011), S. 190f., 203. Speziell für t = 0 erhält man daraus die Preisberechnung von X zu  

(X) = V0(h) = 0,
0

( )
T

i i
i

D X


 .      

Der im Diskontierungsoperator auftretende Koeffizient  

ds,k;t,m := as,kdt,m = ,

,

t m

s k

d

d
 = ,

,

( )

( )
t t m

s s k

A

A





ist unter bestimmten Voraussetzungen (wie z. B. der Vollständigkeit des Marktmodells; siehe Ab-
schnitt 3.8.3) der stochastische Diskontierungsfaktor eines im Kapitalmarkt M des Marktmodells 

existierenden mehrperiodischen stochastischen AD-Termingeschäfts  

, ,, ; ,s k t ms A t A



 = 
, ,

,

,

0,..,0,- ,0,.,0, ,0,...,0
s k t m

t m
A A

s k

d

d

 
  
 

1 1

T

,  

mit dem die Abzinsung vom Zeitpunkt t und Ereignis At,m  Pt (At,m  As,k) auf den Zeitpunkt s (s  t) 

und das Ereignis As,k  Ps erfolgen kann.  

Verallgemeinerung der deterministischen Diskontierung durch ,s tD : Da im deterministischen Fall 

mit Ps = Pt = {Ω}, As,k = At,m = Ω, ds,k = s(As,k) = s(Ω) = ds und analog dt,m = dt, ds,k;t,m = dt/ds = asdt

und Xt(Ω) = Xt der Diskontierungsoperator aus der Zahlung Xt des Zeitpunkts t den auf den Zeitpunkt s
deterministisch abgezinsten Wert  

Ys = , ( )s t tD X  = Xtasdt

berechnet, kann der Diskontierungsoperator als stochastische Verallgemeinerung der deterministischen 
Diskontierung angesehen werden.  
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Linearität von ,s tD : Der Diskontierungsoperator ,s tD  liefert eine lineare Abbildung. Die Linearität 

ergibt sich, da die Koordinaten Ys(As) der Fs-messbaren reellwertigen Funktion  

, ( )s t tD X  = Ys = ( )
s

s s

s s A
A

Y A


 1
P

 sP

bezüglich der Basis 
sA1 , As  Ps, des Raums sP  jeweils eine Linearkombination der Koordinaten 

Xt(At) der Ft-messbaren Funktion  

Xt = ( )
t

t t

t t A
A

X A


 1
P

 tP

bezüglich der Basis 
tA1 , At  Pt, sind:   

Ys(As,k) = 
, ,

,

, , ; ,( )
t m s k

t m t

t t m s k t m
A A
A

X A d




P

.    

Iterationseigenschaft (Turmeigenschaft, Tower-Property) von ,s tD : Hinsichtlich der Iteration (wie-

derholten Anwendung) hat der Operator ,s tD  die folgende Eigenschaft:80

, ,( ( ))r s s t tD D X   = , ( )r t tD X   für Xt  Wt,1, 0  r  s  t  T.          

Zum Beweis der Iterationseigenschaft verwendet man, dass sich für jedes beliebige Ar  Pr aus den 

disjunkten Zerlegungen   

Ar = 
s s

s r

s
A
A A

A



∪
P

,  As = 
t t

t s

t
A
A A

A



∪
P

von Ar und As die disjunkte Zerlegung  

Ar = 
t t

t r

t
A
A A

A



∪
P

von Ar ergibt, und zeigt damit , ,( ( ))( )r s s t t rD D X A   = , ( )( )r t t rD X A .  

Preisberechnung des Wertpapiers S j zum Zeitpunkt s durch stochastische Abzinsung des späteren 

Preises j
tS  des Zeitpunkts t und der zwischenzeitlichen Dividendenzahlungen j

i  (s+1  i  t):  Unter 

Verwendung der Linearität von ,s tD , der Iterationseigenschaft von ,s tD  und des Prinzips der vollständi-

gen Induktion erhält man daraus eine Formel, welche die verallgemeinerte Diskontierung mit dem 
Diskontierungsoperator speziell für jedes Finanzinstrument S j beschreibt:81

j
sS  = ,

, ( )j
s t tD S    + 

1

,
1

( )
t

j
s i i

i s

D 


 
    für 0  s < t  T,    

j
sS  = , ( )j

s t tD S   + ,
1

( )
t

j
s i i

i s

D 
 
    für 0  s  t  T.        

Der Preis j
sS  für das Finanzinstrument S j des Marktmodells zum Zeitpunkt s berechnet sich aus dem 

Preis j
tS  des späteren Zeitpunkts t  s und den Dividendenzahlungen j

i  des Intervalls [s+1,t] durch 

Abzinsung auf den Zeitpunkt s mit dem jeweiligen stochastischen Diskontierungsoperator.        

80  Diese Iterationseigenschaft ist die Aussage von Kremer (2011), S. 188, Lemma 3.61 bzw. (2017), 
S. 59, Satz 2.9.  

81  Diese verallgemeinerte Diskontierung für das j-te Finanzinstrument S j ist die Aussage von Kremer 
(2011), S. 191, Satz 3.66 bzw. (2017), S. 60, Korollar 2.10.    
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Begründung für die erste der beiden Aussagen mittels vollständiger Induktion für die Indizes s mit 
0  s < t: Als Induktionsbeginn erhält man für s = t - 1 die entsprechende Aussage  

,
1, ( )j

t t tD S 
  = 1

j
tS 

folgendermaßen: Aufgrund der Definition des Diskontierungsoperators ,s tD  gilt für beliebiges At-1,k

 Pt-1

,
1, 1,( )( )j

t t t t kD S A 
   = 

, 1,

,
, ,

1 1,

1
( ) ( )

( )
t m t k

j
t t m t t m

A At t k

A S A
A




 

 .  

Da der normierte Diskontierungsprozess  als spezieller normierter Bewertungsprozess das in Ab-
schnitt 3.4.3 angegebene Gleichungssystem (GSΨAt-1,k) zur Bestimmung eines Bewertungsprozesses Ψ
erfüllt, also   

, 1,

,
, ,( ) ( )

t m t k

j
t t m t t m

A A

A S A


  = 1 1,( )t t kA   1 1,( )j
t t kS A  ,   

folgt nach Division mit 1 1,( )t t kA    (> 0) die Beziehung ,
1, 1,( )( )j

t t t t kD S A 
   = 1 1,( )j

t t kS A   At-1,k  Pt-1

und somit  

(*)  ,
1, ( )j

t t tD S 
  = 1

j
tS  .  

Der Induktionsschluss s  s - 1 erfolgt für s < t folgendermaßen:  
,

1, ( )j
s t tD S 
   = ,

1, ,( ( ))j
s s s t tD D S  
 (Iter.eigsch.) 

= 
1

1, ,
1

(  - ( ))
t

j j
s s s s i i

i s

D S D  



 
 (Ind.ann. für s) 

= 1, ( ) j
s s sD S
  - 

1

1, ,
1

( ( ))
t

j
s s s i i

i s
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 ( ,s tD  linear) 

= ,
1, ( - ) j j

s s s sD S    - 
1

1,
1

( )
t

j
s i i

i s
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 (S = Sδ - δ, Iter.eigsch.) 

= ,
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s s sD S 
 - 1, ( ) j

s s sD   - 
1
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1

( )
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j
s i i

i s
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 ( ,s tD  linear) 

= 1
j

sS   - 
1

1, ( )
t

j
s i i

i s

D 




 ((*) mit s anstelle t),  

also  

1
j

sS   = ,
1, ( )j

s t tD S 
  + 

1

1, ( )
t

j
s i i

i s

D 




 .  

Mittels vollständiger Induktion folgt somit die erste Aussage und schließlich unter Verwendung von 
,

, ( )j
s t tD S   = , ( )j

s t tD S  + , ( )j
s t tD   auch die zweite Aussage. Diese zweite Aussage gilt wegen 

, ( )j
t t tD S  = j

tS  auch für s = t und insgesamt für s  t.  

Übereinstimmung von Diskontierungsoperator und diskontierter bedingter Erwartung: Mit der 
zusätzlichen Voraussetzung (FH) gilt nach Abschnitt 3.9.3 Qt = Q und t = dtQt = dtQ auf Ft (t  I) und 

daher für eine beliebige Ft-messbare Zustandsfunktion Xt  Wt,1 die folgende Beziehung zwischen Dis-

kontierungsoperator und diskontierter bedingter Erwartung:82

82  Dieser Zusammenhang zwischen Diskontierungsoperator und diskontierter bedingter Erwartung ist 
die Aussage von Lemma 3.76 bei Kremer (2011), S. 202.  
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, ( )s t tD X  = 
1

( ) ( )
( ) s

s s t s

t t

t
t t t A

A A As s
A

d
X A Q A

d Q A 


 
    
 
 

  1
P

P

 = ( )st
Q t

s

d
E X

d
 F (s  t).     

Die einer Ft-messbaren Funktion Xt mittels Diskontierungsoperator , (.)s tD  bzw. bedingter Erwartung 

(.)s

QEF  zugeordneten Fs-messbaren Funktionen , ( )s t tD X  und ( )s

Q tE XF  unterscheiden sich also nur 

durch den deterministischen Faktor t sd d . Der Diskontierungsoperator ist somit die vom Zeitpunkt t

auf den Zeitpunkt s diskontierte bedingte Erwartung, wobei die Abzinsung von t auf 0 mittels des de-
terministischen Diskontierungsfaktors dt und und die Aufzinsung von 0 auf s mittels des deterministi-
schen Aufzinsungsfaktors as = 1/ds erfolgt.  

Berechnung des diskontierten Preises j
s sd S des Wertpapiers S j zum Zeitpunkt s als Summe der 

bedingten Erwartungen des diskontierten Preises j
t td S  eines späteren Zeitpunkts t und der zwischen-

zeitlichen diskontierten Dividendenzahlungen j
i id  : Verwendet man den Zusammenhang zwischen 

, ( )s t tD X  und ( )s

Q tE XF  für die Zustandsfunktionen j
tS  und j

i  anstelle von Xt, so erhält man  

( )s j
Q t tE d SF  = ( )s j

t Q td E S F  = ds , ( )j
s t tD S ,  

analog  

( )s j
Q i iE d F  = ds , ( )j

s t iD 

und damit aus der obigen mit ds multiplizierten zweiten Formel für die Preisberechnung bzw. Diskon-
tierung des Finanzinstruments S j jetzt die behauptete Formel für den diskontierten Preisprozess 

( )j
t t t Id S  :  

j
s sd S  = ( )s j

Q t tE d SF  + 
1

( )s

t
j

Q i i
i s

E d 
 
 F

= ( )s j
t Q td E SF  + 

1

( )s

t
j

i Q i
i s

d E 
 
 F für s  t.  

Im Spezialfall eines dividendenlosen Finanzinstruments S j (δj = 0) ergibt sich unter den Voraussetzun-
gen (AF) und (FH) die Martingaleigenschaft des diskontierten Preisprozesses:  

j
s sd S  = ( )s j

Q t tE d SF
für s  t.    

Speziell für s = 0 erhält man noch, dass der Preis 0
jS  = 0 0

jd S  des dividendenlosen Finanzinstruments 

S j zum Zeitpunkt 0 der mit dt diskontierte Q-Erwartungswert des Kurses j
tS  zum Zeitpunkt t ist:  

0
jS  = 0 0

jd S  = 0 ( )j
Q t tE d SF

= ( )j
Q t tE d S  = ( )j

t Q td E S .   

3.9.5 Risikoloses Wahrscheinlichkeitsmaß Q und risikoneutrale Bewer-
tung der Zahlungsprofile 

Es sei die Arbitragefreiheit (AF) und die Bedingung (FH) der Existenz von festverzinslichen 
Handelsstrategien vorausgesetzt. Aus der in Abschnitt 3.9.4 gezeigten Martingaleigenschaft 
eines diskontierten dividendenlosen Finanzinstruments S j  (δj = 0) lässt sich nun die Aussage 

herleiten (Beweis folgt unten), dass für alle dividendenlosen Finanzinstrumente jS  (im 
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Fall ( )j
sS   0  ω  Ω, z. B. bei j

sS  > 0) im Zeitintervall [s,s+1] die bedingte Erwartung 

der stochastischen Rendite

1
1

-
:

j j
j s s

s j
s

S S
r

S


 

bezüglich des formalen W-Maßes Q unter der Hypothese Fs gleich ist und mit dem zum 

Zeitintervall [s,s+1] gehörigen einperiodischen risikolosen (deterministischen) Zinssatz rs+1

übereinstimmt:             

1( )s j
Q sE r 

F
 = rs+1  j  J mit j = 0        (rs+1 = 1/s+1 - 1). 

Weiter lässt sich zeigen, dass dann auch noch der Q-Erwartungswert 
1( )j

Q sE r 
 = 0

1( )j
Q sE r 

F

der Rendite 1
j

sr   (bezüglich dem auf Ꮘ(Ω) gegebenen W-Maß Q) gleich dem deterministi-

schen Zinssatz rs+1 des Zeitintervalls [s,s+1] ist:  

1( )j
Q sE r 

 = rs+1.  

Aus diesem Grund wird das W-Maß Q auch risikoloses bzw. risikoneutrales Wahrschein-
lichkeitsmaß genannt.  

Beweis für die Übereinstimmung der bedingten Erwartung der Rendite der dividendenlosen Finanzin-
strumente mit dem einperiodischen deterministischen Zinssatz: Es seien j  J und s  {0,…,T-1} mit 

δ j = 0 und j
sS  0 ( ( )j

sS   0  ω  Ω) fest fixiert. Mit den Eigenschaften83 der bedingten Erwartung 

(.)s

QEF  erhält man aus der Martingaleigenschaft eines diskontierten dividendenlosen Finanzinstruments 

S j speziell für t = s+1 zunächst die Gleichung       

0 =  1 1 1( ) -s j j
Q s s s s sE d S d S d  
F

 = 1( )s j
Q sE S 
F  - 1

j
s sq S ( (.)s

QEF  linear; ds/ds+1 = 1/s+1 = qs+1) 

 = 1( )s j
Q sE S 
F  - j

sS  - 1
j

s sr S (qs+1 = 1 + rs+1) 

 = 1( )s j
Q sE S 
F  - ( )s j

Q sE SF  - 1
j

s sr S  (Fs-messbares j
sS  herausziehen aus bed. Erw.) 

 = 1( - )s j j
Q s sE S S
F  - 1

j
s sr S (Linearität von (.)s

QEF ).       

Für den Fs+1-messbaren Zuwachs  

1 1: -j j j
s s sS S  

ist also die bedingte Erwartung bezüglich des formalen W-Maßes Q unter der Hypothese Fs gegeben 

durch  

1( )s j
Q sE  
F  = 1

j
s sr S .     

Da die Zustandsfunktion j
sS Fs-messbar und somit auf jedem As  Ps konstant ist, ist auch die Zu-

standsfunktion 1 j
sS  auf jedem As  Ps konstant, damit Fs-messbar und auch Fs+1-messbar (Fs  Fs+1). 

Daher ist die stochastische Rendite  

83  Eigenschaften der bedingten Erwartung (Linearität, Monotonie, Positivität, Dreiecksungleichung, 
Erwartungstreue, Iterations- oder Turmeigenschaft, Messbares Herausziehen) findet man z. B. bei 
Bauer (2002) WT, S. 120–127, 140, Deck (2006), S. 121f, und speziell für endliches Ω und ein auf 
Ꮘ(Ω) \ {} positives W-Maß Q bei Kremer (2011), S. 378, 382f. 
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1
1

-
:

j j
j s s

s j
s

S S
r

S


   = 1
j

s  
1

j
sS

des Finanzinstruments S j im Zeitintervall [s,s+1] als Produkt der Fs+1-messbaren Funktionen 1
j

s   und 

1 j
sS  ebenfalls Fs+1-messbar. Für ihre bedingte Erwartung 

1( )s j
Q sE r 
F  bezüglich des W-Maßes Q unter 

der Hypothese Fs erhält man  

1( )s j
Q sE r 
F = 1

1
( )s j

Q s j
s

E
S

 
F

= 1

1
( )s j

Q sj
s

E
S

 
F  = 1sr   (Fs-messbares 1 j

sS  herausziehen).  

Somit ist die bedingte Erwartung 
1( )s j

Q sE r 
F  der stochastischen Rendite 1

j
sr   gleich der im Marktmodell 

vorliegenden deterministischen (risikolosen) Rendite rs+1 des Zeitintervalls [s,s+1]:  

1( )s j
Q sE r 
F  = rs+1.              

Weiter ist dann auch noch der Q-Erwartungswert der Rendite 1
j

sr   (bezüglich dem auf Ꮘ(Ω)  gegebenen 

W-Maß Q) gleich dem einperiodischen deterministischen Zinssatz rs+1:84

1( )j
Q sE r   = 1( ) ( )j

sr Q
 

 

  = 

1

1 1

1 1 1( ) ( )
s s s s

s s

j
s s s

A A A
A

r A Q A


 

  
 



 
P

P

  ( 1
j

sr  Fs+1-messbar) 

 = ( ) ( )
s s

s s s
A

Y A Q A



P

(Berechnung von Ys(As) = 1( )( )s j
Q s sE r A
F ) 

 = 1 ( )
s s

s s
A

r Q A



P

(Ys(As) = 1sr   konst.  As  Ps) 

 = rs+1 ( ( )
s s

s
A

Q A



P

 = Q(Ω) = 1 für Part. Ps von Ω und W-Maß Q).  



Hinsichtlich des „wirklichen“ W-Maßes P, das auf den historischen Daten der Preisentwick-
lung von Wertpapieren beruht, ist für risikoaverse Anleger die erwartete Rendite für ein ris-
kanteres Wertpapier höher als für ein weniger riskantes oder ein risikoloses Wertpapier. Der 
Kurs des Wertpapiers stellt sich nämlich so ein, dass die Rendite des Wertpapiers der von 
den Anlegern unter Beachtung des Risikos erwarteten Rendite entspricht. Die erwartete 
Rendite verschiedener Wertpapiere unter dem W-Maß P unterscheidet sich also entsprechend 
dem Risiko.85

84  Diese Aussage ergibt sich auch aus einer Eigenschaft (Erwartungstreue, „totaler Erwartungswert“) 

der bedingten Erwartung ( )QE XC  einer Q-integrierbaren A-messbaren Funktion X : Ω   unter 

der Hypothese C (A -Algebra in Ω, C Unter--Algebra von A, Q W-Maß auf A), nämlich dass der 

Q-Erwartungswert der bedingten Erwartung mit dem Q-Erwartungswert der Funktion Q-fast sicher 

übereinstimmt: EQ( ( )QE XC ) = EQ(X) Q-f.s. (siehe Bauer (2002) WT, S. 120, Deck (2006), S. 121, 

Kremer (2011), S. 378, 447, (2017), S. 202, Bäuerle u. Rieder (2017), S. 179).      
85  Betrachtungen zum Zusammenhang zwischen Risiko und Rendite und zur risikoneutralen Bewer-

tung findet man beispielsweise bei Hull (2012), S. 165, 330, 396, 538f.  
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In dem hier verwendeten Marktmodell ((S,δ),F) mit den Eigenschaften (AF) und (FH), das 

auf die Preisprozesse S j einer Auswahl von Wertpapieren aufbaut, kann mit Hilfe der Abbil-
dungen V0 und L, des Unterraums M = 0(ker )L V  und des normierten Diskontierungsprozes-

ses   M1+ jedoch ein im Modell entwickeltes theoretisches (formales, synthetisches) W-

Maß Q = QT = T/dT, das sog. Preismaß, angegeben werden, bezüglich dem die erwartete 
Rendite aller im Modell verwendeten dividendenlosen Wertpapiere S j in jedem Intervall 
[s,s+1] gleich einem im Modell errechneten risikolosen (deterministischen) Zinssatz rs+1 ist. 
Die Bewertung der dividendenlosen Wertpapiere S j des Marktmodells erfolgt unter dem 
Preismaß Q also risikoneutral. Wie in Abschnitt 4.5 noch begründet wird, erfolgt die Bewer-
tung aller duplizierbaren Zahlungsprofile X = (Xt)tI durch die Summe der mit den risikolosen 
(deterministischen) Diskontierungsfaktoren dt diskontierten Q-Erwartungswerte der 
Zustandsfunktionen Xt bezüglich des sog. risikoneutralen W-Maßes bzw. sog. Martingalma-
ßes Q. Diese sogenannte risikoneutrale Bewertung mit dem Preismaß Q wurde bei der 
Untersuchung des zeitkontinuierlichen Black-Scholes-Merton-Modells von Cox und Ross im 
Jahr 1976 entdeckt.86

3.10 Folgerungen aus der Arbitragefreiheit und der Existenz ei-
nes Numéraires     

Vorausgesetzt für das Marktmodell sei nun die Arbitragefreiheit (AF) und die Bedingung 
(NM), dass es ein dividendenloses positives Finanzinstrument S j gibt und o. B. d. A. der In-
dex j = 1 sei:87 88

(NM)  Existenz eines Numéraires: Für das Finanzinstrument S1 = 1
,( ( ))t t IS      und den 

zugehörigen Dividendenprozess δ1 = 1
,( ( ))t t I       gelte  

S1 > 0, δ1  = 0 und Sδ,1 = S1 > 0.  

Dieses Finanzinstrument S1 = B wird als der Numéraire (die Recheneinheit, Bezugsgröße, 
das Referenzwertpapier) für die Finanzinstrumente S j und die Dividendenprozesse δ j

(j = 1,2,…,N) genommen, sodass deren Kurse in der Einheit des Numéraires folgendermaßen 
gegeben sind:    

j
tS  = 

1

j
t

t

S

S
,  j

t
  = 

1

j
t

tS


, 

86  Den geschichtlichen Hinweis zur risikoneutralen Bewertung gibt Trautmann (2007) auf S. 331.  
87  Im Gegensatz zur Voraussetzung (FF) eines positiven deterministischen Finanzinstruments S1 in 

Abschnitt 3.9.2 kann hier bei der Voraussetzung (NM) der Numéraire S1 = B stochastisch sein, also 
von den ω  Ω abhängen.  

88  Abweichend davon wird in Abschnitt 5.1.7 für den Numéraire SN = B der Index j = N gewählt, was 
den Vorteil hat, dass die Nummerierung der Nichtnuméraire-Wertpapiere S j von 1 bis N - 1 läuft 

und diese Papiere einen Vektor S  mit den Komponentenindizes 1 bis N - 1 bilden.     
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, j
tS   = 

,

1

j
t

t

S

S



 =  j
tS  + j

t
 (t = 0,…,T).  

Die mit den stochastischen Abzinsungsfaktoren 11/ tS  des Numéraires S1 auf den Zeitpunkt 

0 abgezinsten Kurse j
tS  werden als relative, modifizierte oder diskontierte Wertpapier-

kurse bezeichnet, die Dividenden j
t
  entsprechend als relative, diskontierte oder modifi-

zierte Dividenden. Speziell für den Numéraire S1 selbst erhält man die relativen Dividenden 
1
t
  = 0 und die konstanten relativen Kurse  

,1
tS  = 1

tS  = 1  (t = 0,…,T).  

Da mit der reellwertigen Zustandsfunktion 1
tS  (> 0) auch die als deren Kehrwert (reziproker 

Wert) gebildete Funktion 11/ tS Ft-messbar89 ist, sind auch die als Produkt von 11/ tS  und tS

bzw. t  gebildeten relativen Kurse tS = 1
t tS S  und relativen Dividenden t

 = 1
t tS Ft-

messbar. Das zu einem Marktmodell ((S,δ),F) mit Numéraire gehörige und aus den relativen 

Kursen tS  und relativen Dividenden t
  gebildete Marktmodell  ( , ),S   F  heißt relatives

(modifiziertes und auch diskontiertes) Marktmodell. Im relativen Marktmodell besteht 

wegen 1S  = 1 also stets die Möglichkeit der Kassenhaltung.          

Anmerkungen zu einem speziellen deterministischen Numéraire und zum Namen „diskontiertes 
Marktmodell“
In der Praxis wird der Numéraire S1 häufig als fest verzinsliches (deterministisches) Wertpapier gewählt 
(siehe auch Abschnitt 3.9.1 zur Sicherung der Bedingung (FH)). Im Marktmodell existiere also das 
Finanzinstrument S1 (δ1  = 0) mit den deterministischen Zustandsfunktionen     

(FF) 1
0S  := a0 := 1, 1

tS  := at := q1…qt  für t = 1,…,T,  

mit den in den Zeitintervallen [t-1,t] gültigen einperiodischen deterministischen Zinssätzen rt  ]-1,[, 
Zinsfaktoren qt = 1 + rt > 0 und Diskontfaktoren t = 1/qt und den zu den Intervallen [0,t] gehörigen t-
periodischen deterministischen Aufzinsungsfaktoren  

at = q1…qt = 1/(1…t) 
und Diskontierungsfaktoren  

dt = 1/at = 1/(q1…qt) = 1…t  (t = 1,…,T).  
In Abschnitt 3.9.1 wurde gezeigt, dass in diesem Fall für das Marktmodell die Bedingung (FH), also 
die Existenz von sog. festverzinslichen Handelsstrategien ηt  HN, gesichert ist. In diesem Spezialfall 

ergeben sich die auf den Numéraire S1 bezogenen Kurse bzw. Dividenden  
1
tS  = j

t tS a  = j
t td S ,  1

t
  = j

t ta  = j
t td 

als die auf den Zeitpunkt t = 0 diskontierten Kurse bzw. Dividenden, sodass in diesem Spezialfall und 
dann salopp auch im allgemeinen Fall das Marktmodell  

89  Da die Zustandsfunktion 1
tS Ft-messbar und  somit (bei endlichem oder abzählbarem Ω nach Ab-

schnitt 2.3) auf jedem At  Pt konstant ist, ist auch die Zustandsfunktion 11 tS  auf jedem At  Pt

konstant und damit Ft-messbar. Bei überabzählbarem Ω kann man die Messbarkeit folgendermaßen 

begründen: Nach Bauer (1992) MI, S. 41, Beispiel 2 ist die auf  \ {0} stetige Funktion g(x) = 1/x
Borel-messbar und dann nach S. 42, Satz 7.3 mit f auch die zusammengesetzte Funktion 1/f = g ∘ f
messbar.      
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(( S , ),F),                 

S  = ( 1S ,…, NS ),   = ( 1 ,…, N ), das aus den auf den Numéraire bezogenen Finanzinstrumenten 
jS  gebildet wird, auch als ein (mit dem Numéraire S1) diskontiertes Marktmodell bezeichnet wird.  

3.10.1 Äquivalenz der Arbitragefreiheit bzw. Vollständigkeit im Mehr-
periodenmodell zur Arbitragefreiheit bzw. Vollständigkeit im re-
lativen Marktmodell 

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen ursprünglichem Marktmodell 

((S,δ),F) und relativem Marktmodell (( S , ),F) hinsichtlich der Arbitragefreiheit und der 

Vollständigkeit.90

Satz 3.11 Äquivalenz der Arbitragefreiheit bzw. Vollständigkeit im Mehrperioden-
modell zur Arbitragefreiheit bzw. Vollständigkeit im relativen Marktmo-
dell    

Das ursprüngliche Marktmodell enthalte ein Numéraire S1 = B. Es gilt dann:    

1) Das relative Marktmodell (( S , ),F) ist genau dann arbitragefrei, wenn das ursprüngliche 

Mehrperiodenmodell ((S,δ),F) arbitragefrei ist.  

2) Das relative Marktmodell ist genau dann vollständig, wenn dies für das ursprüngliche 
Mehrperiodenmodell gilt. 

Beweis: 1) Beweis der Aussage über die Arbitragefreiheit (AF) der beiden Marktmodelle: Für die 
analog zur Portfolioauszahlung Lt(h) des Marktmodells ((S,δ),F) jetzt auch für das relative Marktmodell 

(( , ), )S   F  definierte Portfolioauszahlung ( )tL h  einer Handelsstrategie h  HN  gilt  

( )tL h  = ( )tV h  - ( )tR h  = tS ht - tS ht+1

= ( tS ht - tS ht+1)/
1
tS

= (Vt(h) - Rt(h))/ 1
tS

= Lt(h)/ 1
tS .        

Demnach ist die Arbitragefreiheit des relativen Marktmodells (( , ), )S   F , dass also kein h  HN exis-

tiert mit  

0 ( )( )V h   = V0(h)(ω)/ 1
0S  = 0  ω  Ω,  

( )( )tL h   = Lt(h)(ω)/ 1
tS (ω)   0   (t,ω)  I  Ω  und  

'( )( ')tL h   = '( )( ')tL h  / 1
'( ')tS   > 0  für mindestens ein (t‘,ω‘)  I  Ω,  

wegen S1 > 0 gleichbedeutend dazu, dass es kein h  HN  gibt mit V0(h)(ω) = 0 auf Ω , Lt(h)(ω)  0 auf 

I  Ω und '( )( ')tL h   > 0 für ein (t‘,ω‘)  I  Ω, also zur Arbitragefreiheit des ursprünglichen Markt-

90  Für diese beiden Aussagen gibt Kremer (2017) auf S. 174f (Satz 5.1) einen Beweis durch die Rück-
führung auf die enthaltenen Einperiodenmodelle. Hinsichtlich der Arbitragefreiheit gibt Kremer 
(2011) auf S. 64 (Satz 1.76) einen Beweis für das Einperiodenmodell und auf S. 213 (Satz 3.82) 
einen Beweis für das Mehrperiodenmodell durch die Rückführung auf die enthaltenen 
Einperiodenmodelle.      
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modells ((S,δ),F).  

2) Zum Beweis der Aussage über die Vollständigkeit der beiden Marktmodelle (( S , ),F) und ((S,δ),F) 

kann man die bijektive lineare Abbildung f : W  W verwenden, die jedem X  W den mit dem fest 

gewählten Numéraire S1 diskontierten Prozess X  W zuordnet: 

X = (X0,…,XT)T  W # X  = f(X) = (f0(X0),…,fT(XT))T  W  mit 

Xt  Wt,1 # ft(Xt) = Xt/
1
tS  Wt,1.91

Jede der dabei auftretenden Abbildungen ft : Wt,1  Wt,1 ist nämlich linear und bijektiv und besitzt die 

bijektive lineare Umkehrabbildung ft
 -1(Yt) = Yt

1
tS . Damit ist die Umkehrabbildung f -1 des Automor-

phismus (bijektiven Endomorphismus) f von W gegeben durch die Zuordnungsvorschrift  

f -1(Y) = (f0
 -1(Y0),…,fT

 -1(YT)T = (Y0
1
0S ,…,YT

1
TS )T.  

Mit dieser Hilfsabbildung f erhält man die Beziehungen  

( )L h  = f(L(h)) und  

L(h) = f -1( ( )L h ).  

„⇐“: Falls nun das Marktmodell ((S,δ),F) vollständig und ein beliebiges Y  W vorgegeben ist, gibt es 

zu X := f -1(Y)  W = L(HN) ein h  HN  mit X = L(h). Damit gilt auch  

Y = f(X) = f(L(h)) = ( )L h ,  

womit die Vollständigkeit des relativen Marktmodells (( S , ),F) gezeigt ist.  

„“: Analog folgt bei vollständigem relativen Marktmodell (( S , ),F) und beliebig vorgegebenem X

 W mit Y := f(X)  W = ( )NL H  aus der Darstellung Y = ( )L h , h  HN, dann auch die Darstellung   

X = f -1(Y) = f -1( ( )L h ) = L(h),   

also die Vollständigkeit des Marktmodells ((S,δ),F).   

Eine kürzere Begründung der Aussage zur Vollständigkeit der Marktmodelle erfolgt mit dem Dimen-
sionssatz für eine lineare Abbildung, nach dem der Automorphismus f dimensionserhaltend ist und 

daher dim ( )NL H  = dim f(L(HN)) = dim L(HN) gilt. Demzufolge stimmt der Unterraum ( )NL H  von W

genau dann mit W überein (dim ( )NL H  = dim W), wenn dies für den Unterraum L(HN) gilt (dim L(HN) 

= dim W).  

3.10.2 Folgerungen aus der Existenz des konstanten Finanzinstruments 
im relativen Marktmodell   

Da im relativen Marktmodell stets das spezielle auf I  Ω konstante Finanzinstrument  
1S  = B  = 1  

mit dem für alle Zeitpunkte t  {0,1,…,T} konstanten t-periodischen Aufzinsungsfaktor  
1
tS  = ta  = a  = 1  

91  Da die Zustandsfunktion 1
tS Ft-messbar und somit bei endlichem oder abzählbarem Ω (nach Ab-

schnitt 2.3) auf jedem At  Pt konstant ist, ist auch die Zustandsfunktion 11 tS  auf jedem At  Pt

konstant und damit Ft-messbar. Analog begründet man die Ft-Messbarkeit des Produkts der Ft-

messbaren Funktionen Xt und 1/ 1
tS . Damit ist für X  W das f-Bild f(X) F-adaptiert und f(X)  W.        
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auftritt, also die Bedingung (FF) erfüllt ist, ist nach Abschnitt 3.9.1 bei vorausgesetzter Ar-
bitragefreiheit (AF) auch die Voraussetzung (FH), d. h. die Existenz von festverzinslichen 
Handelsstrategien, gesichert. Demnach existiert nach Abschnitt 3.9.3 auch stets ein Preismaß 

Q   : Ꮘ(Ω)  [0,1] im relativen Marktmodell.  

In Abschnitt 3.9.1 wurde in dem an die Definition der Bedingung (FF) anschließenden Be-
weis begründet, dass die aus dem festverzinslichen Finanzinstrument S1 errechneten einpe-
riodischen Diskontfaktoren t  ]0,[ und t-periodischen Diskontierungsfaktoren dt

= 1…t genau die sind, die sich bei gültiger Arbitragefreiheit (AF) aus der Bedingung (FH) 
gemäß den Abschnitten 3.9.1 und 3.9.2 im Marktmodell ergeben. Daher erhält man hier die 
zum relativen Marktmodell gehörigen t-periodischen deterministischen Diskontierungsfak-
toren  

td  = 1/ ta  = 1/ 1
tS  = 1   (t  {0,1,…,T}).    

Die zugehörigen einperiodischen deterministischen Diskontfaktoren sind gegeben durch  

t  = 1t td d 
   = 1,  

die einperiodischen deterministischen Zinsfaktoren durch  

tq  = 1 t  = 1  

und die einperiodischen deterministischen Zinssätze durch  

tr  = tq  - 1 = r  = 0  (t  {1,…,T}).   

Weitere Folgerungen aus der Existenz des konstanten Numéraires 1S  = 1 im relativen Markt-

modell werden in Abschnitt 5.1.7 hergeleitet und dabei insbesondere ein wichtiger Vorteil 
des spezieller definierten relativen Marktmodells gegenüber dem ursprünglichen Markt-
modell bei der Behandlung von sog. selbstfinanzierenden Handelsstrategien aufgezeigt: Im 

relativen Marktmodell mit seinem konstanten Numéraire 1S  = B  = 1 ist der kumulierte 

Gewinn ( )tK h  unabhängig vom Numéraireanteil der sog. selbstfinanzierenden Handels-

strategie h. Außerdem kann bei beliebiger Vorgabe des relativen Startkapitaleinsatzes 0v

  und des Nichtnuméraireanteils h  1NH  der Handelsstrategie h  HN  mit passender 

Festlegung des Numéraireanteils eine selbstfinanzierende Handelsstrategie h  sf
NH

bestimmt werden (Satz 5.2).           

3.10.3 Relative Preisprozesse der dividendenlosen Finanzinstrumente als 
Martingale bezüglich des Preismaßes Q

Unter der Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) des ursprünglichen Marktmodells mit 
Numéraire bzw. der Arbitragefreiheit des relativen Marktmodells existiert dann in letzterem 
nach Abschnitt 3.6.1 ein normierter Diskontierungsprozess  

  1 M  A ,  
M  = 0(ker )L V   = 0(ker )L V , und nach Abschnitt 3.9.3 ein für die -Algebren Ft (t  I) 

einheitliches Preismaß   

Q  : Ꮘ(Ω)  [0,1],   
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Q  = 
tQ  = 

t td   = t  auf Ft, mit dem sich nach Abschnitt 4.5 der Preis (X) eines Zah-

lungsprofils X  ( )NL H  als Summe der Q -Erwartungswerte der Zustandsfunktionen Xt

ergibt:     

(X)  = 
0

( )
T

t tQ
t

d E X


 
  = 

0

( )
T

tQ
t

E X


  .           

Weiter gilt wegen 
td  = 1, j

t td S   = j
tS , j

t td    = j
t
  (t  I) für die mit dem Numéraire S1 dis-

kontierten Preisprozesse ( )j
t t IS 
  des relativen Marktmodells die oben in Abschnitt 3.9.4 be-

wiesene Darstellung92

j
sS  = ( )s j

tQ
E S

F
 + 

1

( )s

t
j

iQ
i s

E 
 

 
F für s  t.  

Speziell für die dividendenlosen Preisprozesse Sj (δj = 0, j  = 0) ist der jeweils zugehörige 

mit dem Numéraire S1 diskontierte Preisprozess ( )j
t t IS 
  des relativen Marktmodells selbst 

ein Martingal bezüglich des Preismaßes Q  und der Filtration F:  

j
sS  = ( )s j

tQ
E S

F
für s  t.  

Insbesondere für s = 0 erhält man hier, dass  

0
jS  = 0 ( )j

tQ
E S

F
 = ( )j

tQ
E S



gilt, also der Erwartungswert der Preis-Zustandsfunktion j
tS  (t  I) des Finanzinstruments 

jS  mit dessem Preis 0
jS  zum Zeitpunkt s = 0 übereinstimmt. Im arbitragefreien relativen 

Marktmodell entwickeln sich also die dividendenlosen relativen Preisprozesse ( )j
t t IS 
  gemäß 

dem (formalen) Preismaß Q  wie das Kapital eines Spielers in einem fairen Spiel.93 Das zum 

relativen Marktmodell (( S , ),F) gehörige Preismaß Q  wird auch Martingalmaß

(bezüglich des dividendenlosen relativen Preisprozesses S ) genannt.  

Aufgrund der zu Beginn von Kapitel 2 für das Marktmodell vorausgesetzten Positivität der 

Eintrittswahrscheinlichkeiten P({ω}) aller Zustände ω  Ω und da auch das Preismaß Q  auf 

den Elementarereignissen {ω} positiv ist, besitzen die W-Maße P und Q  die gleichen 

Nullmengen (nämlich nur die leere Menge ) und werden somit als äquivalent bezeichnet. 

Das Preismaß Q  wird daher auch ein (zu P) äquivalentes Martingalmaß (bezüglich des 

dividendenlosen relativen Preisprozesses S ) genannt.  

92  Die Formel für die mit einem Numéraire S1 diskontierten Preis-Zustandsfunktionen und diskontier-
ten Dividenden-Zustandsfunktionen bringt Kremer (2011) auf S. 217 in Folgerung 3.88 (speziell 
für t = T). Die Martingaleigenschaft der mit dem Numéraire diskontierten dividendenlosen 

Preisprozesse ( )j
t t IS 
  findet man bei Kremer (2011), S. 217, und (2017), 176.  

93  Diese Deutung der Preisentwicklung der dividendenlosen relativen Preisprozesse in einem arbitra-
gefreien Markt als faires Spiel bezüglich dem formalen W-Maß findet man bei Kallsen (2009), 
S. 38.  
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Charakterisierung der spezielleren Arbitragefreiheit (Afsf) durch die Existenz eines 
äquivalenten Martingalmaßes  
Im Abschnitt 5.1.11 wird mit Satz 5.5, b) bei einem Marktmodell mit dividendenlosen Preis-
prozessen S j (δ j = 0 für alle j  J) und einem Numéraire B > 0 für das zugehörige relative 
Marktmodell die Existenz eines äquivalenten Martingalmaßes schon unter der schwächeren 
Voraussetzung der spezielleren Arbitragefreiheit (AFsf) bewiesen, bei der nur die endfälligen 
Arbitragegelegenheiten, die mit sog. selbstfinanzierenden Handelsstrategien dupliziert 
werden, ausgeschlossen werden.  
Außerdem wird dort gezeigt, dass umgekehrt die Existenz eines äquivalenten Martingalma-
ßes im relativen Marktmodell auch hinreichend ist für die speziellere Arbitragefreiheit (AFsf) 
im Endzeitpunkt T. Darüber hinaus wird in den Abschnitten 5.1.11 und 5.1.12 diese speziel-
lere Arbitragefreiheit auch im dividendenversehenen Marktmodell durch die Existenz eines 
relativen Diskontvektors im relativen Marktmodell oder eines positiven MT-Normalen-

vektors im ursprünglichen Marktmodell charakterisiert. Die Berechnung eines Diskont-
vektors im ursprünglichen oder relativen Marktmodell oder eines äquivalenten Martingal-
maßes mit einem rekursiven linearen Berechnungsschema wird in Abschnitt 5.3.13 behan-
delt.      

Einen alternativen Nachweis eines äquivalenten Martingalmaßes und eines Diskontie-
rungsprozesses mittels der diskreten stochastischen Analysis anstelle der linearalgeb-
raischen Methode wird bei Kremer94 dargestellt, wo neben der allgemeinen Arbitragefreiheit 
noch etliche zusätzliche Voraussetzungen verwendet werden (Marktmodell ist ohne 
Dividenden, mit einem festverzinslichen Finanzinstrument B > 0 ausgestattet und voll-
ständig, das W-Maß P für die Eintrittswahrscheinlichkeiten der Kursentwicklungen besitzt 
keine nichttrivialen Nullmengen, Aufspaltungsindex  = N). Dabei kommen u. a. folgende 
Begriffe und Sätze zur Anwendung: Skalarprodukt 〔Xt,Yt〕P = EP(XtYt) zweier Ft-messbarer 

Zustandsfunktionen Xt und Yt als P-Erwartungswert des Produkts XtYt (bei P({ω}) > 0 
 ω  Ω), das von einer FT-messbaren Zustandsfunktion YT erzeugte Martingal 

Xt = ( )P T tE Y F  bezüglich dem W-Maß P und der Filtration F, Doob-Zerlegung95 X = A + M

(A0 = a) eines adaptierten stochastischen Prozesses X zu vorgegebenem a   in einen vor-
hersehbaren Prozess A (Kompensator) und ein Martingal M (Innovation), Kovariations-
Prozess [X,Y] zweier stochastischer Prozesse X und Y, vorhersehbarer Kovariations-Prozess 
⟨X,Y⟩P zweier adaptierter stochastischer Prozesse X und Y unter Verwendung der bedingten 
Erwartung 1( )P s s sE X Y  F bezüglich der Filtration F und des W-Maßes P, diskretes sto-

chastisches Integral (Itô-Integral96) (Y  X)t := 
0

t

Y dX  von Y (Integrand) bezüglich (nach) 

X (Integrator) über dem Intervall [0,t] für zwei adaptierte stochastische Prozesse Y und X, 

stochastisches Exponential Xt = Et(W) eines stochastischen Prozesses W, Martingal-Darstel-

lungssatz, bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte Lt = ( )Q
P tPE F  = ( )t Q

P PE F  zweier äquivalenter 

W-Maße P und Q mit P({ω}), Q({ω}) > 0  ω  Ω als das von Q/P erzeugte P-Martingal, 

94  Die Behandlung der Martingalmaße und Diskontierungsprozesse mittels diskreter stochastischer 
Analysis findet man bei Kremer (2017), S. 184–186.   

95  Die Doob-Zerlegung ist benannt nach dem US-amerikanischen Mathematiker J. L. Doob (1910–
2004).  

96  Das Itô-Integral ist benannt nach dem japanischen Mathematiker Itô Kiyoshi (1915–2008).  
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Satz von Girsanov97 mit der Existenz eines zu P äquivalenten W-Maßes Q, für welches zu 
vorgegebenem P-Martingal X und vorgegebenem vorhersehbaren Prozess  der Prozess Yt

= Xt + 
0

t

ds  ein Q-Martingal ist. Auf diesem Weg wird auch eine Brücke geschlagen von 

der zeitdiskreten zur zeitstetigen Finanzmathematik.     

97  Der Satz von Girsanov ist benannt nach dem russischen Mathematiker I. V. Girsanov (1934–1967).  
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4 Interpretationen der Bewertung nach dem Duplika-
tionsprinzip 

Für die in Abschnitt 3.3 durchgeführte Preisfindung bzw. Bewertung von Zahlungsprofilen 
nach dem Duplikationsprinzip werden jetzt noch verschiedene Interpretationen angegeben. 
In einem Marktmodell mit gültigem LOP (Law of One Price) kann die Bewertung auch als 
Abstandsmessung und als Beurteilung nach dem Duplizierungskonzept mit der Beurtei-
lungskurve der Sofortentnahme und einem Supplement (Ergänzungsgeschäft) vom Kapital-
markt gedeutet werden. Im arbitragefreien und vollständigen Marktmodell kann die Be-
wertung außerdem als verallgemeinerte Barwertberechnung mit im Marktmodell existieren-
den stochastischen Diskontierungsfaktoren beschrieben werden. Weiter kann im arbitrage-
freien Marktmodell mit der Voraussetzung der Duplizierbarkeit der deterministischen 
Arrow-Debreu-Papiere die Bewertung als verallgemeinerte Barwert-Bewertung angesehen 
werden, wobei der Preis als die Summe der mit den risikolosen Diskontierungsfaktoren dt 
abgezinsten Erwartungswerte der Zahlungen Xt bezüglich der formalen W-Maße Qt ange-
geben wird. Unter der zusätzlichen Voraussetzung der Existenz von festverzinslichen Han-
delsstrategien oder insbesondere bei Existenz eines festverzinslichen Finanzinstruments 
kann der Preis auch als der mit den risikolosen Diskontierungsfaktoren dt gebildete Barwert 
der Erwartungswerte der Zahlungen Xt bezüglich eines für alle t  I einheitlichen Preisma-
ßes Q, eines innerhalb des Marktmodells gebildeten formalen (synthetischen) Wahrschein-
lichkeitsmaßes Q auf Ꮘ(Ω), interpretiert werden. Weiter ist unter dieser zusätzlichen Vo-

raussetzung, wie in Abschnitt 3.9.4 gezeigt wird, für alle dividendenlosen Finanzinstrumen-

te S j des Marktmodells der diskontierte Preisprozess ( )j
t t t Id S   ein Martingal bezüglich die-

ses Preismaßes Q. Schließlich kann nach Abschnitt 3.10.3 in dem mit einem Numéraire B 
diskontierten arbitragefreien Marktmodell die Entwicklung der dividendenlosen relativen 

Preisprozesse jS  = S j/B selbst bezüglich dem formalen W-Maß Q  als Martingal beschrie-

ben werden und somit als faires Spiel gedeutet werden.   

4.1 Bewertung als Abstandsmessung    

Für das Marktmodell sei das Law of One Price (LOP) vorausgesetzt und ϑ der nach Ab-
schnitt 3.3.3 eindeutig bestimmte Bewertungsprozess in L(HN) (ϑ  L(HN)  M mit ϑ0 

= 1). Mit dem orientierten Abstand  

 d'(X) := (X)/║ϑ║ = ϑTX/║ϑ║  

(║ϑ║ = 1/2( ) T , ϑTϑ = 2
,

0 1

( )
tkT

t t k
t k

A
 
 ) eines Punktes X  L(HN) von der Hyperebene  

 M = L(HN)  {ϑ}  = {Z  L(HN) : (Z) = ϑTZ = 0}  

in L(HN) erhält man neben der Preisfunktion  = ,.
W

 = ϑT eine weitere Linearform d' 

= ϑT/║ϑ║ auf W, die sich von  nur durch den positiven konstanten Faktor 1/║ϑ║ unter-
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scheidet. Die beiden Linearformen d' und  liefern demnach als Nutzenfunktionen die glei-
che Präferenzordnung1 auf L(HN).  

Speziell im deterministischen Fall mit den auf Ω konstanten Zustandsfunktionen Xt = Xt(Ω) 
und ϑt = ϑt(Ω) (t  I) berechnet sich der Abstand   

 d'(X) = ϑTX/║ϑ║ = 
0

T

t t
t

X 

 /║ϑ║      

mit dem deterministischen Bewertungsvektor ϑ = (ϑ0,…,ϑT)T  T+1 und seiner Norm ║ϑ║ 

= 2 2 1/2
0( ... )T   . Daher kann die Bewertung und der Vergleich der Zahlungsprofile X in 

L(HN) nach dem Duplikationsprinzip (mit dem Startkapitaleinsatz von Duplikationsstrate-

gien als Maßstab) wie bei deterministischen Zahlungsströmen auch als Abstandsmessung 
von der Hyperebene M der Kapitalmarktgeschäfte interpretiert werden. Damit hat man eine 

erste Brücke von der Bewertung deterministischer zeitdiskreter Zahlungsströme zur Bewer-
tung stochastischer zeitdiskreter Zahlungsströme. Eine entsprechende Interpretation der Be-
wertung als Abstandsmessung für die zum Zeitpunkt t = T endfälligen Zahlungsprofile 
XT  Ω erfolgt in Abschnitt 5.3.9.   

Eine grafische Darstellung der Abstandsmessung für X  L(HN) zur Hyperebene M in 

L(HN) mit dem Bewertungsprozess ϑ  L(HN) wird in Abbildung 4.1 für den deterministi-

schen Fall und T = 1 gegeben. Es wird für das Zahlungsprofil X  L(HN) der Abstand d'(X) 

von der Hyperebene M in L(HN) und die zugehörige eindeutige orthogonale additive Zerle-

gung  
 X = W + Y  
mit W = d'(X)ϑ/║ϑ║  lin ϑ, Y  M und W  Y dargestellt.  

Weiter wird in der Abbildung 4.1 auch schon die erst im nächsten Abschnitt 4.2 behandelte 
Duplizierung von X mit der eindeutigen additiven Zerlegung  
 X = V + C(X),  

V = ( ( ))V X  = (X) 0,1  V = lin 0,1 , C(X)  M, innerhalb L(HN) angegeben, bei wel-

cher der Beurteilungskurvenpunkt V den gleichen Preis und den gleichen Hyperebenenab-
stand wie X besitzt.        

 
1  Eine Anmerkung zur Vielfalt der Präferenzordnungen zu Nutzenfunktionen findet man bei Pleier 

(2021) zu Beginn des Kapitels 6: Zwei Nutzenfunktionen beschreiben genau dann die gleiche Prä-
ferenzordnung, wenn es eine streng monoton steigende Transformation gibt, sodass die eine Nut-
zenfunktion die Komposition der anderen Nutzenfunktion und der Transformation ist.   
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Abb. 4.1 Die Bewertung des Zahlungsprofils X  L(HN) durch den orientierten Abstand d'(X) von 

der Hyperebene M bzw. durch den Beurteilungskurvenpunkt (X) 0,1      

 

4.2 Bewertung nach dem Duplizierungskonzept mit einem 
Supplement vom Kapitalmarkt und der Beurteilungskurve 
der Sofortentnahme    

Für das Marktmodell sei das Law of One Price (LOP) vorausgesetzt und Ψ  M1  A ein 

normierter Bewertungsprozess (Ψ0 = 1; Existenz nach Abschnitt 3.3.3) für die X  L(HN). 

In Abschnitt 2.8.2 wurde die Abbildung L additiv zerlegt in die linearen Abbildungen V


 

und L


 und für den als L-Bild von ker V


 definierten Unterraum M := (ker )L V


 von L(HN) 

auch die Beziehung M = ( )NL


H  bewiesen. Weiter konnte unter der Voraussetzung (AWSδ) 

0S    0 die Übereinstimmung V := ( )NV


H  = lin {10,Ω } = E gezeigt werden und der Bild-

raum L(HN) von L als direkte Summe seiner Unterräume V und M dargestellt werden:  

 L(HN) = V  M.  

Für jedes duplizierbare Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) erhält man daher mit dem nach 

dem Duplikationsprinzip eindeutig bestimmten Preis  

  := (X) := (X) = , X
W

 = 0( )V h      

nach den Umformungen in Abschnitt 3.7.2     

 X  = L(h) = ( )V h


 + ( )L h


  

  = 0( )V h 0,1  + C(h)         

  = (X) 0,1  + C(h)         

mit ( )V h


  V  und ( )L h


 = C(h)  M die Duplizierung (Nachbildung, additive Zerlegung)   

 X  = ( ( ))V X  + C(h)(X)  V  M      

V  

M  

O 

X  ϑ 
Y  M  

 

W = d'(X)ϑ/║ϑ║  lin ϑ 

( ( ))V X = (X) 0,1   

d'(X) C(X)  M  
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mit der speziellen stochastischen (hier deterministischen) Beurteilungskurve ( )V   

= 0, 1  = (1,0,…,0)T der Sofortentnahme,  

 0 ( , )V    =   für t = 0,  

 ( , )tV    = 0  für t = 1,…,T, ω  Ω,   ,   

und dem indifferenten Supplement (Ergänzungsgeschäft) C(h)(X) vom Kapitalmarkt M 

= ( )NL


H  des Marktmodells ((C(h)(X)) = 0).   

Zunächst sind das Duplikationsprinzip und das Duplizierungskonzept als verschiedene Me-
thoden zur Bewertung eines Zahlungsstroms X  L(HN) definiert: Bei der ersten Methode 

wird eine Handelsstrategie h für das Portfolio derart bestimmt, dass zu den Zeitpunkten 
t = 0,…,T und den Ereignissen At,k  Pt (k = 1,…,kt) der (Aus-)Zahlungswert Lt(h) gleich 

der Zahlungsstromkomponente Xt ist. Dabei ergibt sich zum Zeitindex t = 0 der Startkapi-

taleinsatz V0(h) = 0 0S h T  als Bewertungsmaßstab (Preis) und zu den Zeitindizes t = 1,…,T 

jeweils der Vermögenswert Vt-1(h) = 1 1t tS h
  , der (Aus-)Zahlungswert Lt-1(h), der Re-

investitionswert Rt-1(h) = Vt-1(h) - Lt-1(h) = St-1ht  und der daraus im Zeitintervall [t-1,t] sich 

rein zufallsabhängig entwickelnde Vermögenswert Vt(h) = t tS h  . Speziell zum Zeitpunkt 

t = T erhält man wegen hT+1 = 0 die Werte RT(h) = 0 und XT = LT(h) = VT(h) = T TS h  . In 

Abschnitt 3.2 wird dargestellt, wie zu vorgegebenem Zahlungsprofil X  L(HN) eine Dupli-

kationsstrategie h und der Startkapitaleinsatz 0( )V h  durch die Lösung eines gestaffelten li-

nearen Gleichungssystems bestimmt werden kann.  
Bei der zweiten Methode mit der Beurteilungskurve der Sofortentnahme wird der Zah-

lungsstrom X additiv zerlegt in einen Vektor ( ( ))V X  = 0,( )X  1   V  auf der Beurtei-

lungskurve ( )V   und ein Kapitalmarktgeschäft C(X)  M und dann die 0-te Komponente 

(X) von ( ( ))V X  als Bewertungsmaßstab für X verwendet. Eine Begründung für die 

Existenz und Einzigkeit einer derartigen additiven Zerlegung von X  L(HN) ergibt sich bei 

gültigem LOP nach Satz 3.3, 20) von Abschnitt 3.4.1, da der Bildraum L(HN) von L die di-

rekte Summe seiner Unterräume V und M ist. Diese eindeutige additive Zerlegung des Zah-

lungsprofils X  L(HN)  in den Beurteilungskurvenpunkt ( ( ))V X   V und das Supple-

ment C(X) vom Kapitalmarkt M ist in obiger Abbildung 4.1 dargestellt.  

Bei vorausgesetztem LOP ist der Beurteilungsparameter  = (X) gleich dem eindeutig be-
stimmten Preis (X) von X bzw. gleich dem Vermögenswert 0( )V h , der bei einer Handels-

strategie h zum Zeitpunkt t = 0-  als Startkapital in das Portfolio zur Duplikation des Zah-
lungsprofils X investiert werden muss. Dieser Beurteilungsparameter (X) kann mit einem 
Bewertungsprozess Ψ auch ohne das Supplement C(h)(X) eindeutig bestimmt werden:  

= (X) = , X
W

 = Ψ TX.  

Aufgrund der gleichen resultierenden Nutzenfunktion (X) = (X) liefern das Duplizie-
rungskonzept und das Duplikationsprinzip die gleiche Präferenzordnung auf der Menge 
L(HN) der duplizierbaren Zahlungsprofile. Bei den gemäß der Bedingung (DP) mit Handels-

strategien duplizierbaren stochastischen Zahlungsströmen kommt unter der Voraussetzung 
(LOP) also auch das Bewertungskonzept der Duplizierung mit Kapitalmarktgeschäften und 
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einer speziellen Beurteilungskurve wie bei den deterministischen Zahlungsströmen zur 
Anwendung.2 Die Bewertung nach dem Konzept der Duplizierung liefert also eine zweite 
Brücke von der Bewertung deterministischer zeitdiskreter Zahlungsströme zur Bewertung 
stochastischer zeitdiskreter Zahlungsströme.  
Eine entsprechende Interpretation der Bewertung der zum Zeitpunkt t = T endfälligen Zah-
lungsprofile XT  Ω als Duplizierung mit einer Beurteilungskurve in VT und einem NE-

Ergänzungsgeschäft in MT wird in Abschnitt 5.3.9 gegeben.  

Duplizierung bei vollkommenem Kapitalmarkt mit beliebiger stochastischer Beurteilungskurve   
Analog zur Duplizierung der Zahlungsströme X  L(HN) = V + M mit der speziellen Beurteilungs-

kurve W() = ( )V   = 0, 1 der Sofortentnahme kann auch eine Duplizierung  

 X = W((X)) + C(X)  L(HN)    

mit einem indifferent (neutral, weder günstig noch ungünstig) beurteilten Kapitalmarktgeschäft  
 C(X)  M   

und einer beliebig gewählten stochastischen Beurteilungskurve  
 W :   ]a,b[ # W() = (Wt(,ω))tI,ωΩ  L(HN),  

-  a < 0 < b  +, zur Bewertung eines Zahlungsprofils  
 X  D := W(]a,b[) + M  ( L(HN))     

verwendet werden. Die Beurteilungskurve (Bewertungskurve, Zielsetzungskurve, Präferenzkurve) 
präzisiert dabei im Sinne einer standardisierten Festlegung der Zeitpräferenz, wie der Entscheider in 
Abhängigkeit vom reellen Parameter   ]a,b[ die bei der Nachbildung durch ein Kapitalmarktge-
schäft auftretende Marge (Spanne, Differenz) als Margenzahlungsstrom (Differenzzahlungsstrom) in 
Komponenten Wt(,At,k)) auf die Zeitpunkte t  I und Ereignisse At,k  Pt aufteilen will.  

Für die Parameterdarstellung der Beurteilungskurve wird gefordert, dass sie als Funktion des Beur-
teilungsparameters  stetig bezüglich der euklidischen Norm von W und streng monoton steigend be-

züglich der strengen Halbordnung 


 von W ist. Die zu dieser sog. inhomogenen Beurteilungskurve 

W() gehörige sog. homogene Beurteilungskurve  
 V() := W() - W(0)   
ist dann ebenfalls stetig und streng monoton steigend und verläuft durch den Nullpunkt:  
 V() 


 0 für  < 0, V(0) = 0, V() 


 0 für  > 0.  

Weiter wird verlangt, dass die Beurteilungskurve W() an beiden Intervallgrenzen a und b des Defi-
nitionsbereichs unbeschränkt ist:  
 ║W()║  +  bei µ  a, 
 ║W()║  +  bei µ  b.  

Diese Unbeschränktheit von W() an den Intervallgrenzen a und b ist gleichbedeutend zur Existenz 
von Argumenten (s,As)  I  Ps und (t,At)  I  Pt mit   

 Vs(,As)  -  bei µ  a  und    
 Vt(,At)  +  bei µ  b         
und somit zur Unbeschränktheit der mit einem (strikt) positiven Prozess   W gebildeten streng 

monoton steigenden reellwertigen Funktion  

 (μ) :=  TV() = , ,
0 1

( ) ( , )
tkT

t t k t t k
t k

A V A 
 
 T        

 
2  Eine ausführliche Untersuchung der Konzepte Duplizierung (Nachbildung, additive Zerlegung) 

und Replizierung (Glattstellung, additive Ergänzung) mit einem Kapitalmarktgeschäft und einer 
allgemeinen Beurteilungskurve (Präferenzkurve) für sichere Zahlungsströme und einen voll-
kommenen bzw. unvollkommenen Kapitalmarkt findet man bei Pleier (2021).   
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an den Intervallgrenzen a und b:   
 (μ)  +   bei µ  b,    
 (μ)  -   bei µ  a.   
Die Funktion  : ]a,b[   ist wegen der strengen Monotonie injektiv. Wegen der Unbeschränktheit 
nach oben und nach unten ist die stetige Funktion  nach dem Zwischenwertsatz3 von Bolzano auch 
surjektiv. Insgesamt bildet also  das Intervall ]a,b[ bijektiv auf  ab.  

Es soll nun für jedes X  L(HN) eine eindeutige derartige Duplizierung gesichert sein. Es soll also 1) 

eine derartige Duplizierung existieren und 2) der Beurteilungskurvenpunkt W((X)) und dann auch 
das Supplement (Ergänzungsgeschäft) C(X)  M durch X eindeutig bestimmt sein. Eine hinreichende 

Bedingung ist hierfür bei vollkommenem Kapitalmarkt die Arbitragefreiheit (AF) M  0


W  =  und 

damit die Existenz eines Diskontierungsprozesses  (  M  0W , 0 = 1).  

Nachweis der Einzigkeit: Aus obiger Duplizierungsgleichung von X  L(HN) nach dem Duplizie-

rungskonzept (mittels Beurteilungskurve und Kapitalmarktgeschäft) erhält man nämlich nach Links-
multiplikation mit T die reellwertige Gleichung   

 TX  = ( ( ))W X T  + ( )C X T    

  = ( ( ))W X T   (TC(X) = 0) 

  =  TV((X)) +  TW(0) 
  = ((X)) +  TW(0),    
daraus wegen der Bijektivität der Abbildung  : ]a,b[   den eindeutig bestimmten Beurteilungs-
parameter  
 (X) =  -1(TX -  TW(0)),   
den eindeutig bestimmten Beurteilungskurvenpunkt W((X)) und das eindeutig bestimmte Kapital-
marktgeschäft C(X) = X - W((X)). Eine für X  L(HN) vorliegende Duplizierung nach dem Dupli-

zierungskonzept ist also eindeutig bestimmt.  
Nachweis der Existenz: Wie eben gezeigt wurde, kann man zu X  L(HN) den Beurteilungsparameter 

(X), den Beurteilungskurvenpunkt W((X))  L(HN) und dann auch den Differenzvektor C(X) 

:= X - W((X))  L(HN) bestimmen. Damit hat man für X die additive Zerlegung  

 X = W((X)) + C(X).  
Aufgrund der Festlegung von (X) gilt   
 TC(X) = TX -  TV((X)) -  TW(0)  
   = TX -  TW(0) - ((X)) = 0   
und dann  
 C(X)  L(HN)  {} = M.    

Jedes X  L(HN) lässt sich also eindeutig additiv zerlegen in einen Beurteilungskurvenpunkt W((X)) 

und ein Kapitalmarktgeschäft C(X)  M.  

 
3 Der Zwischenwertsatz oder Nullstellensatz wurde zuerst im Jahr 1817 von dem böhmischen Ma-

thematiker, Philosophen und Theologen Bernard Bolzano (1781–1848) und später noch von dem 
deutschen Mathematiker Karl Weierstraß (1815–1897) bewiesen. Er ist einer der wichtigsten Sät-
ze über reellwertige stetige Funktionen und präzisiert die Aussage, dass der Graph einer stetigen 
Funktion ohne Absetzen gezeichnet werden kann. Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ist die 
Aussage, dass bei einer stetigen Abbildung f : X  Y zwischen den metrischen Räumen X und Y 
das Bild (der Wertebereich) einer bogenweise (kurvenweise, weg-) zusammenhängenden Menge 
M  X ebenfalls bogenweise zusammenhängend ist (Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), 
S. 243f.). Beweise für den Zwischenwertsatz findet man beispielweise bei Hildebrandt, Bd. 1 
(2006), S. 152; Erwe, Bd. 1 (1967), S. 114f.; Grauert und Lieb, Bd. I (1967), S. 76f.    
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Damit gehört zu jeder Beurteilungskurve W() eine L(HN)-wertige Präferenzfunktion (Bewertungs-

funktion) w(X) := W((X)), eine (reellwertige) Nutzenfunktion (X) und eine Präferenzordnung AW 
auf dem Unterraum L(HN). Für die Nutzenfunktionen (X) und (X) gilt die Beziehung  

 (X) = X T  = β((X)) = βë(X)  
mit der streng monoton steigenden Transformation  
 β() := () +  TW(0),  
sodass die beiden Nutzenfunktionen auf L(HN) die gleiche Präferenzordnung liefern. Bei einem ar-

bitragefreien vollkommenen Kapitalmarkt liefert das Duplizierungskonzept (mittels Beurteilungs-
kurve und Ergänzungsgeschäft vom Kapitalmarkt M) für jede beliebige Beurteilungskurve zur Prä-

zisierung der Zeitpräferenz also nur eine einzige Präferenzordnung, nämlich die Bewertung mit der 
durch das Duplikationsprinzip festgelegten Preisfunktion  bzw. mit der stochastischen Diskontierung 
(Barwertberechnung) gemäß nachfolgendem Abschnitt 4.3.     

Einfache Beispiele für Beurteilungskurven sind die deterministischen homogen linearen Kurven  
 W() = V() = A  
mit schwach positivem deterministischen Zahlungsprofil A = (A0,…,AT) 


 0, wobei also die Zu-

standsfunktionen At(ω) = At (t  I) auf Ω konstant und nichtnegativ sind, mindestens eine davon po-
sitiv ist und A = 0 0,A 1  +…+ ,T TA 1   L(HN) gesichert ist. Spezialfälle hiervon sind die Beurtei-

lungskurve V() =  0,1  der Sofortentnahme,  die Beurteilungskurve V() =  ,T 1  der Endent-

nahme und die Beurteilungskurve V() = (0,1,…,1)T der Annuitätenentnahme.          

4.3 Bewertung als Diskontierung der Zahlungen Xt(At,k) mittels 
stochastischer Diskontierungsfaktoren dt,k    

Bei vorausgesetzter Arbitragefreiheit (AF) und Vollständigkeit (VS) des Marktmodells 
existiert nach Abschnitt 3.6.1 ein normierter positiver M-Normalenvektor (normierter Dis-

kontierungsprozess)   M1+  A+ und existieren nach Abschnitt 3.8.1 im Kapitalmarkt 

M des Marktmodells die t-periodischen stochastischen AD-Kassageschäfte  

 ,t k


 =  
,,- ,0,..,0, ,0,..,0

t kt k Ad 1
T

 = 
,, t kt A1  - dt,k 0,1     

und die zu den Zeitintervallen [0,t] und Ereignissen At,k  Pt (t  I, k  {1,…,kt}) gehörigen 

t-periodischen stochastischen Diskontierungsfaktoren dt,k = t(At,k). Für jedes duplizierbare 
Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) = W erhält man den eindeutig bestimmten Preis4  

 (X)  = X T  = , X
W

 = , ,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 
       

   = , ,
0 1

( )
tkT

t k t t k
t k

d X A
 

   

   = BT(X,)  

durch die stochastische Diskontierung (Abzinsung) der Zahlungen Xt(At,k) des Zahlungs-

 
4  Die Formel für diese Preisberechnung wird bei Kremer (2017), S. 62 (2.29), (2011), S. 179 (3.22), 

angegeben, wobei aber noch keine Deutung als stochastische Diskontierung mit stochastischen 
Diskontierungsfaktoren erfolgt.  
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profils X mit den stochastischen Diskontierungsfaktoren (Abzinsungsfaktoren) dt,k = t(At,k) 
auf eine gleichwertige sichere Zahlung im Zeitpunkt s = 0. Der Preis (X) ist also der Bar-
wert BT(X,) von X, der mit dem stochastischen Diskontierungsvektor (Ereignispreis-
vektor)    
   = (1;1(A1,1),..,

11,( )kA ;…;T(ω1),..,T(ωK))T 

  = (1;d1,1,.., 
11,kd ;…;dT,1,..,dT,K)T  1n      

berechnet wird.  

Diese zunächst rein rechnerische Ermittlung des Preises (X)  als Barwert der Zahlungen 
Xt(At,k) von X kann unter den Voraussetzungen (AF) und (VS) auch als spezielle Replizie-
rung (Glattstellung, additive Ergänzung) im Raum L(HN) des Marktmodells ökonomisch in-

terpretiert werden, da die Transposition der Zahlungen von X von den verschiedenen Zeit-
punkten t  I und Ereignissen At,k  Pt aus auf den Zeitpunkt s = 0 und das sichere Ereignis 

A0 = Ω tatsächlich durch Kombination von X mit dem Kapitalmarktgeschäft  

 Z  = - , ,
0 1

( )
tkT

t t k t k
t k

X A 
 



    

  = , ,
0 1

( )
tkT

t k t t k
t k

d X A
 

  0,1  - 
,, ,

0 1

( )
t

t k

kT

t t k t A
t k

X A
 

 1   

  = (X) 0,1  - X  M  

durchgeführt werden kann:  
 X + Z = (X) 0,1 .  

Das Finanzgeschäft Z ist als Linearkombination der Kapitalmarktgeschäfte ,t k


 ebenfalls 

ein Kapitalmarktgeschäft. Die Zugehörigkeit von Z = (X) 0,1  - X = - X


 zum Kapi-

talmarkt M ergibt sich aber auch dadurch, dass mit X  L(HN) nach Abschnitt 3.7.3 auch 

X


 = X - (X) 0,1   M gilt. Dahinter steht die zu Beginn von Abschnitt 3.2 angegebene 

Beobachtung, dass die Duplizierbarkeit eines Zahlungsprofils X  W unabhängig von der 

deterministischen Komponente X0 ist.        

Auch hier ist wieder ersichtlich, dass bei der Preisbestimmung die tatsächlichen Eintritts-
wahrscheinlichkeiten der bei der Modellierung des Preisprozesses S auftretenden Ereignisse 
At,k  Pt nicht eingehen, sondern nur der innerhalb des Marktmodells ermittelte Ereignis-

preisvektor bzw. Diskontierungsprozess  verwendet wird.  

Speziell für ein deterministisches Zahlungsprofil X sind für jedes t  I die Funktionswerte 
Xt(At,k) = Xt konstant für alle At,k  Pt. Somit ist der Preis  

 (X)   = ,
0 1

tkT

t t k
t k

X d
 
   = 

0

T

t t
t

d X


   

   = PTX = BT(X;P)   
von X die Summe der mit den deterministischen Diskontierungsfaktoren dt abgezinsten 
Zahlungen Xt, also der durch die Diskontierung mit dem deterministischen Diskontierungs-
vektor (Preisvektor) P = (d0,…,dT)T berechnete Barwert BT(X;P) = PTX der Zahlungen Xt 
(t = 0,…,T). Die Bewertung der duplizierbaren stochastischen Zahlungsströme kann daher 
als eine vom deterministischen Fall auf den stochastischen Fall verallgemeinerte stochasti-
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sche Diskontierung bzw. verallgemeinerte Barwertberechnung interpretiert werden. Neben 
den oben beschriebenen Brücken mittels Abstandsmessung und Duplizierungskonzept lie-
fert diese stochastische Barwertberechnung also eine dritte Brücke von der Bewertung de-
terministischer zeitdiskreter Zahlungsströme zur Bewertung stochastischer zeitdiskreter 
Zahlungsströme.    
Eine entsprechende Interpretation der Bewertung als Diskontierung bzw. Bar-
wertberechnung für die zum Zeitpunkt t = T endfälligen Zahlungsprofile XT  Ω erfolgt in 
Abschnitt 5.3.11, 1).   

4.4 Bewertung als Diskontierung der Qt-Erwartungswerte der 
Zahlungen Xt bezüglich der Preismaße Qt mit deterministi-
schen Diskontierungsfaktoren dt    

Es sei nun die Arbitragefreiheit (AF) des Marktmodells und die Bedingung (DPζt) der 

Duplizierbarkeit der deterministischen Arrow-Debreu-Papiere t  = 1t = 1t,Ω 

= (0,..,0,1,0,..0)T für alle t  I vorausgesetzt. Die Duplizierkarkeit der AD-Papiere t  ist 

nach Abschnitt 3.8.2 (für C = Ω) äquivalent zur Duplizierbarkeit der zugehörigen t-

periodischen deterministischen AD-Kassageschäfte t


 = t  - dt 0,1  bzw. zur Inzidenz 

t


  M.    

Man erhält dann mit einem nach Abschnitt 3.6.1 existierenden normierten Diskontierungs-
prozess   M1+  A+ für jedes duplizierbare Zahlungsprofil X = L(h)  L(HN) ( W) den 

eindeutig bestimmten Preis (X) durch  

 (X)  = X T  = , X
W

 = , ,
0 1

( ) ( )
tkT

t t k t t k
t k

A X A
 
   

   = , ,
0 1

( ) ( )
tkT

t t t k t t k
t k

d Q A X A
 
   

   = 
0

( )
T

t Q t
t

d E X


    

mit den zu den Zeitintervallen [0,t] gehörigen risikolosen (deterministischen) Diskontie-
rungsfaktoren 

 dt = ( )t   = ,
1

( )
tk

t t k
k

A

  = t(Ω)  + = ]0,[  

und den zu den innerhalb des Marktmodells bestimmten formalen W-Maßen Qt = t/dt 
(siehe Abschnitt 3.7.4) gehörigen Erwartungswerten  

 ( )
tQ tE X   = , ,

1

( ) ( )
tk

t t k t t k
k

Q A X A

  = 

,1

,
t

t tQ X
W

   

der (Qt-integrierbaren) Ft-messbaren reellwertigen Zustandsfunktionen Xt. Damit ist der 

Preis  

 (X)  = 
0

( )
t

T

t Q t
t

d E X
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   = (1,d1,…,dT) (X0,
1 1( )QE X ,…, ( )

TQ TE X )T  

   = PTEQ(X)  

   = BT(EQ(X);P)         

der mit dem deterministischen Diskontierungsvektor (Preisvektor) P := (d0,…,dT)T berech-
nete Barwert BT(E Q(X);P) des deterministischen (T+1)-Tupels  

 EQ(X) := (X0,
1 1( )QE X ,…, ( )

TQ TE X )T  T+1  

der Qt-Erwartungswerte ( )
tQ tE X  der Zustandsfunktionen Xt.5 Der in der Bezeichnung 

EQ(X) verwendete Vektor Q ist das (T+1)-Tupel Q := (Q0,…,QT)T der W-Maße 

Qt : Ft  [0,1]. In der nachfolgenden Abbildung 4.2 sind zu den Zeitpunkten t  I die Qt-

Erwartungswerte ( )
tQ tE X  und zum Zeitpunkt t = 0 die mit den deterministischen Diskon-

tierungsfaktoren dt = t(Ω) diskontierten Erwartungswerte ( )
tt Q td E X  und der Barwert 

( ( ); )TB X PQE  der Erwartungswerte dargestellt.  

Eine hinreichende Bedingung für (DPζt), also die Existenz der deterministischen AD-

Papiere t  in L(HN) bzw. der t-periodischen deterministischen AD-Kassageschäfte t


 in 

M und damit der tatsächlichen Verfügbarkeit der deterministischen Diskontierungsfaktoren 

dt wurde in Abschnitt 3.9.2 durch die Bedingung (FH) der Existenz von festverzinslichen 
Handelsstrategien angegeben.  

Auch hier bei dieser Interpretation der Preisbestimmung ist wieder ersichtlich, dass die bei 
der mathematischen Modellierung der Preisentwicklung der N ausgewählten Finanzinstru-
mente S j des Marktmodells auftretenden tatsächlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten der Er-
eignisse At,k  Pt  Ft  FT = P(Ω) nicht eingehen. Stattdessen treten bei der jetzt wahr-

scheinlichkeitstheoretischen Berechnung unter Verwendung von Erwartungswerten formale 
(synthetische) Wahrscheinlichkeitsmaße Qt auf, die in Abhängigkeit von den modellierten 
Preisprozessen S j  mittels der Abbildungen V0 und L, des Unterraums M = L(ker V0) und 

des Prozesses   M1+ ( W) innerhalb des Marktmodells bestimmt werden.     

Speziell für ein deterministisches Zahlungsprofil X ist Xt(At,k) = Xt konstant für alle At,k  Pt 

und somit der Erwartungwert von Xt gleich der tatsächlichen Zahlung Xt:  

 ( )
tQ tE X  = ,

1

( )
tk

t t t k
k

X Q A

  = Xt  ( )tQ   = Xt.  

Daher ist der Preis  

 (X) = 
0

T

t t
t

d X


  = PTX   

von X die Summe der diskontierten Zahlungen Xt, also der durch die Diskontierung mit 
dem deterministischen Diskontierungsvektor (Preisvektor) P = (d0,…,dT)T berechnete Bar-
wert BT(X;P) = PTX der Zahlungen Xt (t = 0,…,T). Die Bewertung der duplizierbaren 

 
5  Die Interpretation der Bewertung als deterministische Diskontierung der Qt-Erwartungswerte der 

Xt findet man z. B. bei Kremer (2011), S. 180.  
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stochastischen Zahlungsströme kann daher als eine vom deterministischen Fall auf den 
stochastischen Fall verallgemeinerte Diskontierung bzw. verallgemeinerte Barwertberech-
nung interpretiert werden. Neben den oben beschriebenen Brücken mittels Ab-
standsmessung, Duplizierungskonzept und stochastischer Barwertberechnung liefert diese 
deterministische Barwertberechnung von Erwartungswerten mit deterministischen Dis-
kontierungsfaktoren also eine weitere Brücke von der Bewertung deterministischer zeitdis-
kreter Zahlungsströme zur Bewertung stochastischer zeitdiskreter Zahlungsströme.  
Eine entsprechende Interpretation des Preises als Erwartungswert bezüglich eines formalen 
W-Maßes für die zum Zeitpunkt t = T endfälligen Zahlungsprofile XT  Ω erfolgt in Ab-
schnitt 5.3.11, 2).   
 

      

Abb. 4.2 Der Preis des Zahlungsprofils X als Barwert der Erwartungswerte der Zustandsfunktionen 
Xt        

4.5 Bewertung als Diskontierung der Q-Erwartungswerte der 
Zahlungen Xt bezüglich des Preismaßes Q mit deterministi-
schen Diskontierungsfaktoren dt   

Neben der Arbitragefreiheit (AF) sei jetzt noch die Bedingung (FH), also die Existenz von 
sogenannten festverzinslichen Handelsstrategien vorausgesetzt. Mit der expliziten Verwen-
dung der Voraussetzung (FH) und der daraus hergeleiteten Rekursionsformel für die Dis-
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kontierungsfaktoren dt wurde in Abschnitt 3.9.3 gezeigt, dass jedes der oben verwendeten 

W-Maße Qt : Ft  [0,1] die Einschränkung 
t

Q
F

 des W-Maßes Q = QT : Ꮘ(Ω)  [0,1] (FT 

= Ꮘ(Ω) = Potenzmenge von Ω), des sogenannten für alle t  I einheitlichen Preismaßes des 

Marktmodells, auf die Unter--Algebra Ft  Ꮘ(Ω) ist. Damit ist nun der Preis (X) von X 

 L(HN) die Summe der mit den risikolosen (deterministischen) Diskontierungsfaktoren dt 

diskontierten Q-Erwartungswerte der Zustandsfunktionen Xt bezüglich des im Marktmodell 
((S,δ),F) entwickelten Preismaßes Q:  

 (X)  = 
0

( )
T

t Q t
t

d E X


                

   = (1,d1,…,dT)(X0, 1( )QE X ,…, ( )Q TE X )T  

   = PTEQ(X)  
   = BT(EQ(X);P)         

mit dem deterministischen Diskontierungsvektor (Preisvektor) P := (d0,…,dT)T und dem de-
terministischen (T+1)-Tupel  
 EQ(X) := EQ((X0,…,XT)T) := ( 0( )QE X ,…, ( )Q TE X )T  T+1    

der Q-Erwartungswerte EQ(Xt) der Zustandsfunktionen Xt bezüglich des Preismaßes 
Q : Ꮘ(Ω)  [0,1]. Der Preis (X) des Zahlungsprofils X ist also der mit dem deterministi-

schen Preisvektor P berechnete Barwert BT(EQ(X);P) des (T+1)-Tupels EQ(X) der Q-Erwar-
tungswerte EQ(Xt).6 Auch bei dieser jetzt doch wahrscheinlichkeitstheoretischen Preisbe-
stimmung unter Verwendung von Erwartungswerten tritt also die tatsächliche Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Preisentwicklung der dem Modell zugrunde gelegten Finanzinstru-
mente nicht auf, sondern stattdessen ein im Modell bestimmtes formales (synthetisches) W-
Maß Q, das einheitliche Preismaß Q.   

Speziell für ein deterministisches Zahlungsprofil X ist jede Zustandsfunktion Xt(At,k) = Xt 
konstant für alle At,k  Pt,  somit EQ(Xt) = Xt (t  I) und demnach der Preis  

 (X) = 
0

T

t t
t

d X


  = PTX = BT(X;P)       

von X die Summe der diskontierten Zahlungen Xt. Der Preis (X) ist dann also der mittels 
Diskontierung mit dem deterministischen Diskontierungsvektor (Preisvektor) P berechnete 
Barwert BT(X;P) der deterministischen Zahlungen Xt (t = 0,…,T). Die Bewertung der dupli-
zierbaren stochastischen Zahlungsströme mittels einer Diskontierung  bzw. Barwertberech-
nung ist also eine Verallgemeinerung der entsprechenden Bewertung der duplizierbaren de-
terministischen Zahlungsströme. Neben den oben beschriebenen Brücken mit der verallge-
meinerten Bewertung nach der Abstandsmessung, dem Duplizierungskonzept und stochas-
tischer Barwertberechnung  ist also mit der verallgemeinerten Barwertberechnung von Er-
wartungswerten mit deterministischem Preisvektor noch eine weitere Brücke geschlagen 
von der Bewertung deterministischer zeitdiskreter Zahlungsströme zur Bewertung stochas-
tischer zeitdiskreter Zahlungsströme.  

 

 
6  Die Interpretation der Bewertung als deterministische Diskontierung der Q-Erwartungswerte der 

Xt findet man z. B. bei Kremer (2011), S. 203. 
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5 Spezialfall der endfälligen Zahlungen    

5.1 Spezielle sf-Arbitragefreiheit (AFsf), Diskontvektoren und 
äquivalente Martingalmaße   

Die Bestimmung des Preises einer sog. europäischen Call-Option auf eine Aktie war Anfang 
der 1970er Jahre das Ausgangsproblem der modernen stochastischen Finanzmathematik. 
Dieses elementare Beispiel1 eines zustandsabhängigen Zahlungsprofils wird auch meist in 
der Literatur zur Einführung in die stochastische Finanzmathematik verwendet. In diesem 
Zusammenhang behandeln etliche Literaturstellen2 im Mehrperiodenmodell speziell die Zah-
lungsprofile  
 X  = (0,…,0,XT)T     
des W-Unterraums  

 W(T) := {X  W : Xt(At,k) = 0 für alle t  {0,…,T-1}, At,k  Pt},  

die höchstens zum Endzeitpunkt t = T von Null verschieden sein können, also nur eine end-
fällige stochastische Zahlung XT enthalten. Diese endfälligen Zahlungsprofile X entspre-
chen bijektiv den zum Endzeitpunkt T gehörigen FT-messbaren Zustandsfunktionen  

 XT : Ω  ,  
also wegen FT = Ꮘ(Ω) bzw. PT = {{ω1},…,{ωK}} den beliebigen reellwertigen Zustands-

funktionen XT auf Ω (XT  WT,1 = Ω = {f : Ω  } mit der Bezeichnung Wt,1 von Ab-

schnitt 2.6.2). An die Stelle des n1-dimensionalen Raums W (n1 = 1 + k1 +…+ kT-1 + K) von 

Abschnitt 2.6.3 tritt hier bei der Betrachtung der niedrigerdimensionale K-dimensionale 
Raum W(T) = O  … O  Ω oder WT,1 = Ω = K (K = Ω).     

Beispiele für derartige endfällige Zahlungsprofile (Zahlungsansprüche) XT: 3  
 Europäische Call-Option (Kaufoption) oder Put-Option (Verkaufsoption) mit Basispreis 

(Strike-Preis) K;  
 Forward-Kontrakt; dagegen ordnet sich ein börsengehandelter Future mit seinen zwi-

schenzeitlichen Marginzahlungen hier nicht ein;   
 Binäre (digitale) Call- oder Put-Option mit Basispreis K in europäischer oder amerikani-

scher Variante;  
 Knock-Out-Option (als Call- oder Put-Option) mit Basispreis K und Barriere (Knock-

Out-Höhe) B verfällt, falls der Kurs St innerhalb der Laufzeit die Barriere erreicht: Up-
and-Out-Option, falls ein B > S0 als obere Barriere über dem Startwert S0 festgelegt ist, 
und Down-and-Out-Option, falls ein B < S0 eine untere Barriere ist;     

 Knock-In-Option mit Basispreis K und Barriere B bleibt nur gültig, wenn der Kurs inner-
halb der Laufzeit die Barriere mindestens einmal erreicht; 

 Digitale Barriere-Option mit Barriere B und Nennwert N statt eines Strikes K;  

 
1 Literatur zur Behandlung dieses Beispiels ist im Vorwort angegeben.   
2  Eine Behandlung derartiger Zahlungsprofile findet man beispielsweise bei Bäuerle u. Rieder 

(2017), 7–58, Kallsen (2009), S. 35–48, Korn (2014), S. 32–45, Kremer (2011), S. 9–14, 299–305, 
Kühn (2016), S. 25–40.    

3  Literatur: Bäuerle u. Rieder (2017), S. 14.  
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 Asiatische Call- oder Put-Option, sowohl vom europäischen als auch amerikanischen 
Typ, bei der die Auszahlung zum Ausübungstag T nicht vom Schlusskurs ST, sondern von 
einem (arithmetischen oder geometrischen) Mittelwert der Kurse zu vereinbarten Zeit-
punkten abhängt.       

5.1.1 sf-Duplizierbarkeit und selbstfinanzierende Handelsstrategien  

Für die Duplizierung der endfälligen Zahlungsprofile X  W(T) kommen nur sog. selbstfi-

nanzierende Handelsstrategien (sf-Handelsstrategien) h  HN zum Einsatz, deren Zahlungs-

profile L(h) in den Zeitpunkten t = 0,…,T-1 den Wert Null aufweisen:  

(SF)  Lt(h) = 0 für t = 0, 1, …, T-1.  

Die Bedingung Lt(h) = Vt(h) - Rt(h) = 0 bzw. Vt(h) = Rt(h) bedeutet dabei, dass der gesamte 

zum Zeitpunkt t- vor dem Wertpapierhandeln vorhandene Vermögenswert Vt(h) = t tS h   des 

Portfolios auch zum Zeitpunkt t+ als Reinvestitionswert Rt(h) = 1t tS h   wieder in das Port-

folio investiert wird. Nach dem Start mit dem Startkapital V0(h) des Portfolios im Zeitpunkt 
0- (< 0) wird zu jedem Zeitpunkt t = 0, …, T-1 dem Portfolio weder Kapital entnommen noch 
Kapital hinzugefügt, sodass die Handelsstrategie h als selbstfinanzierend bezeichnet wird. 
Der Vermögenswert VT(h) des Portfolios einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie zum 
Endzeitpunkt T entwickelt sich also allein aus dem Startkapitaleinsatz V0(h) des Portfolioin-
habers zum Zeitpunkt 0-, dem Handel zu den Zeitpunkten t = 0, 1, …, T-1 und der jeweils 
anschließenden rein zufallsabhängigen Entwicklung (Wertänderung Gt(h)) der Reinvestiti-
onswerte Rt-1(h) zu den Vermögenswerten Vt(h) in den Zeitintervallen [t-1,t]. Diese zeitliche 
Entwicklung des Vermögenswerts Vt(h) wird in der Abbildung 5.1 dargestellt. Der dabei 
auch aufgeführte zufallsbedingte Gewinn Gt(h) des Portfolios im Zeitintervall [(t-1)+,t-] und 
der kumulierte Gewinn KT(h) im Zeitintervall [0,T] werden im nachfolgenden Abschnitt 5.1.5 
definiert.  
 

 

Abb. 5.1 Die zeitliche Entwicklung des Vermögenswerts Vt(h) aus dem Startkapitaleinsatz V0(h) bis 
zur Portfolioauszahlung LT(h) = VT(h) zum Endzeitpunkt T bei einer selbstfinanzierenden 
Handelsstrategie h, der Gewinn Gt(h) des Zeitpunkts t und der kumulierte Gewinn KT(h) 
zum Endzeitpunkt T                
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Die Menge sf
NH  der selbstfinanzierenden Handelsstrategien ist als Durchschnitt der Kerne 

ker Lt der linearen Abbildungen Lt (t = 0,…,T-1) bzw. als L-Urbild L-1(W(T)) des linearen 

Unterraums W(T) von W ein linearer Unterraum von HN:  

 sf
NH  := {h  HN : L0(h) = … = LT-1(h) = 0}  = 

1

0

ker
T

t
t

L




∩   

  = {h  HN : L(h) = (0,…,0,LT(h))T  W(T)}  = L-1(W(T)).      

Für die Unterräume  
 ker L  = ker L0  …  ker LT  und  

 sf
NH  = ker L0  …  ker LT-1    

gilt die Inklusion  

 ker L  sf
NH .      

Für das L-Bild von sf
NH  gilt  

 L( sf
NH ) = L(HN)  W(T).    

Es liegt für ein X = (0,…,0,XT)T  W(T) die sf-Duplizierbarkeit in W(T) mittels der Abbil-

dung L genau dann vor, wenn für das zugehörige XT  Ω  die sf-Duplizierbarkeit in Ω 
mittels der Abbildung LT = VT vorliegt:    

 (DPsf)  X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH ) 

     

 (DPsfT)  XT  LT( sf
NH ) = VT( sf

NH ) =: VT.     

Berechnung einer sf-Duplikationsstrategie  
Wie im allgemeinen Fall eines Zahlungsprofils X  L(HN) in Abschnitt 3.2 erfolgt auch für 

ein duplizierbares endfälliges Zahlungsprofil X  ( )sf
NL H  die rekursive Berechnung einer 

sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  durch das Lösen des gestaffelten Gleichungssystems  

(DPAt-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T     (At,m  At-1,k),   

t = T,…,0, jetzt aber mit dem vorgegebenen Zahlungsprofil  
 XT = (XT(ω1),…, XT(ωK))T  Ω, 
den speziellen Zahlungskomponenten  
 Xt(At,m) = 0  (t = 0,…T-1, At,m  Pt) 

und den rechten Seiten  
 ZT(AT,m) = XT(AT,m)  für t = T, AT,m  PT,       

 Zt(At,m) = St(At,m)Tht+1(At,m) für t = 0,…, T-1, At,m  Pt.      

Bei der sf-Duplizierung eines endfälligen Zahlungsprofils X  ( )sf
NL H  bzw. XT  LT( sf

NH ) 

sind die rechten Seiten Zt(At,m) für den Zeitindex t = T durch die Zahlungskomponenten 
XT(ωm) und für die Zeitindizes t = 0,…, T-1 durch die Reinvestitionswerte Rt(h)(At,m) 

= St(At,m)Tht+1(At,m) der sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  im Zeitpunkt t und Ereignis At,m ge-

geben.  
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Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile 

Eine weitere bijektive Beziehung wie für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile X  L( sf
NH ) 

und XT  VT( sf
NH ) erhält man auch für die jeweils mit dem Startkapitaleinsatz V0(h) = 0 sf-

duplizierbaren Zahlungsprofile in W(T) und in Ω. Dazu betrachtet man den in L( sf
NH ) und 

in M = L(ker V0) gelegenen Unterraum   

 M(T) := M  L( sf
NH ) = L(ker V0)  L( sf

NH )    

   = {Z  M : Zt(At,k) = 0 für alle t = 0,…,T-1 und At,k  Pt} 

   = L( sf
NH   ker V0)  (Hilfssatz 5.10, b wg. ker L  sf

NH )        

   =: L(kersf V0)     
der endfälligen Kapitalmarktgeschäfte Z = L(h), die also durch selbstfinanzierende Han-

delsstrategien h  ker V0 mit der Abbildung L dupliziert werden, und den in LT( sf
NH ) ( WT,1 

= Ω) gelegenen Unterraum  

 MT := LT(kersf V0) := VT( sf
NH   ker V0) 4  ( )sf

T NV H  =: VT          

der Zahlungsprofile ZT = LT(h), die durch selbstfinanzierende Handelsstrategien h  ker V0 
mit der Abbildung LT dupliziert werden. Es gilt   

 Z = (0,…,0,ZT)T  M(T) = L(kersf V0)      

   
 ZT  MT = LT(kersf V0).  

Für die lineare Abbildung  

 0
sfV  := 0 sf

N

V
H

 : sf
NH   Ω,  

also die Einschränkung der Abbildung V0 : HN  Ω auf den Unterraum sf
NH  der sf-Han-

delsstrategien, ist der Kern gegeben durch    

 kersf V0  := ker 0
sfV  = {h  sf

NH  : 0 ( )sfV h  = 0}  

   = sf
NH   ker V0.   

Dieser Kern ist der Durchschnitt von sf
NH  mit dem Kern ker V0 der linearen Abbildung 

V0 : HN  Ω bzw. v0 : HN   (V0(h) = v0(h)1Ω, v0(h) = 0 0S h T   ). Analog wird der 

Kern der linearen Abbildung VT : sf
NH   Ω und der weiter unten noch folgenden linearen 

Abbildung KT : sf
NH   Ω mit kersf VT und kersf KT bezeichnet.     

Da der Unterraum MT bei den nachfolgenden Betrachtungen eine wichtige Rolle spielt, sollen 

seine Vektoren mit einem Namen versehen werden. Ein endfälliges Kapitalmarktgeschäft Z 

= L(h)  M(T) (h  sf
NH   ker V0) wird wegen V0(h) = 0, L0(h) = 0, damit auch R0(h) 

= V0(h) - L0(h) = 0, und wegen Lt(h) = 0 für t = 1,…,T-1 hier als Kapitalmarktgeschäft mit 
Nulleinsatz zu allen Zeitpunkten t < T  oder kurz als NE-Geschäft (Nulleinsatz-Geschäft) 

 
4  Im Spezialfall T = 1 des Einperiodenmodells in Kapitel 6 ist dieser Unterraum M1 = DT(ker S0

T) 

mit der Matrix DT = 1 1,...,( ( ) )k k KS  
T , welche die K Zeilen 1 ( )kS  T  besitzt. Es nimmt  nämlich 

L1(h) = V1(h) = DTh1 für selbstfinanzierende h = (h0,h1)T  sf
NH = 2N  {L0(h) = 0} mit R0(h) 

= V0(h) = 0 die gleichen Werte an wie DTh1 für die h1  N mit R0(h) = S0
Th1 = 0.                   



5.1  Spezielle Arbitragefreiheit, Diskontvektoren und äquivalente Martingalmaße  219 

bezeichnet. Das zugehörige Zahlungsprofil ZT  MT wird NE-Zahlungsprofil genannt. Da-

mit sind die NE-Zahlungsprofile ZT  MT genau die T-ten Komponenten der endfälligen Ka-

pitalmarktgeschäfte Z = (0,…,0,ZT)T  M(T).        

Die rekursive Berechnung einer speziellen sf-Handelsstrategie h  kersf V0, also einer sf-
Handelsstrategie mit dem Startkapitaleinsatz V0(h) = 0, kann unter den mathematisch-tech-
nischen Voraussetzungen   

(AWSδ)  0 ( )S     (0,…,0)T  N,  

(WS0,T-1) St(At,m)   (0,…,0)T  N   t  {0,…,T-1}, At,m  Pt     

folgendermaßen durchgeführt werden. Für die Auflösung des zugehörigen Gleichungssys-
tems   

 0 = V0(h)(Ω) = 0 0( ) ( )S h  T ,    

 0 = Lt(h)(At,m) = ,( )t t mS A ht(At,m) - St(At,m)ht+1(At,m),   

At,m  Pt, t = 0,…,T-1, nach einem h  HN löst man zuerst  

 0 0( ) ( )S h  T  = 0 

nach h0 auf und dann sukzessive bei t = 0 beginnend und bis t = T - 1 fortschreitend die wei-
teren Gleichungen  

 St(At,m)Tht+1(At,m) = ,( )t t mS A T ht(At,m)  

für jedes At,m  Pt bei gegebener reellwertiger rechter Seite nach der Unbekannten ht+1(At,m) 

 N, genauer nach deren N Komponenten 1 ,( )j
t t mh A  (j = 1,…,N), auf der linken Seite auf. 

Nach der Auflösung nach ht+1(At,m) setzt man noch ht+1(At+1,p) := ht+1(At,m) in den Nachfolger-
knoten At+1,p  At,m von At,m für den nächsten t-Schritt. Damit bekommt man sukzessive für 
t = 0,…,T die Zustandsfunktionen ht einer sf-Handelsstrategie h mit dem Startkapitaleinsatz 
V0(h) = 0. Als zugehöriges Zahlungsprofil erhält man in W(T) ein endfälliges Kapitalmarkt-

geschäft  
 Z = (0,…,0,ZT)T = L(h)  M(T)  

und in Ω ein NE-Zahlungsprofil  
 ZT = VT(h) = ST

ThT  MT.          

5.1.2 sf-Arbitragefreiheit  

Bei der Behandlung der L-duplizierbaren endfälligen Zahlungsprofile X  L( sf
NH ) bzw. der 

zum Endzeitpunkt T gehörigen VT-duplizierbaren Zahlungsprofile XT  LT( sf
NH ) wird dann 

auch noch eine speziellere sf-Arbitragefreiheit (AFsf) hinsichtlich selbstfinanzierender Han-
delsstrategien definiert. Im Einklang mit der Definition einer allgemeinen Arbitragegelegen-

heit in Abschnitt 3.6.1 liefert speziell eine selbstfinanzierende Handelsstrategie h  sf
NH  

beim Zeitpunkt T eine Arbitragegelegenheit, wenn  
 V0(h) = 0, Lt(h) = 0 für t = 0, 1, …, T-1 und VT(h) = LT(h) 


 0    

gilt. Die letzte Bedingung bedeutet explizit  
 VT(h)(ω)  0  für alle ω  Ω und  
 VT(h)(ω‘) > 0  für mindestens ein ω‘  Ω.  
Das Marktmodell heißt sf-arbitragefrei, wenn es keine selbstfinanzierende Arbitragegele-
genheit (sf-Arbitragegelegenheit) gibt: 
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(AFsf) ± h  HN mit V0(h) = 0, Lt(h) = 0 für t = 0,…,T-1 und VT(h) 


 0 

  ± h  sf
NH   ker V0 mit VT(h) 


 0.     

Mit einer speziellen sf-Arbitragegelegenheit h  sf
NH  liegt auch eine allgemeine Arbitrage-

gelegenheit h  HN (V0(h) = 0 , L(h) 


 0) vor. Die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) bein-

haltet somit auch die speziellere sf-Arbitragefreiheit:  

 (AF)  ⇒  (AFsf).     

Mit dem schwach positiven Orthanten  
 0


W  = {X  W : X 


 0}  

von W und dem schwach positiven Orthanten  

 0




  = {XT  Ω  : XT 


 0} 

von Ω ≅ K bedeutet die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) in der Mengenschreibweise, dass M(T) 

und 0


W  disjunkt sind bzw. dass MT und 0




  disjunkt sind:  

 (AFsf)  (AFsfM(T)) M(T)  0


W  =   

    (AFsfMT) MT  0




  = .       

Als eine notwendige Bedingung für die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) wird in Abschnitt 5.3.12 
bei den Erläuterungen zu Satz 5.12 die Gültigkeit des Law of One Price (LOPsfT) bzw. 
(LOP) begründet: Aus der Nichtgültigkeit von (LOPsfT) folgt nämlich unter der Vorausset-
zung (ZVU) oder unter der Voraussetzung (NM) eines Numéraires B im ursprünglichen 
Marktmodell die Nichtgültigkeit von (AFsf).  

 (ZVU) , (AFsf) ⇒ (LOPsfT);  
 (NM) , (AFsf)  ⇒ (LOPsfT).              

Die Charakterisierung (AFsfMT) der sf-Arbitragefreiheit mittels des Unterraums MT der NE-

Zahlungsprofile ist nach dem Alternativsatz 3.7 von Abschnitt 3.6.1 auch äquivalent zu einer 
Charakterisierung mittels eines positiven Normalenvektors T von MT bzw. eines mit der 

Komponentensumme  
 (x) := x1 + … + xK  (x = (x1,…,xK)T  K)  
normierten positiven Normalenvektors QT von MT: (QT) = 1. Diese Äquivalenz wird unten 

beim Beweis von Satz 5.7, dem modifizierten ersten Hauptsatz der Preistheorie, verwendet, 
wo auch eine etwas ausführlichere Darstellung erfolgt. Die entsprechende Charakterisierung 

(AFsf T
M ) der sf-Arbitragefreiheit im relativen Marktmodell in Abschnitt 5.1.8 wird beim 

Beweis von Satz 5.6, dem ersten Hauptsatz der Preistheorie, angewandt.   

 (AFsf)  (AFsfMT
+)  T MT

+ := MT
  {XT > 0} 

    (AFsfMT
1+)  QT MT

1+ := MT
  {(XT) = 1, XT > 0}        
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5.1.3 Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit im ursprünglichen Marktmo-
dell und der sf-Arbitragefreiheit im relativen Marktmodell  

Analog zur Beweisführung von Satz 3.11, 1) in Abschnitt 3.10.1 für die allgemeine Arbitra-
gefreiheit ergibt sich auch die Äquivalenz hinsichtlich der sf-Arbitragefreiheit im ursprüng-
lichen und im relativen Marktmodell. Dazu werden statt der Handelsstrategien h  HN  im 

Beweis von Satz 3.11 hier jetzt die sf-Handelsstrategien h  sf
NH  verwendet, für die noch 

die Bedingungen ( )( )tL h   = Lt(h)(ω)/ 1
tS (ω)  = 0 für t = 0,…,T-1 erfüllt sind. Die zu 

(AFsfMT) analoge mengentheoretische Beschreibung (AFsf )T
M  der sf-Arbitragefreiheit im 

relativen Marktmodell wird in Abschnitt 5.1.8 angegeben.         

Satz 5.1 Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit im ursprünglichen Marktmodell und re-
lativen Marktmodell 

Das zu einem Numéraire des ursprünglichen Marktmodells gebildete relative Marktmodell 
ist genau dann sf-arbitragefrei, wenn das ursprüngliche Marktmodell sf-arbitragefrei ist. Es 
gilt also die Äquivalenz  

 (AFsfMT)  (AFsf T
M ).  

Falls im ursprünglichen Marktmodell ein Numéraire B mit deterministischem BT vorliegt, so 

stimmen nach Abschnitt 5.1.7 die Unterräume MT und T
M  überein und die Aussage von Satz 

5.1 wird trivial.    

5.1.4 sf-Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell und Arbitragefrei-
heit in den Einperiodenmodellen  

Eine selbstfinanzierende Arbitragegelegenheit ist eine spezielle Arbitragegelegenheit, die bei 
einem Startkapitaleinsatz Null und den zwischenzeitlichen Auszahlungen Lt(h) (t = 0,…,T-1) 
vom Wert Null den risikofreien Gewinn genau zum Endzeitpunkt t = T liefert. Die sf-Arbit-
ragefreiheit (AFsf) mit dem Ausschluss nur der selbstfinanzierenden Arbitragegelegenheiten 
ist also eine schwächere Bedingung als die allgemeine Arbitragefreiheit (AF). Bei der sf-
Arbitragefreiheit und der allgemeinen Arbitragefreiheit gilt keine analoge Aussage wie bei 
der in Abschnitt 5.3.2 begründeten Äquivalenz von LOPsfT (Law of One Price für die sf-

Duplikationsstrategien von X  ( )sf
NL H ) und LOP (Law of One Price für beliebige Duplika-

tionsstrategien von X  L(HN)). Speziell für das Einperiodenmodell kann mit Satz 6.5 in Ab-

schnitt 6.2.4 unter der zusätzlichen Voraussetzung (GI) die Äquivalenz von (Afsf) und (AF) 
gezeigt werden.          

Eine selbstfinanzierende Arbitragegelegenheit kann auch dann noch auftreten, wenn alle zu 
den Ausgangsknoten AT-1,k  PT-1 und deren Nachfolgerknoten AT,m  PT (AT,m  AT-1,k) gehö-

rigen Einperiodenmodelle arbitragefrei sind. Dies kann mit dem im Beispiel 3.4, Fall II) in 
Abschnitt 3.4.4 angegebenen Mehrperiodenmodell, in dem die zu den Ausgangsknoten A1,1 
und A1,2 gehörigen Einperiodenmodelle arbitragefrei sind, gezeigt werden: Durch die Han-
delsstrategie  
 h = (h0;h1;h2)T = (0,0;-2.4158,2.5768;66/29,0,0,0)T 
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mit h0 = 0 und damit V0(h) = 0 wird nämlich das Zahlungsprofil   
 X = (X0;X1;X2)T = (0;0,0;132,66,0,0)T   
mit X0 = X1 = 0 und X2 


 0 dupliziert, sodass h eine selbstfinanzierende Arbitragegelegen-

heit ist.  

Aus der Arbitragefreiheit (AF) nur in allen Einperiodenmodellen der Ausgangsknoten AT-1,k 
des Zeitpunkts T-1 kann also noch nicht auf die speziellere sf-Arbitragefreiheit (AFsf) beim 
Zeitpunkt T geschlossen werden.   
Nach Satz 3.10 in Abschnitt 3.6.3 folgt aber aus der Arbitragefreiheit (AF) in allen enthalte-
nen Einperiodenmodellen auch die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) im Mehrperiodenmo-
dell und dann auch die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) im Mehrperiodenmodell.  
Analog zur Aussage von Satz 3.10 in Abschnitt 3.6.3 mit der Äquivalenz der allgemeinen 
Arbitragefreiheit (AF) im Mehrperiodenmodell zur Arbitragefreiheit (AF) in den enthaltenen 
Einperiodenmodellen wird in Satz 5.3 von Abschnitt 5.1.9 mit einem Beweis innerhalb des 
relativen Marktmodells noch die Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit des Mehrperiodenmo-
dells (mit Numéraire) zur sf-Arbitragefreiheit aller enthaltenen Einperiodenmodelle angege-
ben.  

Um die Charakterisierung der spezielleren Arbitragefreiheit (AFsf) durch die Existenz eines 
sog. äquivalenten Martingalmaßes oder Diskontvektors im relativen Marktmodell (Satz 5.5 
in Abschnitt 5.1.11) bzw. durch die Existenz eines positiven MT-Normalenvektors oder Dis-

kontvektors im ursprünglichen Marktmodell (Satz 5.6 in Abschnitt 5.1.12) zu beweisen, sind 
nun noch einige Hilfsmittel für das ursprüngliche und für das relative Marktmodell bereitzu-
stellen. Es sind dies die Charakterisierung der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) mittels der 
Vermögenswerte im ursprünglichen und relativen Marktmodell (Abschnitte 5.1.5 und 5.1.7), 
die Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) mittels der kumulierten Gewinne im 
ursprünglichen und relativen Marktmodell (Abschnitte 5.1.6 und 5.1.8) und die Charakteri-

sierung eines Martingalmaßes Q  im dividendenlosen relativen Marktmodell mittels des Q -

erwarteten kumulierten Gewinns vom Wert Null für alle sf-Handelsstrategien bzw. als einen 

-normierten (( Q ) = 1) nichtnegativen T
M  -Normalenvektor Q  (zum Unterraum T

M  der 

relativen NE-Zahlungsprofile; Abschnitt 5.1.10, Satz 5.4).         

5.1.5 Charakterisierung der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) im ur-
sprünglichen Marktmodell  

Für die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des Portfolios einer Handelsstrategie 
h  HN  wird jetzt ergänzend zu Abschnitt 2.7 im ursprünglichen Marktmodell ((S,δ),F) ne-

ben dem aus Vermögensprozess V(h) und Reinvestitionsprozess R(h) errechneten (Aus-)Zah-
lungsprozess L(h) = V(h) - R(h) noch der Gewinnprozess (Ertragsprozess) G(h) definiert:  
 G(h)  = (Gt(h))tI  mit  
 G0(h) := 0,  

 Gt(h) := Vt(h) - Rt-1(h) = tS  ht - St-1ht  

   = tS  ht   

mit den dividendenversehenen Preisdifferenzen   

 tS    := tS   - St-1  für t = 1,…,T.    
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Die Zustandsfunktion Gt(h) liefert den Zuwachs vom Reinvestitionswert Rt-1(h) des Zeit-
punkts (t-1)+ nach dem Handeln zum Vermögenswert Vt(h) im Zeitpunkt t- vor dem Handeln, 
also die rein zufallsbedingte Wertänderung (als Gewinn oder Verlust) des Portfolios im Zeit-
intervall [(t-1)+,t-]. Eine grafische Darstellung für den Gewinn Gt(h) wird in Abbildung 5.2 
gegeben. Jede der Gewinn-Zustandsfunktionen Gt(h) ist Ft-messbar und somit der Gewinn-

prozess G(h) F-adaptiert.     

  

Abb. 5.2 Präzisierung der zeitlichen Entwicklung des Portfoliowerts mittels Gewinn Gt(h), Vermö-
genswert Vt(h), Reinvestitionswert Rt(h) und Portfolioauszahlung Lt(h) zum Zeitpunkt t                

Es wird nun ein Zusammenhang zwischen den Vermögenswerten Vt(h), den Gewinnwerten 
Gt(h) und den Auszahlungswerten Lt(h) hergeleitet. Für die Verrechnung des zum Zeitpunkt 
0 gehörigen Werts V0(h) mit den auf den Zeitpunkt t bezogenen Werten Vt(h), Gt(h),  Lt(h), 
Kt(h) und At(h) werden die dabei auftretenden Zustandsfunktionen jetzt nicht als Funktionen 
auf den Partitionen P0 und Pt von Ω, sondern als Zustandsfunktionen auf Ω bzw. als Elemente 

des Funktionenraums Ω betrachtet. Beispielsweise ist  

 Vt(h)(ω)  = 
,, ,

1

( ) ( ) ( )
t

t k

k

t t k t t k A
k

S A h A 


 1T   

und insbesondere  
 V0(h)(ω) = v0(h)1Ω(ω) 

mit v0(h) = 0 0( ) ( )S h  T    und 1Ω(ω) = 1  ω  Ω. Bisher wurde die Bezeichnung V0(h) 

sowohl für die auf P0 = {Ω} definierte Abbildung als auch für die auf Ω = {ω1,…,ωK} defi-

nierte Abbildung verwendet. Die Rolle der Abbildung V0(h) : P0 = {Ω}   wird jetzt aber 

von v0(h) übernommen und V0(h) nur noch als Zustandsfunktion V0(h) : Ω   angesehen. 
Es gilt nun    

 Vt(h) = V0(h) + 
1

( )
t

s
s

V h


   mit  

 ΔVs(h) = Vs(h) - Vs-1(h)  
   = Vs(h) - Rs-1(h) + Rs-1(h) - Vs-1(h)     
   = Gs(h) - Ls-1(h),  
also  

 Vt(h)  = V0(h) + 
1

( )
t

s
s

G h


  - 
1

0

( )
t

r
r

L h




   

  = V0(h) + Kt(h) - At(h)             (t = 1,…,T) 
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mit dem kumulierten Gewinn  

 Kt(h) := 
1

( )
t

s
s

G h


  

des Zeitraums [0,t] und der kumulierten Auszahlung  

 At(h) := 
1

0

( )
t

r
r

L h




    

des Zeitraums [0,t-1]. Weiter definiert man für den Zeitpunkt t = 0  
 K0(h) := 0  
und  
 A0(h) := 0.  
Der Vermögenswert Vt(h) des Portfolios zum Zeitpunkt t berechnet sich also als Summe von 
Startkapital V0(h) und dem durch die Kursänderungen der Wertpapiere verursachten kumu-
lierten Gewinn Kt(h) abzüglich der kumulierten Auszahlung At(h).5        

Unabhängigkeit des kumulierten Gewinns KT(h) vom Startportfoliovektor h0  

Die Gewinne Gs(h) = sS  hs (s  1) sind jeweils nur von dem Portfoliovektor hs und von 

keinem anderen Portfoliovektor ht der Zeitindizes t  s abhängig. Da der kumulierte Gewinn 
KT(h), h  HN, des Endzeitpunkts T sich nur aus den Gewinnen Gs(h) (1  s  T) aufsum-

miert, ist er nicht abhängig vom Startportfoliovektor h0, sondern nur abhängig von den nach-
folgenden Portfoliovektoren h1, …, hT:    
 KT(h) = KT(ĥ) mit ĥ = (0,h1,…,hT)T  HN.  

Charakterisierung der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) mittels der Vermögens-
werte, dem Startkapitaleinsatz und der kumulierte Gewinne   

Speziell für selbstfinanzierende Handelsstrategien h  sf
NH  (Ls(h) = 0 für 0 ≤ s ≤ T-1) ist  

 At(h) = 0   (t = 0,1,…,T) 
und somit 
(SFV)  Vt(h) = V0(h) + Kt(h)    (t = 0,1,…,T).  
Diese additive Zerlegung (SFV) des Vermögenswerts Vt(h) in den Startkapitaleinsatz 
V0(h) = v0(h)1Ω des Portfolioinhabers zum Zeitpunkt 0 und den (rein zufallsbedingt aus dem 
Handel resultierenden) kumulierten Gewinn Kt(h) des Zeitpunkts t ist sogar charakteristisch 
für eine selbstfinanzierende Handelsstrategie: Aus ihr ergibt sich nämlich auch   
 Vt(h) - Vt-1(h) = Kt(h) - Kt-1(h) = Gt(h) = Vt(h) - Rt-1(h),     
also Vt-1(h) = Rt-1(h) und Lt-1(h) = Vt-1(h) - Rt-1(h) = 0 für t = 1,…,T, sodass h selbstfinanzie-
rend ist. Es gilt also die folgende Charakterisierung der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) 
einer Handelsstrategie:6   

 (SF) h  sf
NH   

  (SFV) h  HN  mit Vt(h) = V0(h) + Kt(h)   (t = 0,1,…,T).   

In der Prozess-Schreibweise lautet diese additive Zerlegung (SFV) 
   V(h) = 0 ( )v h  0,1  + K(h).      

 
5  Diese Aussage findet man bei Kremer (2011), S. 161, Satz 3.39.  
6  Diese Charakterisierung einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie bringt Kremer (2011) auf 

S. 162 in Folgerung 3.40.  



5.1  Spezielle Arbitragefreiheit, Diskontvektoren und äquivalente Martingalmaße  225 

Eine grafische Darstellung des kumulierten Gewinns KT(h) = VT(h) - V0(h) des Endzeitpunkts 
T für eine sf-Handelsstrategie wird in Abbildung 5.1 gegeben. Der kumulierte Gewinn KT(h) 

einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie h  sf
NH  zum Endzeitpunkt T ist im Allgemei-

nen kein Portfoliowert eines speziellen Portfolios, sondern ein theoretisches Differenzzah-
lungsprofil, das sich als Differenz des Portfolio-Vermögenswerts VT(h) des Zeitpunkts T und 
des Startkapitaleinsatzes  V0(h) des Zeitpunkts 0 berechnet.  

Eine weitere SF-Charakterisierung N ˆ(SFh )S  mit der rekursiven Auflösung der Gleichung 

(SFV) nach N
th  wird in Abschnitt 5.1.7 in der Anmerkung zur (SF)-Charakterisierung im 

ursprünglichen Marktmodell in Analogie zur entsprechenden Charakterisierung (SFhN) im 
relativen Marktmodell gegeben.        

Charakterisierung von (SF) bei dividendenlosen Wertpapieren  

Falls alle Wertpapiere S j dividendenlos (δ j = 0) sind, gilt tS   = St,  

 tS   = St - St-1 =: ΔSt,   

 Gt(h) = ΔStht,  

 Kt(h) = 
1

t

s s
s

h S


  

und für eine selbstfinanzierende Handelsstrategie die charakteristische Beziehung  

(SFV0) Vt(h)  = V0(h) + 
1

t

s s
s

h S


    

   = V0(h) + 
0

t

h dS        (t = 0,1,…,T) 

mit dem diskreten stochastischen Integral  

 (h  S)t :=  
0

t

h dS  := 
1

t

s s
s

h S


       

von h nach (bezüglich) S mit dem Integranden h und dem Integrator S.  

Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile als KT-Bild   

Mit der Beziehung (SFV) erhält man für den Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile, der als 

das VT-Bild des Kerns kersf V0 der Abbildung V0 : 
sf
NH   Ω definiert ist, auch die Darstel-

lung als KT-Bild 0(ker )sf
TK V  des Unterraums kersf V0 bei der linearen Abbildung KT 

: sf
NH   Ω, die jeder selbstfinanzierenden Handelsstrategie h den kumulierten Gewinn 

( )TK h  des Zeitpunkts T zuordnet:      

Unterraum MT als KT-Bild  

 TM  = 0( ker )sf
T NK VH  

   ( )sf
T NK H  =: KT . 

Beweis: Wegen (SFV) gilt  

 TM  := 0(ker )sf
TL V  = 0(ker )sf

TV V       

   = {VT(h) = 0( )V h  + ( )TK h  : h  sf
NH , 0( )V h  = 0} 
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   = {KT(h) : h  sf
NH , 0( )V h  = 0} = 0(ker )sf

TK V  

    {KT(h) : h  sf
NH }  = ( )sf

T NK H  =: KT.    

Zu beachten ist, dass die NE-Zahlungsprofile ZT = VT(h)  MT, h  kersf V0, als ökonomische 

Werte durch die Portfolio-Vermögenswerte zum Zeitpunkt T von selbstfinanzierenden Han-
delsstrategien mit Startkapitaleinsatz Null realisiert werden. Dagegen sind die Zahlungspro-

file YT = KT(h)  KT, h  sf
NH , des kumulierten Gewinns zunächst keine ökonomischen 

Werte, sondern rein theoretische Differenzzahlungsprofile, die sich als Differenz der Vermö-
genswerte VT(h) und V0(h) von sf-Handelsstrategien zu den verschiedenen Zeitpunkten T und 
0 berechnen. Die Zahlungsprofile YT  KT werden im Folgenden als KG-Zahlungsprofile 

(KG = kumulierter Gewinn bei t = T) bezeichnet. Während im Unterraum MT nur KG-Zah-

lungsprofile von sf-Handelsstrategien mit Startkapitaleinsatz Null auftreten, werden im um-
fassenderen Unterraum KT auch KG-Zahlungsprofile von sf-Handelsstrategien mit einem 

von Null verschiedenen Startkapitaleinsatz erfasst.  

Die ökonomische Interpretierbarkeit der KG-Zahlungsprofile YT  KT := ( )sf
T NK H  und der 

Startkapital-Zahlungsprofile UT  V0 := 0 ( )sf
NV H  als Vermögenswerte XT  VT wird in Ab-

schnitt 5.3.5 unter der Voraussetzung (ZVU) gezeigt: KT  VT, V0  VT.     

Für den entsprechenden Unterraum  

 T
M  := 0( ker )sf

T NV V H   

der relativen NE-Zahlungsprofile im relativen Marktmodell liegt aber stets die Übereinstim-
mung mit dem Unterraum  

 T
K  := ( )sf

T NK H   

der relativen KG-Zahlungsprofile vor (Beweis folgt in Abschnitt 5.1.7). Die Unterräume MT, 

MT
, T

M  und T
M  spielen eine wichtige Rolle bei der Charakterisierung des Law of One 

Price und bei der Bereitstellung eines Bewertungsvektors für die endfälligen sf-duplizierba-
ren Zahlungsprofile in Abschnitt 5.3.3.    

5.1.6 Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit im ursprünglichen 
Marktmodell mittels der kumulierten Gewinne    

Mit Hilfe des oben hergeleiteten Zusammenhangs (SFV) zwischen Vermögensprozess ( )V h  

und kumuliertem Gewinnprozess ( )K h  im ursprünglichen Marktmodell bei der Charakteri-

sierung einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie h kann eine Charakterisierung der Arbit-
ragefreiheit (AFsf) mittels des kumulierten Gewinns KT(h) angegeben werden. Die Arbitra-
gefreiheit (AFsf) ist dadurch definiert, dass es keine selbstfinanzierende Handelsstrategie h 
gibt mit  
 V0(h) = 0  ,  VT(h) 


 0.     

Wegen (SFV) (für t = T: VT(h) = V0(h) + KT(h)) erhält man die zu (AFsf) äquivalente Bedin-
gung7  

 
7  Diese Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit im ursprünglichen Marktmodell geben Bäuerle u. 

Rieder (2017) auf S. 11 in Bemerkung 2.1 b).  
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(AFsfK) ± h  sf
NH   mit 0( )V h  = 0 und ( )TK h  


 0.  

Aufgrund der obigen Darstellung von MT als KT-Bild 0( ker )sf
T NK VH  ist diese Bedingung 

(AFsfK) in der Mengenschreibweise wieder äquivalent zur bereits angegebenen Bedingung 

(AFsfMT) MT  0




  =  .  

5.1.7 Charakterisierungen der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) im re-
lativen Marktmodell  

Es werden nun die verschiedenen Prozesse zur Beschreibung der Wertentwicklung des Port-
folios im relativen Marktmodell betrachtet. Dies erfolgt zunächst noch für Wertpapiere S j 
(j = 1,…,N) mit Dividenden. Dividendenlose Wertpapiere werden dann bei der Charakteri-
sierung eines Martingalmaßes im relativen Marktmodell zugrunde gelegt. Wie bereits in Ab-
schnitt 3.10 mit anderer Nummerierung der Wertpapiere beschrieben wurde, sind jetzt für 
das Marktmodell N - 1 mit Dividenden δ j versehene Wertpapiere S j (S δ,j = S j + δ j, 
j = 1,…,N - 1) und ein dividendenloser positiver Numéraire  
(NM)  B := SN > 0  
(als Recheneinheit, Bezugsgröße, Referenzwertpapier; δN = 0) ausgewählt. Bei der Numme-
rierung wird jetzt o. B. d. A. (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) der Numéraire als N-
tes Wertpapier gewählt, sodass die Nummerierung der Nichtnuméraire-Wertpapiere S j von 

1 bis N - 1 läuft und der zugehörige Nichtnuméraire-Anteil h  der Handelsstrategien h bei 
den Komponenten hj ebenfalls eine Nummerierung von 1 bis N - 1 besitzt. Der Numéraire B 
ist hier noch stochastisch, wird also nicht wie meist üblich deterministisch, also auf Ω kon-
stant, gewählt (z. B. Bt = ut1Ω  mit ut = (1 + r)t für t  I mit deterministischem reellen Zins-
satz r  0).  
Mit den relativen (diskontierten oder modifizierten) Wertpapierkursen      

 j
tS  = 

j
t

t

S

B
,  , j

tS   = 
, j

t

t

S

B



   

(j = 1,…,N, t = 0,…,T) ergibt sich speziell für den relativen Kurs des Numéraires B = SN der 

Wert tB  = 
N
t tS B  = 1 für alle t  I. Wie auch in Abschnitt 3.10 schon erwähnt wurde, 

besitzt das relative Marktmodell somit die folgende besondere Eigenschaft:  

Im relativen Marktmodell existiert stets das spezielle auf I  Ω konstante Finanzinstru-

ment NS  = B  = 1, also ein konstanter relativer Numéraire B :   

 N
tS  = tB  = 1  für alle t  I.  

Demzufolge existieren in dem aus den relativen Wertpapierkursen gebildeten relativen 

Marktmodell mit diesem festverzinslichen Finanzinstrument NS  (siehe Definition (FF)) auch 

festverzinsliche Handelsstrategien ηt = ,
t
t t  1  (t = 1,…,T) gemäß der Definition (FH) in Ab-

schnitt 3.9.1. Die Existenz dieses konstanten relativen Numéraires B  bedeutet die Möglich-
keit der Kassenhaltung bei der Investition in dieses Finanzinstrument. Das relative Marktmo-
dell ist infolge seiner Definition und insbesondere der Ausstattung mit dem konstanten rela-

tiven Numéraire B  = 1 von speziellerer Struktur als das ursprüngliche Marktmodell. Dies 
begründet auch eine im vorliegenden Abschnitt 5.1.7 noch herzuleitende besondere Charak-
terisierung einer sf-Handelsstrategie und deren relativen Vermögenswerts und damit gegen-
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über dem ursprünglichen Marktmodell einen wichtigen Vorteil bei einer passenden Auswahl 
einer sf-Handelsstrategie. Anwendungen dieses Vorteils werden im Anschluss an Satz 5.2 
angeführt. Außerdem besitzt das relative Marktmodell auch schon die entsprechenden Eigen-
schaften (ZVUrel), die im ursprünglichen Marktmodell für weiterreichende Aussagen im Ab-
schnitt 5.3.5 mit der Bedingung (ZVU) erst noch vorausgesetzt werden müssen. Somit steht 
mit dem relativen Marktmodell neben dem ursprünglichen Marktmodell ein Marktmodell zur 
Verfügung, das in vielfältiger Weise mit dem ursprünglichen Marktmodell verbunden ist und 
in dem schon weitergehende Aussagen ohne zusätzliche Voraussetzungen möglich sind. Die 
enge Verknüpfung von ursprünglichem und relativem Marktmodell zeigt sich beispielsweise 
in der Äquivalenz der Begriffe sf-Arbitragefreiheit (AFsf) (Satz 5.1 in Abschnitt 5.1.3), 
Selbstfinanzierungsbedingung (SF) (Abschnitt 5.1.7), sf-Vollständigkeit (Abschnitt 5.2.3), 
Law of One Price LOPsfT (Abschnitt 5.3.4), Arbitragefreiheit (AF) und Vollständigkeit (VS) 
(Satz 3.11 in Abschnitt 3.10.1).       
Es wird jetzt bei den weiteren Betrachtungen in Kapitel 5 aber nicht wie im Abschnitt 3.10 
die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) vorausgesetzt, aus der dort noch weitere Folgerungen 
geschlossen wurden. Es werden hier nur die spezieller definierten Begriffe der sf-Arbitrage-
freiheit, der sf-Vollständigkeit und des LOPsf (der Gültigkeit des LOP speziell für die sf-
Duplikationsstrategien von endfälligen Zahlungsprofilen X  W(T)) untersucht.   

In dem aus den relativen Kursen tS  und relativen Dividenden t
  gebildeten relativen Markt-

modell  ( , ),S   F  berechnen sich der relative (diskontierte oder modifizierte) Vermögens-

prozess ( )V h , Reinvestitionsprozess ( )R h , Auszahlungsprozess ( )L h , Gewinnprozess 

( )G h , kumulierte Gewinnprozess ( )tK h  und kumulierte Auszahlungsprozess ( )tA h  folgen-

dermaßen:     

 ( )tV h   = tS  ht  = t

t

S

B



ht  = 
( )t

t

V h

B
,  

 ( )tR h   = tS ht+1 = t

t

S

B
ht+1  = 

( )t

t

R h

B
, 

 ( )tL h   = ( )tV h  - ( )tR h   = 
( )t

t

L h

B
 (t = 0,…,T),    

 ( )tG h   = ( )tV h  - 1( )tR h
   = tS   ht  

   = 
( )t

t

V h

B
 - 1

1

( )t

t

R h

B




  = t

t

S

B



ht - 
1

1

t

t

S

B




ht   (t = 1,…,T), 

 0 ( )G h  := 0,  

 ( )tK h   = 
1

( )
t

s
s

G h

    = 

1

t

s s
s

S h


    (t = 1,…,T), 

 0 ( )K h  := 0,  

 ( )tA h   = 
1

0

( )
t

r
r

L h




    = 
1

0

( )t
r

r r

L h

B




   (t = 1,…,T), 

 0( )A h   := 0.   
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Unabhängigkeit des relativen kumulierten Gewinns ( )TK h  vom Startportfoliovektor h0  

Wie der kumulierte Gewinn KT(h) des Endzeitpunkts T im ursprünglichen Marktmodell ist 

auch der relative kumulierte Gewinn ( )TK h  nicht von h0 abhängig, sondern nur von den 

Zustandsfunktionen h1, …, hT abhängig.  

Formale Zerlegung der Portfoliovektoren in Numéraireanteil und Nichtnumérairean-
teil   
Der zum Zeitpunkt t  I gehörige Portfoliovektor  

 ht = ( 1
th ,…, 1N

th  , N
th )T = ( th , N

th )T   

einer Handelsstrategie h  HN lässt sich formal zerlegen in zwei Teilvektoren, nämlich in den 

Numéraireanteil  

 βt := N
th   

und den Portfoliovektor  

 th  := ( 1
th ,…, 1N

th  )T  

für die restlichen N - 1 Nichtnuméraire-Wertpapiere im Portfolio. Der Vektorraum der zu den 
N - 1 Wertpapieren S j (j = 1,…,N-1) gebildeten N-1-wertigen Handelsstrategien  

 h  = ( th )tI = 0( ,..., )Th h T   

wird mit 1NH  bezeichnet:  

 1NH  = 1( )NH F  = { h   (N-1)IΩ : h  F-vorhersehbar}.   

Neben diesen N-1-wertigen Handelsstrategien h   1NH  für die Nichtnuméraire-Wertpa-

piere S 1 , …, S N-1 treten noch die reellwertigen Handelsstrategien  

 hN  = ( 0
Nh ,…, N

Th )T = β  = (β0,…, βT)T  H1  

für den Numéraire B = SN auf:  
 1H  = 1( )H F  = {β   IΩ : β  F-vorhersehbar}.   

Formale Zerlegung der relativen Preiszustandsfunktionen in Numéraireanteil und 
Nichtnuméraireanteil   
Analog zu dieser Zerlegung der Handelsstrategien h lassen sich auch die relativen Preiszu-

standsfunktionen tS   und tS  jeweils formal aufspalten in die N-te Komponente, nämlich die 

auf I  Ω konstante reellwertige relative Numérairezustandsfunktion  

 ,N
tS   = N

tS  = tB  = 1  

und den restlichen Anteil aus erster bis (N - 1)-ter Komponente als Ft-messbare N-1-wertige 

Zustandsfunktion tS   bzw. tS :  

 tS   = ( tS  ,1)T   mit tS   := ( ,1
tS ,…, , 1N

tS  )T,   

 tS  = ( tS ,1)T   mit tS  := ( 1
tS ,…, 1N

tS  )T (t  I).  

Zu beachten ist, dass sich die hierbei verwendeten Preiszustandsfunktionen mit dem oberen 
Querstrich aus den ersten N - 1 Komponenten der relativen Preiszustandsfunktionen zusam-
mensetzen. 
Anzumerken ist, dass die folgenden Aussagen zum relativen Marktmodell, das aus einem 
ursprünglichen Marktmodell mit Numéraire gebildet wird,  auch für ein ursprüngliches 
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Marktmodell speziell mit dem konstanten Numéraire SN = B = 1 (Möglichkeit der Kassen-
haltung mit Zinssatz 0) gelten.8 

Folgerungen aus der Konstanz des relativen Numéraires für die additive Zerlegung der 
relativen reellwertigen Zustandsfunktionen in Numéraireanteil und Nichtnuméraire-
anteil   
Mittels dieser formalen Zerlegung der N-wertigen Zustandsfunktionen bei den Handelsstra-
tegien und den relativen Preisprozessen lässt sich für die daraus abgeleiteten relativen reell-

wertigen Zustandsfunktionen ( )tV h , ( )tR h , ( )tL h  und ( )tG h  bei der Skalarproduktbildung 

(siehe Abschnitt 2.7) auf der Ebene der Argumente (unabhängigen Größen) (t,ω)  I  Ω das 
Skalarprodukt des N additiv zerlegen in einen Numéraireanteil und einen restlichen Anteil 
(Nichtnuméraireanteil): Man erhält nämlich im relativen Marktmodell unter Verwendung der 
Konstanz des relativen Numéraires   

 ,N
tS    = N

tS  = tB  = 1   (j = N; t  I) 

zunächst die Preisdifferenzen   

 ,N
tS   = N

tS   := N
tS  - 1

N
tS 
  = 1 - 1 = 0  (j = N; t = 1,…,T),    

 tS    := tS   - 1tS  ,    

 tS   := tS  - 1tS    (zu j = 1,…,N-1; t = 1,…,T),  

 tS     = ( tS  , ,N
tS  )T = ( tS  ,0)T, 

 tS   = ( tS , N
tS  )T  = ( tS ,0)T,    

dann daraus die Darstellungen als reinen Nichtnuméraireanteil für  

 ( )tG h  = tS   ht =
1

,

1

N
j j

t t
j

S h



  + 0 N

th = t tS h   =: ( )tG h  (t = 1,…,T), 

 ( )tK h  = 
1

( )
t

s
s

G h


   = 
1

t

s s
s

S h


   =: ( )tK h   (t = 1,…,T),  

 0 ( )K h := 0 ( )G h  := 0      

und die additiven Zerlegungen in Nichtnuméraireanteil und Numéraireanteil für           

 ( )tV h  = 
1

,

1

N
j j

t t
j

S h



   + 1 N

th  = tS   th  + N
th ,  

 ( )tR h  = 
1

1
1

N
j j

t t
j

S h




   + 1 1

N
th   = tS  1th   + 1

N
th  ,  

 ( )tL h  = tS   th  - tS  1th   + N
th  - 1

N
th    

 ( )tA h  = 
1

0

( )
t

r
r

L h




   =  
1

1
0

-  
t

r r r r
r

S h S h





   + 0 -N N
th h  (t  I). 

 
8  Für die Gültigkeit der entsprechenden Formeln zur Herleitung des nachfolgend dargestellten Vor-

teils beim relativen Marktmodell würde zunächst sogar genügen, dass das Finanzinstrument B nur 
hinsichtlich des Zeitparameters t  I konstant ist: Bt = β  t  I mit einem β  Ω, β > 0. Wegen 
des deterministischen B0 ist dann aber auch β und der gesamte Prozess B deterministisch und o. E. 
(nach Division mit β  ) auch hier B = β = 1.      
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Weiter erhält man den oben in Abschnitt 5.1.5 schon analog für das ursprüngliche Marktmo-

dell ((S,δ),F) hergeleiteten Zusammenhang der Größen ( )tV h , 0 ( )V h  und  ( )tG h , ( )tL h  bzw. 

( )tK h , ( )tA h :  

 ( )tV h  = 0 ( )V h  + ( )tK h  - ( )tA h   

   = 0 ( )V h  + ( )tK h  - 
1

0

( )
t

r
r

L h




     

   = 0 ( )V h  + 
1

t

s s
s

S h


  -  
1

1
0

-  
t

r r r r
r

S h S h





   + 0 -N N
th h .    

Der relative Vermögenswert ( )tV h  des Portfolios zum Zeitpunkt t berechnet sich also als 

Summe von relativem Startkapital 0 ( )V h  und dem durch die Kursänderungen der Wertpa-

piere verursachten relativen kumulierten Gewinn ( )tK h  abzüglich der relativen kumulierten 

Auszahlung ( )tA h .9 Der relative kumulierte Gewinn ( )tK h  einer Handelsstrategie h  HN 

zum Zeitpunkt t ist zunächst per Definition kein ökonomischer Wert wie zum Beispiel ein 

Portfoliowert ( )tV h . Er ist als theoretische Größe definiert, die sich berechnet, indem vom 

relativen Portfolio-Vermögenswert ( )tV h  des Zeitpunkts t der relative Startkapitaleinsatz 

0 ( )V h  des Zeitpunkts 0 abgezogen und die relativen Portfolio-Auszahlungen ( )rL h  des Zeit-

raums [0,t-1] addiert werden. Beim Beweis der Aussage T
K  = T

M  mit Hilfe des nachfol-

genden Satzes 5.2 wird aber noch gezeigt, dass im relativen Marktmodell der zum Endzeit-

punkt T gehörige relative kumulierte Gewinn ( )TK h  einer selbstfinanzierenden Handelsstra-

tegie h  sf
NH  auch mit einem NE-Zahlungsprofil ( )TV g  (g  kersf V0) übereinstimmt und 

somit ökonomisch als Portfoliowert interpretiert werden kann.        

Unabhängigkeit des relativen kumulierten Gewinns ( )TK h  vom Numéraireanteil hN als 

wichtiger Vorteil bei der SF-Charakterisierung  

Infolge der Konstanz des relativen Numéraires tB  = 1 (t  I) im relativen Marktmodell und 

damit dem Verschwinden der zugehörigen relativen N-ten Preisdifferenzen ,N
tS   = N

tS   

hängt der relative Gewinn ( )sG h  = ( )sG h  = sS   sh  (s = 1,…,T) nur von dem Nichtnu-

méraireanteil sh  = ( 1
sh ,…, 1N

sh  )T des Portfoliovektors hs und nicht von dessem Numéraire-

anteil N
sh  ab. Demzufolge hängt auch der relative kumulierte Gewinn  

 ( )TK h  = ( )TK h   

des Endzeitpunkts T  nur von den Nichtnuméraireanteilen sh  und nicht von den Numéraire-

anteilen N
sh  (1  s  T ) ab. Außerdem hängt der relative kumulierte Gewinn ( )TK h , wie 

oben schon analog im ursprünglichem Marktmodell begründet wurde, nicht von h0 ab und 

damit insbesondere auch nicht von dessem Numéraireanteil 0
Nh  (s = 0) ab. Insgesamt hängt 

 
9  Diese Aussage für das relative Marktmodell findet man bei Kremer (2011), S. 214.      
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also der relative kumulierte Gewinn ( )TK h  = ( )TK h  nur vom Nichtnuméraireanteil h  

= 1 1( ,..., )N
t t t Ih h 

  und nicht vom Numéraireanteil hN = ( N
th )tI der Handelsstrategie h  HN 

ab. Diese im ursprünglichen Marktmodell im Allgemeinen (d. h. wenn nicht auch hier schon 
ein konstanter Numéraire10 SN = B = β existiert) nicht vorliegende Eigenschaft des kumulier-

ten Gewinns liefert zusammen mit den daraus noch resultierenden Beziehungen (SFK)  und 

(SFhN) einen im nachfolgenden Satz 5.2 b) beschriebenen wichtigen Vorteil des relativen 
Marktmodells bei der Arbeit mit selbstfinanzierenden Handelsstrategien:  

Bei beliebiger Wahl der reellen Zahl 0v  und der Nichtnuméraire-Handelsstrategie h  HN - 1 

und mit passender Festlegung des Numéraireanteils hN durch die Bedingung (SFhN) N
th  

= 0 ( )V h  + ( )tK h  - tS   th  ist die Summe des relativen Startkapitaleinsatzes 0v 1Ω und des 

relativen kumulierten Gewinns ( )TK h  der Handelsstrategie h   HN-1 der relative Vermö-

genswert ( )TV h  einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie h = ( , )Nh h T   sf
NH . In den An-

wendungen dieser Darstellung (SFK)  kann durch passende beliebige Wahl von 0v    und 

h   HN-1 der relative kumulierte Gewinn ( )TK h  und dann auch der relative Vermögenswert 

( )TV h  einer sf-Handelsstrategie h  sf
NH  geeignet bestimmt werden.          

Charakterisierungen der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) im relativen Marktmodell 

Eine Handelsstrategie h  HN  ist im ursprünglichen Marktmodell genau dann selbstfinanzie-

rend, also mit der Eigenschaft  
(SF)  Lt(h) = 0 für t = 0, 1, …, T-1  
versehen, wenn für sie    

( SF ) ( )tL h = Lt(h)/Bt = 0 für t = 0,…,T-1  

gilt, wenn sie also im relativen Marktmodell selbstfinanzierend ist.   

Analog zur entsprechenden Charakterisierung (SFV) der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) 
im ursprünglichem Marktmodell ergibt sich daher mit der obigen additiven Zerlegung des 

relativen Vermögenswerts ( )tV h  wegen ( )tA h  = 0 für t  I die folgende Charakterisierung 

der Selbstfinanzierungsbedingung (SF ) im relativen Marktmodell mittels der relativen Ver-

mögenswerte ( ),tV h  dem relativen Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  und der relativen kumulierten 

Gewinne ( )tK h :      

 h  sf
NH   (SFṼ)  ( )tV h  = 0 ( )V h  + ( )tK h           (t  I) 

    (SFK)  ( )tV h  = 0 ( )V h  + ( )tK h  

     = 0 ( )V h  + 
1

t

s s
s

S h


  (t  I). 

Für eine selbstfinanzierende Handelsstrategie hat man also eine additive Zerlegung des rela-

tiven Vermögenswerts ( )tV h  zum Zeitpunkt t in den relativen Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  

 
10  Für einen konstanten Numéraire SN = B = β ist Bt = β = B0 deterministisch für alle t  I mit einem 

β  , β > 0 und o. E. β = 1.   
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= 0 ( )v h 1Ω ( 0 ( )v h  = v0(h)/B0 = 0 0 0/S h B T ) des Zeitpunkts 0 und den relativen kumulierten 

Gewinn ( )tK h  = ( )tK h  des Zeitpunkts t, der sich nur aus dem Nichtnuméraireanteil h  der 

Handelsstrategie berechnet. In der Prozess-Schreibweise lautet die additive Zerlegung 

(SFK)       

 ( )V h  = 0 ( )v h  0,1  + ( )K h .     

Zu beachten ist, dass bei dieser additiven Zerlegung (SFK)  des relativen Vermögenswertes 

( )tV h  einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie h der Numéraireanteil Nh  = 0( ,..., )N N
Th h T  

nur in das relative Startkapital  

 0 ( )V h  = 0 0 0/S h B T  = ,
0 0 0 0 0( ) /N NS h S h B T   

(und zwar nur mit 0
Nh ) eingeht und nicht benötigt wird zur Berechnung des relativen kumu-

lierten Gewinns ( )tK h . Der erste Summand 0 ( )V h  hängt nur von h0 ab und der zweite Sum-

mand ( )tK h  nur vom Nichtnuméraireanteil h . Aus dieser im relativen Marktmodell gülti-

gen Beziehung (SFK)  zwischen Vermögenswert ( ),tV h  Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  und ku-

muliertem Gewinn ( )tK h  = ( )tK h  einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie h und der 

obigen additiven Zerlegung  

 ( )tV h  = N
th  + tS   th   

in Numéraireanteil N
th  und Nichtnuméraireanteil tS   th  folgt dann ein Zusammenhang zwi-

schen dem Numéraireanteil N
th  von h des Zeitpunkts t, dem deterministischen relativen Start-

kapital 0 ( )V h  = V0(h)/B0 von h und den Nichtnuméraireanteilen sh  von h des Zeitintervalls 

[1,t], der wegen der Unabhängigkeit des relativen kumulierten Gewinns ( )tK h  = ( )tK h  vom 

Numéraireanteil hN eine einfache Auflösung der Gleichung nach dem Numéraireanteil N
th

ermöglicht:          

 N
th  + tS   th  = ( )tV h  = 0 ( )V h  + ( )tK h   bzw.  

(SFhN) N
th  = 0v 1Ω + 

1

t

s s
s

S h


  - tS   th   (t  I).   

Beispielsweise erhält man für t = 0, 1 die Auflösungen  

 0
Nh  = 0v 1Ω  - 0S   0h ,  

 1
Nh  = 0v 1Ω  - 0S  1h .     

Für eine Handelsstrategie h ist diese Beziehung (SFhN) ebenfalls charakteristisch für die 

Selbstfinanzierungsbedingung ( SF ), da aus ihr auch wieder die zu (SF ) äquivalente Eigen-
schaft (SFṼ) folgt:  

 h  sf
NH   (SFhN) N

th  = 0v 1Ω + 
1

t

s s
s

S h


  - tS   th      (t  I).  

Diese Charakterisierung (SFhN) im relativen Marktmodell liefert einen Vorteil bei der Arbeit 
mit selbstfinanzierenden Handelsstrategien, indem sie eine Alternative bietet, wie eine belie-
bige selbstfinanzierende Handelsstrategie ausgewählt werden kann. Nach dem folgenden 
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Satz 5.2 a) 11 können dazu der Nichtnuméraireanteil h   1  NH  und das Startkapital 0 ( )V h

= 0v 1Ω  ( 0v   ) völlig beliebig gewählt werden und dann mit dem dadurch eindeutig be-

stimmten Numéraireanteil N
th  der Nichtnuméraireanteil h  zu einer selbstfinanzierenden 

Handelsstrategie h ergänzt werden. Die selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH  

können identifiziert werden mit den Paaren ( 0v , h )    1  NH  aus einer reellen Zahl 0v  

und einer N-1-wertigen Handelsstrategie h   1  NH : 

 h = ( , )Nh h T  = (h1,…,hN-1,hN)T  sf
NH

Bijektion

 ( 0v , h )    1  NH .      

Anstatt die selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH  durch die allgemeineren Han-

delsstrategien h  HN mit den in der Selbstfinanzierungsbedingung (SF) angeführten linearen 

Gleichungen Lt(h) = 0 (t = 0, …, T-1) zu beschreiben, können sie auch durch beliebige Paare 

( 0v , h )    1  NH  ohne weitere Bedingung dargestellt werden. Der bereits erwähnte Vor-

teil des relativen Marktmodells gegenüber einem allgemeinen ursprünglichen Marktmodell 
(ohne konstanten Numéraire SN = B) beruht aber darauf, dass nach beliebiger und passender 

Wahl von 0( , )v h  für eine sf-Handelsstrategie h der relative kumulierte Gewinn ( )TK h  nur 

von h  und nicht von Nh  und der relative Vermögenswert ( )TV h   gemäß (SFK)  nur von 0v  

und h  abhängen.      

Satz 5.2 Charakterisierung einer sf-Handelsstrategie und deren relativen Vermögens-
werts     

Das Marktmodell ((S,δ),F) besitze einen Numéraire B = SN. 

a)  Charakterisierung der selbstfinanzierenden Handelsstrategien im relativen Markt-
modell mittels relativem Startkapitaleinsatz und Nichtnuméraireanteil 

Die Handelsstrategie h  HN ist genau dann eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, also  

 h = ( h , Nh )T  sf
NH  = L-1(W(T)),        

wenn bei beliebiger Vorgabe des F-vorhersehbaren N-1-wertigen Nichtnuméraireanteils  

 h  := 1 1( ,..., )Nh h  T   HN-1     

und des Werts  
 0v     

für das relative Startkapital 0 ( )V h  = 0v 1Ω daraus die Ft-1-messbaren Numéraireanteile N
th  

= βt  der Zustandsfunktionen   

 ht = ( 1
th ,…, 1N

th  , N
th )T = ( th , N

th )T    

jeweils mittels folgender Gleichung bestimmt werden:  

(SFβ) βt = 0v 1Ω + 
1

t

s s
s

S h


  - tS   th   (t  I).   

 
11  Diesen Satz zur Charakterisierung der Selbstfinanzierung (SF) mittels (SFhN) findet man für divi-

dendenversehene Wertpapiere bei Kremer (2011), S. 214, Satz 3.83, und für dividendenlose Wert-
papiere bei Kallsen (2009), S. 36, Lemma 3.6, Kühn (2016), S. 31, Satz 1.14 und Bäuerle u. Rieder 
(2017), S. 9, Lemma 2.1.  
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b) Charakterisierung des relativen Vermögenswerts einer selbstfinanzierenden Han-
delsstrategie als Summe eines relativen Startkapitaleinsatzes und des kumulierten 
Gewinns des Nichtnuméraireanteils einer Handelsstrategie  

Ein Zahlungsprofil TX   Ω  ist genau dann der relative Vermögenswert ( )TV h  einer sf-

Handelsstrategie h  sf
NH , wenn es gemäß der SF-Charakterisierung (SFK)  die Summe ei-

nes relativen Startkapitaleinsatzes 0v 1Ω und des relativen kumulierten Gewinns ( )TK h  einer 

Nichtnuméraire-Handelsstrategie h  HN-1 ist:        

 TX   ( )sf
T NV H   TX  = 0v 1Ω + ( )TK h  mit 0v   , h  HN-1.  

Beweis: a) „“: Für eine selbstfinanzierende Handelsstrategie h  HN wurde oben bereits die Glei-

chung (SFhN) und damit die im Satz angegebene Gleichung (SFβ) hergeleitet, wobei t = N
th (t  I) und 

0v  der Wert der F0-messbaren und damit auf Ω konstanten Zustandsfunktion 0( )V h  ist.              

„⇐“: Mit der beliebigen Wahl von h   1NH  und 0v    und der im Satz für die t  I angegebenen 

Festlegung (SFβ) von βt ist tatsächlich N
th  := βt eine Ft-1-messbare Zustandsfunktion, da der in der 

Summe für den Index s = t auftretende Summand tS   th  nachfolgend noch abgezogen wird. Die Zu-

standsfunktion N
th  ergänzt somit th  zur Ft-1-messbaren Zustandsfunktion ht = ( th , N

th )T, sodass h 

= (h0,…,hT)T eine Handelsstrategie h  HN ist. Aufgrund der Definition von N
th  stimmt die Gleichung 

(SFβ) mit der Gleichung (SFhN) überein, die gleichbedeutend zur Selbstfinanzierungsbedingung (SF) 
von h ist.    

b) „“: Für den Vermögenswert ( )TV h  einer sf-Handelsstrategie h  sf
NH  wurde oben mit (SFK)  be-

reits die Darstellung als Summe des relativen Startkapitaleinsatzes 0 ( )V h  = 0v 1Ω, 0v   , und des 

relativen kumulierten Gewinns ( )tK h  des Nichtnuméraireanteils h  der Handelsstrategie h gezeigt.  

„⇐“: Zu einem Zahlungsprofil TX  = 0v 1Ω + ( )TK h  mit 0v    und h  HN-1 gibt es nach Beweis-

teil a) eine sf-Handelsstrategie h  sf
NH  mit dem relativen Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  = 0v 1Ω, dem 

Nichtnuméraireanteil h , dem gemäß (SFβ) bestimmten Numéraireanteil Nh  = β, mit dem relativen 

kumulierten Gewinn ( )tK h  = ( )tK h   und daher gemäß (SFK)  dem relativen Vermögenswert  

 ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h  = TX .     

Anmerkung zur entsprechenden SF-Charakterisierung im ursprünglichen Marktmodell mit der 

beliebigen Wahl von v0 und h : Hiermit soll verdeutlicht werden, dass erst bei konstantem Numéraire 

SN = B = 1 sich die besondere Darstellung (SFK)  für den Vermögenswert einer sf-Handelsstrategie 

ergibt.     
Eine zur SF-Charakterisierung  

(SFhN)  N
th   = 0v 1Ω + ( )tK h  - tS   th   

  = 0v 1Ω + 1( )tK h  - 1tS   th       (t  I) 

in einem relativen Marktmodell bzw. einem Marktmodell mit dem konstanten Numéraire 1 analoge 
Charakterisierung der sf-Handelsstrategien gibt es auch in einem ursprünglichen Marktmodell, in dem 
das eventuell auch dividendenversehene Finanzinstrument SN rein formal extra ausgezeichnet ist und 
nicht notwendig konstant ist (Beweis folgt unten):  
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N ˆ(SFh )S  ,
0 0

N NS h   = 0v  - 0 0Ŝ h T   (t = 0), 

 1
N N
t tS h  = 0v 1Ω + ˆ ( )tK h  - ˆtS  th  + 

1

1

t
N N
s s

s

S h



    (t = 1,…,T).  

Sind nun die in einem Marktmodell im Allgemeinen vorliegenden, also mehr mathematisch-techni-
schen Voraussetzungen   

(AWSδ,N)  ,
0

NS   0, 

(WSN0,T-1) ,( )N
t t mS A   0   At,m  Pt, t = 0,…,T-1    

erfüllt, so können mittels der SF-Charakterisierung N ˆ(SFh )S  ebenfalls zu beliebig vorgegebenen 0v  

  und h   HN-1 alle N-ten „Numéraire“-Anteile N
th  rekursiv bestimmt werden, sodass h = ( , )Nh h T  

eine sf-Handelsstrategie ist. Damit können auch im ursprünglichen Marktmodell die selbstfinanzieren-

den Handelsstrategien h  sf
NH  identifiziert werden mit den Paaren ( 0v , h )    1  NH  aus einer 

reellen Zahl 0v  und einer N-1-wertigen Handelsstrategie h   1  NH .  

Im Gegensatz zum relativen Marktmodell mit dem konstanten relativen Numéraire NS  = B  = 1 ist 

aber in einem ursprünglichen Modell, in dem das extra ausgezeichnete Finanzinstrument SN nicht kon-
stant ist, der kumulierte Gewinn  

 Kt(h) = ˆ ( )tK h  + ( )N
tK h


  

nicht allein durch den „Nichtnuméraire“-Anteil h  bestimmt, sondern auch noch vom „Numéraire“-

Anteil Nh  abhängig (Definition der formalen Anteile ˆtS , ˆtS , ˆ ( )tK h  und ( )N
tK h


 im nachfolgenden 

Beweis). Damit ist auch der Vermögenswert  

 Vt(h) = V0(h) + ˆ ( )tK h  + ( )N
tK h


  

nicht allein durch den Startkapitaleinsatz v0 und den „Nichtnuméraire“-Anteil h  gegeben, sondern 

auch noch vom „Numéraire“-Anteil Nh  abhängig und somit nicht auf einfache Weise durch v0 und h  

festlegbar. Erst die Unabhängigkeit des relativen kumulierten Gewinns ( )tK h  = ( )tK h  vom „Nu-

méraire“-Anteil hN und die damit gegebene besondere Darstellung (SFK)  ( )tV h  = 0 ( )V h  + ( )tK h  des 

relativen Vermögenswerts einer sf-Handelsstrategie mit der Unabhängigkeit von hN begründet aber den 
wichtigen Vorteil des relativen Marktmodells gegenüber dem ursprünglichen Modell bei der Arbeit mit 
selbstfinanzierenden Handelsstrategien.      

Beweis der SF-Charakterisierung N ˆ(SFh )S : Ist im ursprünglichen Marktmodell o. E. das N-te (even-

tuell auch dividendenversehene) Finanzinstrument SN ausgewählt, so erhält man, wie bereits für den 

relativen Preisprozess S  des relativen Marktmodells dargestellt wurde, auch für den Preisprozess S im 

ursprünglichen Marktmodell die formale Zerlegung in „Nichtnuméraire“-Anteil Ŝ  und „Numéraire“-

Anteil SN:     

 tS  = ( ˆtS , N
tS )T   mit ˆtS  := ( 1

tS ,…, 1N
tS  )T,    

 tS  = ( ˆtS , ,N
tS )T  mit ˆtS  := ( ,1

tS ,…, , 1N
tS  )T    (t  I).  

Die hierbei verwendeten Preiszustandsfunktionen mit dem oberen Dach ∧ setzen sich aus den ersten 
N - 1 Komponenten der Preiszustandsfunktionen des ursprünglichen Marktmodells zusammen. Damit 
ergeben sich die additiven Zerlegungen der reellwertigen Zustandsfunktionen in „Nichtnuméraire“-An-
teil und „Numéraire“-Anteil:       

 ( )tG h   = tS  ht = 
1

,

1

N
j j

t t
j

S h



  + ,N N

t tS h  = ˆ
tS   th  + ,N N

t tS h  

  =: ˆ ( )tG h  + ( )N
tG h


,   
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 ( )tK h   = 
1

( )
t

s
s

G h

  = 

1

ˆ
t

s s
s

S h


  + ,

1

t
N N

s s
s

S h

   

   =: ˆ ( )tK h  + ( )N
tK h


,     

 ( )tV h   = t tS h  = 
1

,

1

N
j j

t t
j

S h




  + ,N N
t tS h  = ˆtS  th  + ,N N

t tS h  (t = 1,…,T).  

Für eine sf-Handelsstrategie ergibt sich aus der SF-Charakterisierung (SFV)  

 Vt(h) = V0(h) + ˆ ( )tK h  + ( )N
tK h


 

die äquivalente Gleichung  

 ˆ
tS  th  + ,N N

t tS h  = 0v 1Ω + 
1

ˆ
t

s s
s

S h

  + 

1
,

1

t
N N

s s
s

S h



  + ,

1( - )N N N
t t tS S h

  

bzw. nach 1
N N
t tS h  aufgelöst  

 1
N N
t tS h  = 0v 1Ω + 

1

ˆ
t

s s
s

S h


  - ˆtS  th  + 
1

,

1

t
N N

s s
s

S h



  (t = 1,…,T).  

Diese Bedingung N ˆ(SFh )S  ist charakteristisch für eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Außer-

dem kann unter den Voraussetzungen (AWSδ,N) und (WSN0,T-1) mit dieser Gleichung zu vorgegebenen 

0v    und h   HN-1 der „Numéraire“-Anteil Nh  einer sf-Handelsstrategie und damit insgesamt eine 

sf-Handelsstrategie h = ( , )Nh h T   sf
NH   bestimmt werden:     

Für t = 0 kann die Gleichung 0v 1Ω  = V0(h) = 0 0S h  = 0Ŝ  0h  + ,
0 0

N NS h  bei vorgegebenem Wert v0 

  und vorgegebenem „Nichtnuméraire“-Portfoliovektor 0h  nach ,
0 0

N NS h  und dann bei ,
0

NS   0 

nach 0
Nh  aufgelöst werden:  

 ,
0 0

N NS h  = 0v 1Ω - 0Ŝ  0h     

Weiter ergibt sich aus der obigen Gleichung für 1
N N
t tS h  beispielsweise für t = 1  

 0 1
N NS h  = 0v 1Ω + 1 1Ŝ h   - 1Ŝ  1h   

und für t = 2  

 1 2
N NS h  = 0v 1Ω + 1 1Ŝ h   + 2 2Ŝ h   - 2Ŝ  2h  + 1 1

N NS h .  

Bei Vorgabe des Startkapitaleinsatzes 0v    und des „Nichtnuméraire“-Anteils h   HN-1 können 

unter den Voraussetzungen (AWSδ,N) und (WSN0,T-1) also die „Numéraire“-Anteile 0
Nh  und 1

Nh  be-

rechnet werden. Weiter kann dann, wenn 1
Nh  schon bestimmt ist, auch der „Numéraire“-Anteil 2

Nh  

berechnet werden. Allgemein kann der „Numéraire“-Anteil N
th  berechnet werden, wenn die Nu-

méraireanteile N
sh  für s = 1 bis s = t - 1 schon bestimmt sind. Zu vorgegebenen 0v    und h   HN-1 

können also alle Numéraireanteile N
th  mittels N ˆ(SFh )S  derart rekursiv bestimmt werden, dass h 

= ( , )Nh h T
 eine sf-Handelsstrategie ist. Für diese sf-Handelsstrategie h  sf

NH  sind aber der kumulierte 

Gewinn Kt(h) und der Vermögenswert Vt(h) nicht nur vom „Nichtnuméraire“-Anteil h , sondern auch 

vom „Numéraire“-Anteil hN abhängig.    

Wichtige Anwendungen der in Satz 5.2 b) für das relative Marktmodell gegebenen Charak-

terisierung (SFK)  des Vermögenswerts einer sf-Handelsstrategie erfolgen beispielsweise 

beim Beweis  

 der Mengenidentitäten T
M  = T

K  = TK  weiter unten in diesem Abschnitt 5.1.7,  

 von Satz 5.3 „b)  a)“ in Abschnitt 5.1.9 und  
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 einer speziellen sf-Duplizierung von 1Ω für den Nachweis von ET = 0
V   T

V  in Abschnitt 

5.3.5 (Beweisteil a),   
bei denen jeweils neben dem relativen Startkapitaleinsatz 0v    eine N-1-wertige Handels-

strategie h   1NH  beliebig und passend gewählt wird, dann in eleganter Weise zu einer sf-

Handelsstrategie h  sf
NH  ergänzt wird und deren relativer Vermögenswert ( )TV h  mittels 

(SFK)  dargestellt wird. Eine Anwendung der Mengenidentität T
K  = TK  erfolgt im Beweis-

teil a) von Satz 5.4 in Abschnitt 5.1.10. Diese Beweisschritte funktionieren nur im relativen 
Marktmodell und im Allgemeinen nicht im ursprünglichen Marktmodell.                   

Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungsprofile 

Mit der Beziehung (SFṼ) für selbstfinanzierende Handelsstrategien h  sf
NH  wird jetzt für 

den linearen Unterraum  

 T
M  := 0( ker )sf

T NV V H   

   ( )sf
T NV H  =: T

V       

der relativen NE-Zahlungsprofile zunächst analog zum ursprünglichen Marktmodell die Dar-

stellung als TK -Bild 0(ker )sf
TK V  des Unterraums kersf V0 = 0ker sf V  bei der linearen Abbil-

dung  

 TK  : h  sf
NH  # ( )TK h   Ω  

gezeigt. Darüber hinaus wird im relativen Marktmodell dann noch die Darstellung von T
M  

als TK -Bildraum  

 T
K  := ( )sf

T NK H   

bewiesen und die Darstellung als TK -Bildraum  

 TK  := 1( )T NK H   

der linearen Abbildung  

 TK  : h   HN-1 # ( )TK h   Ω,  

die jeder N-1-wertigen Handelsstrategie h  den relativen kumulierten Gewinn ( )TK h  des 

Zeitpunkts T zuordnet. Die dabei im Beweis gezeigte Inklusion 1( )T NK H   T
M  ist ein 

schönes Anwendungsbeispiel für die durch Satz 5.2, a) bereitgestellte Beschreibung der 

selbstfinanzierenden Handelsstrategien durch beliebige Paare 0( , )v h     HN-1 und die Be-

ziehung (SFK) .   

Im relativen Marktmodell stimmt der Unterraum T
K  = ( )sf

T NK H  der KG-Zahlungsprofile 

von sf-Handelsstrategien mit beliebigem Startkapitaleinsatz somit überein mit dem Unter-

raum T
M  = 0(ker )sf

TK V  der KG-Zahlungsprofile von sf-Handelsstrategien mit Startkapital-

einsatz Null. Die zunächst als rein theoretische Größen (nämlich als Differenz der Portfolio-

werte ( )TV h  und 0 ( )V h ) definierten KG-Zahlungsprofile ( )TK h  (h  sf
NH ) haben hier als 

NE-Zahlungsprofile ( )TV g  (g  kersf V0) auch eine ökonomische Bedeutung als Portfolio-

werte. Diese Aussage beruht auf dem in Satz 5.2, a) beschriebenen Vorteil des relativen 
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Marktmodells, dass eine sf-Handelsstrategie h mit beliebiger Vorgabe des relativen Startka-

pitaleinsatzes 0v  und des Nichtnuméraireanteils h  gewählt werden kann und der relative 

Vermögenswert ( )TV h  gemäß (SFK)  auch nur von 0v  und h  abhängt. Die analoge Aussage 

ist im ursprünglichen Marktmodell im Allgemeinen nicht gültig.    

Unterraum T
M  als TK -Bildraum T

K  und TK -Bildraum TK   

Mit dem TV -Bild T
M  := 0(ker )sf

TV V  , dem TK -Bild 0(ker )sf
TK V  , dem TK -Bildraum 

T
K  := ( )sf

T NK H  und dem TK -Bildraum TK  := 1( )T NK H  gelten die Mengenidentitäten  

 T
M  = 0( ker )sf

T NK V H ,  

 T
M  = T

K  = TK .  

Beweis: a) „ T
M  = 0( ker )sf

T NK V H   ( )sf
T NK H  = T

K “: Zunächst gilt analog zur Darstellung von MT 

im ursprünglichen Marktmodell hier im relativen Marktmodell  

 T
M  := 0( ker )sf

T NL V H  = 0( ker )sf
T NV V H         

   = { ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h  : h  sf
NH , 0 ( )V h  = 0} (SFṼ) 

   = { ( )TK h  : h  sf
NH , 0 ( )V h = 0} = 0( ker )sf

T NK V H  

und  

 T
M  = 0( ker )sf

T NK V H    

    { ( )TK h  : h  sf
NH } = ( )sf

T NK H  =: T
K .   

Im relativen Marktmodell kann aber darüber hinaus noch die Übereinstimmung der Mengen T
M , T

K  

und TK  gezeigt werden.  

b) „ T
K   TK “: Für jede sf-Handelsstrategie h  sf

NH gilt mit dem zugehörigen Nichtnuméraireanteil 

h  die Inzidenz ( )TK h  = ( )TK h   1( )T NK H  =: TK  und somit die Inklusion T
K   TK . 

c) „ TK   T
M “: Zu einer beliebig vorgegebenen Handelsstrategie h   1  NH  und dem vorgegebenen 

reellen Wert 0v  = 0 gibt es nach Satz 5.2, a) eine sf-Handelsstrategie h  sf
NH  mit dem Nichtnu-

méraireanteil h , dem relativen Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  = 0v 1Ω = 0 und den dazu nach (SFβ) geeig-

net bestimmten Numéraireanteilen N
th  = βt. Der relative Vermögenswert der Handelsstrategie h ist 

dann gemäß (SFK)    

 ( )TV h  = 0 + ( )TK h  = ( )TK h .    

Für diese beiden Handelsstrategien h   HN-1 und h  sf
NH   ker 0V  gilt dann    

 ( )TK h  = ( )TV h   0( ker )sf
T NV V H  = T

M .  

Damit folgt die Inklusion TK   T
M .       

d) „ T
M  = T

K  = TK “: Nach a), b) und c) folgen die Inklusionen  

 T
M   T

K   TK   T
M   

und damit die Identitäten  

 T
M  = T

K  = TK .  
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Der Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungsprofile wird also jeweils auch gebildet durch die Ge-

samtheit der TK -Bilder ( )TK h  der selbstfinanzierenden N-wertigen Handelsstrategien h mit Startka-

pitaleinsatz Null, durch die Gesamtheit der TK -Bilder ( )TK h  aller selbstfinanzierenden N-wertigen 

Handelsstrategien h und durch die Gesamtheit der TK -Bilder ( )TK h  aller N-1-wertigen Handelsstra-

tegien h .            

Isomorphie der Unterräume VT und T
V  bzw. der Unterräume MT und T

M   

Der Unterraum  

 T
V  := ( )sf

T NV H  ( Ω)  

der relativen sf-duplizierbaren Zahlungsprofile TX  = ( )TV h , h  sf
NH , ist das fT-Bild fT(VT) 

des Unterraums  

 VT := ( )sf
T NV H  ( Ω)  

der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT = VT(h), h  sf
NH , bei dem durch die Zuordnungs-

vorschrift fT(XT) = XT/BT gegebenen Automorphismus (isomorpher Endomorphismus, bijek-

tive lineare Selbstabbildung) fT von Ω. Außerdem ist der Unterraum T
M  der relativen NE-

Zahlungsprofile das fT-Bild fT(MT) des Unterraums MT = 0( ker )sf
T NV VH : 

Mit dem durch fT(XT) = XT/BT gegebenen Automorphismus fT von Ω gilt  

 T
V  = fT(VT),  

 T
M  = fT(MT).  

Beweis: a) Es gilt  

 TZ  = ( )TV h  = VT(h)/BT  T
V , h  sf

NH , 

genau dann, wenn  

 TZ  = fT(ZT) = ZT/BT mit einem ZT = VT(h)  VT, h  sf
NH ,   

gilt.  

b) Es gilt  

 TZ  = ( )TV h  = VT(h)/BT  T
M , h  sf

NH   ker 0V , 

genau dann, wenn  

 TZ  = fT(ZT) = ZT/BT mit einem ZT = VT(h)  MT, h  sf
NH   ker V0,   

gilt.        
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Abb. 5.3 Die isomorphen Bildräume VT  und T
V  der Abbildungen VT und TV , deren isomorphen 

Unterräume MT und T
M  der NE-Zahlungsprofile bzw. relativen NE-Zahlungsprofile und 

die zugehörigen orthogonalen Komplemente MT
 und T

M                   

Die Zahlungsprofile ZT  MT werden durch selbstfinanzierende Handelsstrategien dupliziert, 

die keinen Startkapitaleinsatz V0(h) und zu den Zeitpunkten 0  t < T auch keinen weiteren 
Kapitaleinsatz Lt(h) des Portfolioinhabers aufweisen, und daher hier als NE-Zahlungsprofile 

(NE = Nulleinsatz) bezeichnet. Die relativen NE-Zahlungsprofile TZ   T
M  sind demnach 

die mit BT dividierten (diskontierten) NE-Zahlungsprofile von Ω. In der Abbildung 5.3 wer-

den die zueinander isomorphen Unterräume VT und T
V , die zueinander isomorphen Unter-

räume MT und T
M  und deren orthogonalen Komplemente MT

 und T
M  im Raum Ω dar-

gestellt. Im Allgemeinen stimmen nur bei deterministischem BT die Unterräume VT und T
V , 

die Unterräume MT und T
M  und die orthogonalen Komplemente MT

 und T
M  überein. 

Dagegen stimmen die Unterräume  

 V0 := 0 ( )sf
NV H  und 0

V  := 0 ( )sf
NV H   

stets überein. In der Abbildung 5.4 wird die Lage der Unterräume VT und T
V , MT und T

M , 

MT
 und T

M  bei deterministischem BT veranschaulicht.   

Hinreichende Bedingung für die Übereinstimmung der isomorphen Unterräume VT 

und T
V  bzw. MT und T

M   

Bei Vorliegen eines Numéraires B mit deterministischem BT stimmen die Bildräume VT 

= ( )sf
T NV H  und T

V  = ( )sf
T NV H  überein:  

 T
V  = VT.     
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Außerdem stimmt bei deterministischem BT der Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungs-

profile TX  = XT/BT (XT  MT) mit dem Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile überein: 

 T
M  = MT.  

Übereinstimmung der Unterräume V0 und 0
V   

Da das F0-messbare B0 stets deterministisch ist, gilt stets  

 0
V  = V0.      

 

Abb. 5.4 Übereinstimmung der Unterräume VT und T
V , MT und T

M , MT
 und T

M  bei determi-

nistischem BT                            

Beweis: a) Bei Existenz eine Numéraires mit deterministischem BT = uT1Ω (uT(ω) = uT   konstant 
 ω  Ω, uT > 0) ist für das Zahlungsprofil   

 XT = VT(h)  0( ker )sf
T NV VH  = MT, h  sf

NH   ker V0,  

das fT-Bild gegeben durch   
 YT := fT(XT) = XT/BT = XT/uT  = VT(h)/uT  = VT(h/uT) = VT(h‘) mit   

 h‘ = h/uT  NH   (HN Vektorraum),   

 V0(h‘) = V0(h)/uT = 0  (V0 lineare Abbildung),  
 Lt(h‘) = Lt(h)/uT = 0 für t = 0,…,T-1  (Lt lineare Abbildung).  
Daher ist  

 h‘  sf
NH   ker V0,  

 YT = VT(h‘)  MT  

und fT für den Unterraum MT eine Selbstabbildung. Es gilt also die Inklusion  

 fT(MT)  MT.  

Da außerdem für die auf MT injektive lineare Abbildung fT noch dim ker fT = 0 und somit nach dem 

Dimensionssatz für eine lineare Abbildung  
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 dim fT(MT) = dim MT  

ist, folgt die Übereinstimmung T
M  = fT(MT) = MT.12    

b) Bei deterministischem BT = uT1Ω ist für das Zahlungsprofil   

 XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  =: VT  

das fT-Bild gegeben durch   
 YT := fT(XT) = XT/BT = VT(h)/uT = VT(h/uT) = VT(h‘) mit   

 h‘ = h/uT  NH ,   

 Lt(h‘) = Lt(h)/uT = 0 für t = 0,…,T-1.  
Daher ist  

 h‘  sf
NH  und  

 YT = VT(h‘)  VT.  

Es gilt also die Inklusion  
  fT(VT)  VT.  

Da fT injektiv ist, folgt nach dem Dimensionssatz für eine lineare Abbildung die Dimensionsgleichung  
 dim fT(VT) = dim VT  

und die Übereinstimmung T
V  = fT(VT) = VT. Bei deterministischem BT ist also der Automorphismus fT 

von Ω  auch ein Automorphismus von VT und ein Automorphismus von MT.        

c) Da B0 stets deterministisch ist, folgt mit dem Automorphismus f0(XT) = XT/B0 von Ω analog zu b) 

auch die Übereinstimmung der Bildräume 0
V  := 0 ( )sf

NV H  und V0 := 0 ( )sf
NV H :    

 0
V  = 0 ( )sf

NV H  = { 0 ( )V h  = V0(h) /B0 : h  sf
NH } = f0(V0) = V0 = 0 ( )sf

NV H .    

Somit ist der Automorphismus f0 von Ω stets auch ein Automorphismus von V0.            

5.1.8 Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit im relativen Marktmo-
dell mittels der relativen kumulierten Gewinne    

Mit Hilfe des oben hergeleiteten Zusammenhangs (SFṼ) zwischen relativem Vermögenspro-

zess ( )V h  und relativem kumulierten Gewinnprozess ( )K h  im relativen Marktmodell zur 

Charakterisierung einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie h kann eine Charakterisierung 

der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) mittels des relativen kumulierten Gewinns ( )TK h  = ( )TK h  

angegeben werden. Die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) ist im ursprünglichen Marktmodell da-
durch definiert, dass es keine selbstfinanzierende Handelsstrategie h gibt mit  
 V0(h) = 0  ,  VT(h) 


 0.     

Wegen (SFṼ), B0 > 0 und BT > 0 bedeutet dies im relativen Marktmodell, dass es keine selbst-
finanzierende Handelsstrategie h  HN gibt mit  

 0 ( )V h  = V0(h)/B0  = 0 und   

 ( )TK h  = ( )TV h  = 
( )T

T

V h

B
 


 0.     

 
12  Für endlichdimensionale Unterräume U und W eines Vektorraums folgt aus der Inklusion U  W 

und der Dimensionsgleichheit deren Übereinstimmung U = W. Literaturhinweise werden in einer 
Fußnote von Abschnitt 2.8.4 gegeben.   
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Dies bedeutet die Arbitragefreiheit im relativen Marktmodell. Die Äquivalenz der sf-Arbit-
ragefreiheit im ursprünglichen und im relativen Marktmodell wurde auch schon in Satz 5.1 
von Abschnitt 5.1.3 begründet. Man erhält also zur Bedingung (AFsf) der Arbitragefreiheit 

im ursprünglichen Modell die äquivalente Bedingung13 (AFsfK)  im relativen Marktmodell:   

 (Afsf)  (AFsf K )  ± h  sf
NH   mit 0 ( )V h  = 0 und ( )TK h  


 0  

   (AFsf T
M ) T

M   0




  = .     

Diese mengentheoretische Charakterisierung (AFsf T
M ) der sf-Arbitragefreiheit mittels des 

Unterraums T
M  der relativen NE-Zahlungsprofile ist nach dem Alternativsatz 3.7 von Ab-

schnitt 3.6.1 auch äquivalent zu einer Charakterisierung mittels eines positiven Normalen-

vektors von T
M  bzw. eines mit der Komponentensumme  

 (x) := x1 + … + xK  (x = (x1,…,xK)T  K)  

normierten positiven Normalenvektors von T
M . Diese Äquivalenz wird unten in Abschnitt 

5.1.11 beim Beweis von Satz 5.5, dem ersten Hauptsatz der Preistheorie, verwendet. Dieser 
Satz liefert eine Charakterisierung der Arbitragefreiheit (AFsf) mittels der Existenz eines sog. 
äquivalenten Martingalmaßes im dividendenlosen relativen Marktmodell bzw. mittels der 
Existenz eines Diskontvektors im dividendenversehenen relativen Marktmodell.     

 (Afsf)  (AFsf T
M )  T  T

M  = T
M  {XT > 0} 

    (AFsf 1
T
 M )  TQ  1

T
 M = T

M  {(XT) = 1, XT > 0}.        

Nachfolgend wird nun noch die Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit des Mehrperio-
denmodells durch die sf-Arbitragefreiheit aller enthaltenen Einperiodenmodelle bewiesen. 

Der Beweis erfolgt im relativen Marktmodell, um die Charakterisierung (SFK)  des Vermö-

genswerts einer sf-Handelsstrategie verwenden zu können.  

 
13  Die entsprechende Charakterisierung (AFsfK) im ursprünglichen Marktmodell geben Bäuerle u. 

Rieder (2017) auf S. 11 in Bemerkung 2.1 b). Sie wird hier in Abschnitt 5.1.6 gegeben.  
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5.1.9 Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit des Mehrperiodenmodells zur 
sf-Arbitragefreiheit der enthaltenen Einperiodenmodelle  

Analog zur Aussage des Satzes 3.10 in Abschnitt 3.6.3 für die allgemeine Arbitragefreiheit 
(AF) beschreibt nun der folgende Satz14 die Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit im Mehrpe-
riodenmodell zur sf-Arbitragefreiheit in allen enthaltenen Einperiodenmodellen (lokale sf-
Arbitragefreiheit, Einperioden-sf-Arbitragefreiheit). Da der Beweis im relativen Marktmo-
dell erfolgt, wird die Existenz eines Numéraires vorausgesetzt. Es kann dann nämlich im re-

lativen Marktmodell der sich aus der Konstanz des relativen Numéraires B  = 1 ergebende 

Vorteil mit der SF-Charakterisierung (SFK)  verwendet werden. Die Bedingung b) im 

nachfolgenden Satz bedeutet dabei, dass es zum Zeitpunkt t einen N-1-wertigen Portfolio-
vektor  

 tg  = ( 1
tg ,…, 1N

tg  )T  Ft-1   

für die relativen Nichtnuméraire-Wertpapiere gibt, sodass sich mit der zum Zeitpunkt t-1 in 

Höhe von 1t tS g  erfolgenden Investition in die relativen Nichtnuméraire-Wertpapiere 1,S  

…, 1NS   dann im darauffolgenden Zeitpunkt t ein schwach positiver relativer Gewinn er-

zielen lässt:    

  ( )t tG g  = tS   tg  


 0.    

Eine Investition in den relativen Numéraire B  = NS  = 1 hat keine Auswirkung auf den re-

lativen Gewinn, da für alle Zeitpunkte t  I der relative Numéraire tB  = 1 konstant und 

somit der zugehörige Zuwachs tB   = N
tS   = 0 ist. Im Beweisteil „b)  a)“ wird gezeigt, 

dass die Zustandsfunktion tg  der t-te Nichtnuméraireanteil einer sf-Handelsstrategie 

h  sf
NH  mit relativem Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  = 0 und relativem Vermögenswert ( )TV h  

= ( )TK h  


 0, also einer sf-Arbitragegelegenheit h im relativen Marktmodell ist. Weiter 

wird im Beweisteil „b)  c)“ gezeigt, dass diese im relativen Marktmodell für den rela-
tiven Gewinn mit b) formulierte Bedingung gleichbedeutend dazu ist, dass in einem zu ei-
nem Ausgangsknoten At-1,k gehörigen Einperiodenmodell eine sf-Arbitragegelegenheit h 
existiert. Damit existiert im Mehrperiodenmodell genau dann eine sf-Arbitragegelegenheit, 
wenn es in mindestens einem Einperiodenmodell eine sf-Arbitragegelegenheit gibt. Im Um-
kehrschluss heißt dies, dass das Mehrperiodenmodell genau dann sf-arbitragefrei ist, wenn 
jedes enthaltene Einperiodenmodell sf-arbitragefrei ist.  

Satz 5.3 Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit im Mehrperiodenmodell durch 
die sf-Arbitragefreiheit aller enthaltenen Einperiodenmodelle   

Es sei die Existenz eines Numéraires SN = B > 0 im ursprünglichen Marktmodell vorausge-
setzt. Im (dividendenversehenen) Mehrperiodenmodell sind dann die folgenden drei Aussa-
gen äquivalent:   

 
14  Diesen Satz mit der Äquivalenz der Aussagen a) und b) unter der hier nicht benötigten Vorausset-

zung δ = 0 findet man bei Kühn (2016), S. 39, Prop. 1.24 (Einperiodenarbitrage) und bei Bäuerle 
u. Rieder (2017), S. 12, Theorem 2.1 (lokale Arbitrage).     
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a)  Es existiert eine sf-Arbitragegelegenheit.         

b)  Es gibt einen Zeitindex t  {1,…,T} und eine Ft-1-messbare N-1-wertige Zustands-

funktion tg  := ( 1
tg ,…, 1N

tg  )T : Ω  N-1 mit   

  tS   tg  


 0.  

c)  Es existiert ein zu einem Zeitindex t  {1,…,T} und einem Ausgangsknoten At-1,k  Pt-1 

gehöriges Einperiodenmodell, das nicht sf-arbitragefrei ist.       

Beweis: „a)  b)“: Nach der Beweisführung von Satz 3.11, 1) in Abschnitt 3.10.1 (mit tL (h)() = 0 

statt ≥ 0 für t = 0,…,T-1) ist eine sf-Arbitragegelegenheit g  sf
NH  im ursprünglichen Marktmodell 

auch eine sf-Arbitragegelegenheit im relativen Marktmodell. In nachfolgenden Beweisteil „b)  a)“ 
wird bei der Konstruktion einer sf-Arbitragegelegenheit im relativen Marktmodell plausibel, warum 
die charakteristische Bedingung in b) im relativen Marktmodell und nicht im ursprünglichen Markt-
modell formuliert wird. Es wird nämlich die im Allgemeinen nur im relativen Marktmodell gültige 

SF-Charakterisierung (SFK)  verwendet. Zur vorliegenden sf-Arbitragegelegenheit g  sf
NH  des 

Mehrperiodenmodells gibt es nun wegen Ṽ0(g) = 0 und ṼT(g) 


 0 ein kleinstes t  {1,…,T} mit  

 Ṽt(g) 


 0.  

Für den Wert Ṽt-1(g) 


 0 können dabei zwei Fälle auftreten:            

i)  Ṽt-1(g)(ω) = 0  ω  Ω;  
ii)  Ṽt-1(g)(ω‘) < 0 für mindestens ein ω‘  Ω.   
Im Fall i) ist nach (SFṼ)  

 Ṽt(g) - Ṽt-1(g) = ( )tK g  - 1( )tK g  = ( )tG g ,  

 0 


 Ṽt(g)  = Ṽt-1(g) + ( )tG g   

  = 0 + tS   tg ,  

also tS   tg  


 0 mit der Ft-1-messbaren N-1-wertigen Zustandsfunktion tg .  

Im Fall ii) verwendet man die nichtleere Menge  
 A := {ω  Ω : Ṽt-1(g)(ω) < 0},  
für welche die Inzidenz A  Ft-1 gilt und die zugehörige charakteristische Funktion 1A Ft-1-messbar 

ist. Weiter bildet man damit die Ft-1-messbare N-1-wertige Produktfunktion  

 th  := tg 1A     

und die Ft-messbare reellwertige Zustandsfunktion15  

 ft := tS   th  = tS   tg 1A = (Ṽt(g) - Ṽt-1(g))1A = ( )tG g 1A   

ist dann auf der Menge A wegen 1A = 1 > 0, Ṽt(g)  0 und Ṽt-1(g) < 0 positiv und auf dem Komple-
ment Ω \ A = {ω  Ω : Ṽt-1(g)(ω)  0} wegen 1A = 0 gleich Null, also insgesamt auf Ω schwach po-

sitiv: ft 


 0. Durch die Wahl der abgeänderten Zustandsfunktion th  = tg 1A bzw. durch den Über-

gang von der Funktion ( )tG g  = tS   tg  zur Funktion ft = ( )tG g 1A = tS   th  wird für ft der auf A 

positive Anteil von ( )tG g  herausgepickt und der Anteil von ft auf Ω \ A auf Null gesetzt. Somit erhält 

man im Fall ii) die Relation tS   th  


 0 mit der Ft-1-messbaren N-1-wertigen Zustandsfunktion th .    

 
15  Die hier verwendeten Aussagen zu messbaren Funktionen findet man bei Bauer (1992) MI, S. 57 

(9.2), S. 58 Satz 9.2, S. 59 Satz 9.4.  
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„b)  a)“: Zur vorgegebenen Ft-1-messbaren N-1-wertigen Zustandsfunktion tg  erhält man innerhalb 

des relativen Marktmodells nach Satz 5.2, a) von Abschnitt 5.1.7 auf elegante Weise eine sf-Handels-

strategie h  sf
NH  mit der Vorgabe des Nichtnuméraireanteils h  durch   

 th  = tg   und  sh  = 0 für s  t  

und der Vorgabe des relativen Startkapitals 0 ( )V h  = 0v 1  = 0, wenn nur die Numéraireanteile N
sh  

(s  I) passend gemäß der Bedingung (SFhN) bestimmt werden. Für diese sf-Handelsstrategie h gilt 

dann nach der speziell im relativen Marktmodell vorliegenden Darstellung (SFK)  des Vermögens-

werts noch  

 ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h  

   = 0 ( )V h  + 
1

T

s s
s

S h


   

   = 0 + tS   tg  


 0  ( 0 ( )V h  = 0, s = t),  

sodass h eine sf-Arbitragegelegenheit (im relativen Marktmodell) ist. Diese sf-Handelsstrategie ist 
nach dem Beweis von Satz 3.11 in Abschnitt 3.10.1 auch eine sf-Arbitragegelegenheit im ursprüngli-
chen Marktmodell.      

Formulierung der bereits bewiesenen Äquivalenz der Aussagen a) und b) speziell im Einperioden-
modell (T = 1): Eine sf-Arbitragegelegenheit h = (h0,h1)T im Einperiodenmodell existiert demnach 
genau dann, wenn es (zu t = 1) eine F0-messbare, d. h. auf A0 = Ω konstante, N-1-wertige Zustands-

funktion 1g  := ( 1
1g ,…, 1

1
Ng  )T gibt mit  

 1S   1g  


 0.  

Eine sf-Arbitragegelegenheit h = (h0,h1)T im ursprünglichen Einperiodenmodell ist dabei ein Paar 
h = (h0,h1)T konstanter Zustandsfunktionen h0, h1 : Ω  N mit  

 V0(h) = 0 0S h  = 0  (Startkapitaleinsatz Null),  

 L0(h) = V0(h) - R0(h) = - S0h1 = 0  (Selbstfinanzierungsbed. SF),      

 L1(h) = V1(h) = 1 1S h  


 0  (Arbitrage bei t = 1).    

Gemäß dem für das Mehrperiodenmodell angegebenen Beweisschritt „b)  a)“ wird speziell im Ein-
periodenmodell die sf-Arbitragegelegenheit h aus der vorgegebenen N-1-wertigen Zustandsfunktion 

1g  (t = 1) folgendermaßen konstruiert: Es werden der Nichtnuméraireanteil h  mit 1h  = 1g   und  

0h  = 0 und das relative Startkapital mit 0 ( )V h  = 0v 1  = 0 vorgegeben und dann die Numéraireantei-

le 0
Nh  und 1

Nh  gemäß der Bedingung (SFhN) bestimmt: 0
Nh  = 0, 1

Nh  = - 0 1S h .    

„b)  c)“: Die für das Mehrperiodenmodell (T  ) in der Aussage b) angegebene Bedingung be-

deutet, dass es ein t  {1,…,T} und dazu eine Ft-1-messbare N-1-wertige Zustandsfunktion tg  gibt  

mit  

 f := tS   tg  


 0.  

Für die Ft-messbare Funktion f gilt also f(At,m)  0 für alle At,m  Pt und f(At,p) > 0 für zumindest ein 

At,p  Pt. Mit dem im Informationsbaum des Marktmodells dazu eindeutig bestimmten Vorgängerkno-

ten At-1,k  Pt-1 (At,p  At-1,k) gilt dann  

 tg konstant auf allen At,m  At-1,k  ( tg  Ft-1-messbar),  

 f 


 0 auf den At,m  At-1,k, d. h.    

 f(At,m)  0 für alle At,m  At-1,k,     
 f(At,p) > 0 für mindestens ein At,p  At-1,k.    
Nach der oben beschriebenen Äquivalenz von a) und b) im Einperiodenmodell bedeutet dies, dass in 
dem zum Ausgangsknoten At-1,k gehörigen Einperiodenmodell eine sf-Arbitragegelegenheit h exis-
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tiert, also ein Paar  h = (ht-1,ht)T von auf At-1,k definierten und konstanten Zustandsfunktionen ht-1 und 
ht (da ht-1 und ht Ft-1-messbar), für die auf At-1,k gilt:   

 Vt-1(h) = 1 1t tS h
   = 0,  

 Lt-1(h) = Vt-1(h) - Rt-1(h) = - 1t tS h  = 0,       

 Vt(h) = t tS h  


 0.           

Als Folgerung aus dem obigen Satz 5.3, nach dem ein Mehrperiodenmodell mit Numéraire 
SN = B genau dann sf-arbitragefrei ist, wenn alle enthaltenen Einperiodenmodelle sf-
arbitragefrei sind, und aus Satz 3.10 von Abschnitt 3.6.3, nach dem ein Mehrperiodenmo-
dell genau dann arbitragefrei ist, wenn alle enthaltenen Einperiodenmodelle arbitragefrei 
sind, ergibt sich eine Charakterisierung eines Mehrperiodenmodells, das sf-arbitragefrei 
und nicht arbitragefrei ist, mittels seiner enthaltenen Einperiodenmodelle.       

Charakterisierung eines sf-arbitragefreien und nicht arbitragefreien Mehrperioden-
modells mittels der enthaltenen Einperiodenmodelle   
Ein Mehrperiodenmodell mit einem Numéraire SN = B > 0 ist genau dann sf-arbitragefrei 
und nicht arbitragefrei, wenn jedes seiner enthaltenen Einperiodenmodelle sf-arbitragefrei 
und mindestens ein Einperiodenmodell nicht arbitragefrei ist.   

5.1.10 Charakterisierung eines Martingalmaßes im dividendenlosen re-
lativen Marktmodell mittels des erwarteten relativen kumulier-
ten Gewinns Null der sf-Handelsstrategien bzw. durch die Ortho-

gonalität zum Unterraum T
M           

Bei der unten in Satz 5.5 (Abschnitt 5.1.11) noch folgenden Charakterisierung der speziel-
len Arbitragefreiheit (AFsf) im relativem Marktmodell wird der Begriff eines sog. äquiva-
lenten Martingalmaßes im relativen Marktmodell verwendet. Um die dazu benötigte Cha-
rakterisierung eines Martingalmaßes mittels der erwarteten relativen kumulierten Gewinne 
in Satz 5.4 zu ermöglichen, wird jetzt ein Marktmodell (S,F) zugrunde gelegt, bei dem der 

Preisprozess S = (S1,…,SN)T der N ausgewählten Wertpapiere (Finanzinstrumente) S j (j  J) 
ohne Dividenden ist:  
 δ = (δ1,…,δN)T = 0.        
Mit dem Marktmodell ist ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum) (Ω,F,A,P) 

verbunden, bei dem Ω der Zustandsraum der Kursentwicklungen ωk  Ω, A eine -Algebra 

in (über) Ω mit den beobachtbaren Ereignissen A  A, F = (Ft)tI eine in A gelegene Filtra-

tion von -Algebren Ft ( A, Ft  Ft+1) zur Beschreibung der Informationszunahme über 

den Preisprozess S = (S1,…,SN)T, P : A  [0,1] das Wahrscheinlichkeitsmaß (W-Maß) für 

die Angabe der Eintrittswahrscheinlichkeiten der Kursentwicklungen ωk ist und o. B. d. A. 
(siehe dazu Fußnoten in Abschnitt 2.1)  
 F0 = {,Ω}, FT = A = Ꮘ(Ω) und  

 P({ωk}) > 0 für alle ωk  Ω.        

Zwei auf einem Messraum (messbaren Raum) (Ω,A) definierte W-Maße heißen äquivalent, 

wenn sie die gleichen Nullmengen besitzen. Im hier vorliegenden Fall ist P(A) > 0 für alle 
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A  A \ {}, sodass ein weiteres W-Maß Q auf (Ω,A) genau dann zu P äquivalent ist, wenn 

ebenfalls Q(A) > 0 für alle A  A \ {} = Ꮘ(Ω) \ {} bzw.  

 Q({ωk}) > 0 für alle ωk  Ω  
gilt. Ein W-Maß Q auf (Ω,F,A,P) heißt ein Martingalmaß oder risikoneutrales Wahr-

scheinlichkeitsmaß (bezüglich des relativen Preisprozesses S  im dividendenlosen relativen 

Marktmodell), falls alle relativen (dividendenlosen) reellwertigen Preisprozesse jS  

= ( )j
t t IS 
  (j  J) F-Martingale bezüglich Q sind: 

 j
tS  = 1( )j

t tQ
E S 

 F  Q-fast sicher16 für t  I, j  J.  

Zur Verdeutlichung, dass ein Martingalmaß nach dieser Definition sich stets auf das relati-

ve Marktmodell ( S ,F) bezieht, könnte man es statt mit Q besser wie in Abschnitt 3.10.3 

mit Q  bezeichnen. Es wird aber im Folgenden die einfachere Schreibweise Q verwendet. 

Bei dem hier vorgegebenen W-Maß P für die Kursentwicklungen mit P({ωk}) > 0 für alle 
ωk  Ω ist ein W-Maß auf (Ω,F,A,P) ein (zu P) äquivalentes Martingalmaß genau dann, 

wenn  
 Q({ωk}) > 0 für alle ωk  Ω  
gilt und Q ein Martingalmaß ist: 

 j
tS  = 1( )j

Q t tE S 
 F  (sicher) für t  I, j  J.      

Der folgende Satz gibt nun für das dividendenlose relative Marktmodell in Teil a)17  eine 
wahrscheinlichkeitstheoretische (w-theoretische18) Charakterisierung eines Martingalmaßes 
mit Hilfe des Erwartungswerts des relativen kumulierten Gewinns einer Handelsstrategie. 
In Teil b) erfolgt die linearalgebraische Beschreibung der Menge aller Martingalmaße 
durch die Teilmenge der nichtnegativen -normierten Zustandsfunktionen im orthogonalen 

Komplement T
M  von T

M . Teil c) beschreibt die Menge aller äquivalenten Martingal-

maße durch die Teilmenge der positiven -normierten Zustandsfunktionen in T
M .     

Satz 5.4 Charakterisierung eines Martingalmaßes und eines äquivalenten Mar-
tingalmaßes im dividendenlosen relativen Marktmodell durch den erwarte-
ten relativen kumulierten Gewinn Null der sf-Handelsstrategien bzw. durch 

die Orthogonalität des W-Maßes zum Unterraum T
M     

Es sei (S,F) ein Marktmodell mit einem  Numéraire  

  B := SN > 0  
und ohne Dividenden:  
  δ = (δ1,…,δN)T = 0.  

 
16  Bei Bauer (1992) MI, S. 80, und (2002) WT, S. 6, sind die Sprechweisen Q-fast überall (Q-f. ü.) 

bezüglich eines Maßes Q und Q-fast sicher (Q-f. s.) bezüglich eines W-Maßes Q für die Gültig-
keit einer Eigenschaft dadurch definiert, dass es eine Q-Nullmenge M gibt, auf deren Komple-
ment  Ω \ M diese Eigenschaft gilt.     

17  Den Teil a) des Satzes findet man bei Bäuerle u. Rieder (2017), S. 39, Theorem 4.3 a).   
18  Die Bezeichnung eines Begriffs als w-theoretisch wird in einer Fußnote von Abschnitt 3.3.2 er-

klärt, wobei auch ein Literaturhinweis und Beispiele angegeben werden.   



250   5  Spezialfall der endfälligen Zahlungen 

a)  W-theoretische Charakterisierung: Ein W-Maß Q auf (Ω,F,A,P) (A = Ꮘ(Ω)) ist genau 

dann ein Martingalmaß (im dividendenlosen relativen Marktmodell), wenn für jede 

Nichtnuméraire-Handelsstrategie h   1  N H  bzw. jede sf-Handelsstrategie h  sf
NH  

der zum Endzeitpunkt T gehörige relative kumulierte Gewinn ( )TK h  = ( )TK h   TK  

= T
K  = T

M  den Q-Erwartungswert Null besitzt:  

 (E K ) ( ( ))Q TE K h  = ( )TQ K hT  = 0 für alle h   1  N H .  

b)  Linearalgebraische Charakterisierung: Ein W-Maß Q : A  [0,1] auf (Ω,F,A,P) ist 

genau dann ein Martingalmaß (im dividendenlosen relativen Marktmodell), wenn für 
das W-Maß Q als Zustandsfunktion Q : Ω  [0,1] in Ω die Inzidenz  

 (QNv)  Q  T
M  = 1( )T NK 

H     

 erfüllt ist, also Q ein nichtnegativer und -normierter Normalenvektor zum Unterraum 

T
M  ist. Die Menge der Martingalmaße wird in Ω also beschrieben durch das konvexe 

Polyeder   

  T
M   {XT  Ω : 0  XT  1, κ(XT) = 1} 

 mit der Komponentensumme κ(XT) := XT,1 + … +  XT,K. Sie enthält alle W-Maße Q, de-
ren zugehörige Zustandsfunktionen nichtnegativ auf Ω, -normiert und orthogonal zum 

Unterraum T
M  = 1( )T NK H , also orthogonal zu den relativen kumulierten Gewinnen 

( )TK h  der Nichtnuméraire-Handelsstrategien h   1  NH  bzw. orthogonal zu den mit 

BT diskontierten NE-Zahlungsprofilen ZT  MT sind.    

c)  Teilmenge der äquivalenten Martingalmaße bzw. Diskontvektoren: Die Menge aller 
äquivalenten Martingalmaße Q : Ꮘ(Ω)  [0,1] wird im Raum Ω der Zu-

standsfunktionen XT : Ω   beschrieben durch das (teilweise offene) konvexe Po-

lyeder  

 1
T
 M  := T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1}.    

 Sie liefert alle W-Maße Q, deren zugehörige Zustandsfunktionen positiv auf Ω, -

normiert und orthogonal zu den relativen NE-Zahlungsprofilen (des Unterraums T
M ) 

sind.     

Beweis von a) W-theoretische Charakterisierung:   

„“: Falls das W-Maß Q ein Martingalmaß bezüglich des Preisprozesses S  ist, so sind definitionsge-

mäß der dividendenlose N-wertige relative Preisprozess  

 S  = 1( ,..., )NS S  T  =  1

,
( ,..., ) ( )N

t
t I

S S
 


 

  T 19 

und der dividendenlose N-1-wertige relative Preisprozess  

 S  = 1 1( ,..., )NS S   T   

 
19  Diese letzte Schreibweise für den stochastischen Prozess S  soll darauf hinweisen, dass bei der in 

Abschnitt 2.6.2 angegebenen Tupel-Schreibweise der Wert 1( ( ),..., ( ))N
t tS S   T  des Prozesses erst 

auf der Ebene der Argumente (t,ω)  I  Ω geschlossen als N-Tupel auftritt und dort für die Mul-
tiplikation mit der Handelsstrategie h mittels des Skalarprodukts des N verwendet wird.    
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jeweils ein F-Martingal bezüglich Q. Man erhält die Martingaleigenschaft von S  auch in der Form   

 0  = 1( )Q t tE S F  - 1tS     

  = 1( )Q t tE S F  - 1 1( )Q t tE S  F  (Ft-1-messb. 1tS   herauszieh. bei bed. Erw.20) 

  = 1 1( - )Q t t tE S S  F     (Linearität der bed. Erwartung) 

  = 1( )Q t tE S F  Q-fast sicher21 (t = 1,…,T) 

bzw. in der Komponentenschreibweise  

(ME )S  0 = 1( )j
Q t tE S 

 F   Q-f.s.    (t = 1,…,T, j = 1,…,N-1).   

Für den Numéraire-Index j = N ist diese Eigenschaft im relativen Marktmodell mit seinem konstanten 

Numéraire NS  = B  = 1 wegen N
tS   = 0 stets erfüllt. Bei der Darstellung (ME )S  der Martingal-

eigenschaft für den relativen Preisprozess S  treten die dividendenlosen Preisdifferenzen j
tS  

= j
tS   = 1-t tS S 

   und nicht die dividendenversehenen Preisdifferenzen , j
tS   = , j

tS    = 1-t tS S


   

auf. Um daraus entsprechende Bedingungen für den Gewinn ( )tG h , den kumulierten Gewinn 

( )TK h  oder die relativen NE-Zahlungsprofile YT  1( )T NK H  = T
M  herzuleiten, wird also die Vo-

raussetzung δ = 0 und damit die Übereinstimmung , j
tS    = j

tS   benötigt.  

Aus der Martingaleigenschaft (ME )S  folgt mit δ = 0, tS   = tS  und ( )tG h  = tS   th  = tS 

th  für beliebiges h   1NH  zunächst für die bedingte Erwartung von ( )tG h     

(BE )G  1( ( ) )Q t tE G h F = 1( )Q t t tE S h  F   (δ = 0) 

    = 
1

1
1

( )
N

j j
Q t t t

j

E S h




  F     

    = 
1

1
1

( )
N

j j
Q t t t

j

E S h




  F    (Linearität der bed. Erw.) 

    = 
1

1
1

( )
N

j j
t Q t t

j

h E S




  F   (Ft-1-messbares j

th  herausziehen) 

    = 0  Q-f.s.              ( MES : 1( )j
Q t tE S 

 F  = 0 Q-f.s.; t = 1,…,T). 

Bei fest gedachtem t  {1,…,T} ist also die Ft-1-messbare Funktion   

 k := 1( ( ) )Q t tE G h F  = 0 auf Ω \ M  

mit einer Q-Nullmenge M ( Ω) und demzufolge  

 EQ(k) = kdQ
  = 

\M
kdQ

  + 
M

kdQ  = 0 + 0 = 0,22  

 
20  Eigenschaften der bedingten Erwartung (Linearität, Monotonie, Positivität, Dreiecksungleichung, 

Erwartungstreue, Iterations- oder Turmeigenschaft, Messbares Herausziehen) findet man z. B. bei 
Bauer (2002) WT, S. 120–127, 140, Deck (2006), S. 121f, und speziell für endliches Ω und ein 
auf Ꮘ(Ω) \ {} positives W-Maß Q bei Kremer (2011), S. 378, 382f.   

21  Da in den Teilen a) und b) des Satzes das W-Maß Q nicht zu P äquivalent vorausgesetzt ist, also 
nicht positiv auf Ꮘ(Ω) \ {}, sondern nur nichtnegativ auf Ꮘ(Ω) ist, gilt die Martingaleigenschaft 

nur Q-f.s. und nicht Q-sicher. Bei einem auf Ꮘ(Ω) \ {} positiven W-Maß Q gilt die Martingalei-

genschaft (ME )S  sicher (statt nur Q-f.s.), sodass die Betrachtungen mit der Q-Nullmenge M 

weggelassen werden können.       
22  Die additive Zerlegung des Integrals und das Verschwinden des zweiten Integrals über einer Null-

menge folgt nach Bauer (1992) MI, S. 78, (12.8‘) und S. 81, Korollar 13.3.    
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also der Erwartungswert der bedingten Erwartung   

 1( ( ( ) ))Q Q t tE E G h F  = 0.     

Bei dem hier auf endlichem Ω vorliegenden diskreten W-Maß Q kann EQ(k) = 0 auch folgendermaßen 
geschlossen werden: Die bedingte Erwartung k ist Ft-1-messbar und somit auf den 1tA    Pt-1 jeweils 

konstant. Für jedes 1tA    Pt-1 mit k(At-1)  0 folgt die Inklusion At-1  M und Q(At-1)  Q(M) = 0. Al-

so ist  

 EQ(k)  = ( ) ({ })k Q
 

 

   

   = 
1 1

1

1 1
:

( ) 0

( ) ( )
t t

t

t t
A
k A

k A Q A
 



 





P

 + 
1 1

1

1 1
:

( ) 0

( ) ( )
t t

t

t t
A
k A

k A Q A
 



 





P

 = 0 + 0 = 0.     

Weiter ist dann für t  {1,…,T} der Erwartungswert von ( )tG h       

(E )G  ( ( ))Q tE G h  = 1( ( ( ) ))Q Q t tE E G h F     (Erwartungstreue der bed. Erw.) 

    = 0.    

Hieraus folgt nun die für h   1NH  zu beweisende Eigenschaft für den Erwartungswert von ( )TK h    

(E )K  ( ( ))Q TE K h  = 
1

( ( ))
T

Q s
s

E G h

    

    = 
1

( ( ))
T

Q s
s

E G h

  = 0 (Linearität des Erwartungswerts).  

Die hier für beliebige Handelsstrategien h   1 NH  begründete Aussage (E )K  gilt wegen der im re-

lativen Marktmodell vorliegenden Mengenidentität TK  = 1( )T NK H  = ( )sf
T NK H  = T

K  auch für den 

relativen kumulierten Gewinn ( )TK h  beliebiger sf-Handelsstrategien h  sf
NH : 

 ( ( ))Q TE K h  = 0  h  sf
NH .       

Die zu (E )K  äquivalente Aussage  

 ( )TQ K hT  = 0  h   1NH  bzw.  

 TQ YT  = 0   YT  1( )T NK H  = T
M  oder  

(QNv)  Q  T
M ,  

dass also das W-Maß Q ein -normierter nichtnegativer Normalenvektor von T
M  ist, wird in Beweis-

teil b) begründet.  

„⇐“: Für die umgekehrte Beweisrichtung wird vorausgesetzt, dass für alle sf-Handelsstrategien 

h  sf
NH   bzw. für alle N-1-wertigen Handelsstrategien h   1NH  der Q-Erwartungswert des relati-

ven kumulierten Gewinns ( )TK h  gleich Null ist. Zu zeigen ist die Martingaleigenschaft (ME )S  für 

den relativen Preisprozess S :    

 1( )j
Q t tE S 

 F  = 0  Q-fast sicher für t = 1,…,T, j = 1,…,N.   

Für den Numéraire-Index j = N ist diese Eigenschaft wegen N
tS   = 0 stets erfüllt. Für festen Wertpa-

pier-Index j  {1,…,N-1} und festen Zeitpunkt t  {1,…,T} ist nun also nachzuweisen, dass die Ft-1-

messbare Zustandsfunktion 

 g := 1( )j
Q t tE S 

 F ,  

also die bedingte Erwartung der Ft-messbaren Zustandsfunktion j
tS   = 1-t tS S 

   unter der Hypothese 

Ft-1, Q-fast sicher den Wert Null hat. Zunächst gilt, dass die mit g gebildeten Mengen  
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 C+ := {g > 0} = {ω  Ω : g > 0} und  
 C- := {g < 0} = {ω  Ω : g < 0}     
auf denen g von Null verschieden ist, in der -Algebra Ft-1 (der sog. Ft-1-messbaren Mengen) liegen 

und die zugehörigen charakteristischen Funktionen C
1  und C

1  Ft-1-messbar sind.23 Als Erstes wird 

nun für die erste Menge C := C+ gezeigt, dass sie das Q-Maß Null hat. Um die obige Voraussetzung 

(E )K  [ ( ( ))Q TE K h  = 0  h   1NH ] zu verwenden, definiert man die spezielle N-1-wertige Han-

delsstrategie h   1NH  durch  

 sh  := 0 für s  t,   th  := C1 ej,         

wobei ej (j  {1,…,N-1}) der j-te Standardbasisvektor des N-1 ist. Mit dieser Handelsstrategie h  

 1NH  berechnet sich (mit δ = 0)  

 ( )TK h  = 
1

( )
T

s
s

G h

  = 

1

T

s s
s

S h


   (δ = 0) 

   = tS  C1 ej  = C1 j
tS    (s = t) 

und unter Verwendung der Voraussetzung (E )K   

 0 = ( ( ))Q TE K h  = ( )j
Q C tE S1     

   = 1( ( ))j
Q Q C t tE E S 1  F   (Erwartungstreue der bed. Erw.) 

   = 1( ( ))j
Q C Q t tE E S 1  F  (Ft-1-messbares 1C herausziehen) 

   = ( )QE f   

mit der Ft-1-messbaren Zustandsfunktion  

 f := 1( )j
C Q t tE S 1  F  = 1C g.  

Diese Zustandsfunktion f ist positiv auf C und gleich Null auf Ω \ C, also insgesamt nichtnegativ. 
Demzufolge ergibt sich aus  

 fdQ
  = EQ(f) = 0,  

dass f = 0 Q-fast überall gilt und daher Q(C) = 0 ist.24 Die Menge C = C+ ist also eine Q-Nullmenge. 
Analog erhält man, dass auch die Menge C- eine Q-Nullmenge ist. Daher ist die Funktion g nur auf 
der Q-Nullmenge C+  C- von Null verschieden, also g = 0 Q-fast überall. Damit ist die Martingal-

eigenschaft für den relativen Preisprozess S  nachgewiesen und Q ist ein Martingalmaß bezüglich S .    

Beweis von b) Linearalgebraische Charakterisierung:  

Zur Charakterisierung der Martingaleigenschaft (ME )S   

 1( )Q t tE S F  = 0  Q-f.s.   (t = 1,…,T) 

des relativen Preisprozesses S  wurde in Beweisteil a) die Eigenschaft (E )K  hergeleitet. Man iden-

tifiziert nun das W-Maß Q = QT auf Ꮘ(Ω) mit der zugehörigen Zustandsfunktion  

 Q  {XT  Ω : 0  XT  1, κ(XT) = 1},  
welche nichtnegativ ist und die Komponentensumme  
 κ(XT) := XT,1 + … +  XT,K = XT({ω1}) +…+ XT({ωK}) = 1   

 
23  Die Messbarkeit der hier angegebenen Mengen C+ und C- und der zugehörigen charakteristischen 

Funktionen findet man bei Bauer (1992) MI, S. 57, 58.  
24  Nach Bauer (1992) MI, S. 81, Satz 13.2, gilt: Für eine nichtnegative (numerische und speziell für 

eine reellwertige) Zustandsfunktion f auf Ω ist fdQ
  = 0 gleichbedeutend dazu, dass f = 0 Q-

fast überall auf Ω gilt.  
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besitzt. Weiter identifiziert man die beiden Zustandsfunktionen Q, ( )TK h   Ω jeweils mit ihrem 

Koordinaten-K-Tupel (K = Ω) und verwendet für diese das Skalarprodukt des K. Die Eigenschaft 

(E )K  schreibt sich dann auch in der Form  

 0  = ( ( ))Q TE K h  = 
1

( )( ) ({ })
K

T k k
k

K h Q 

  

  = ( )TQ K hT   h   1NH  

bzw. wegen der im relativen Marktmodell vorliegenden Mengenidentität TK  = T
M     

 0  = TQ YT   YT  1( )T NK H  = T
M    

und in der Mengenschreibweise   

(QNv) Q  T
M .  

Die Zustandsfunktion Q ist ein Normalenvektor zum Unterraum T
M , kurz ein T

M -Normalenvektor. 

Die Menge der Martingalmaße Q = QT entspricht also im Raum Ω der auf Ω definierten Zustands-
funktionen der Teilmenge  

 T
M   {XT  Ω : 0  XT  1, κ(XT) = 1},  

die alle W-Maße beschreibt, deren zugehörigen nichtnegativen -normierten Zustandsfunktionen or-

thogonal zum Unterraum T
M  sind. Diese Menge der Martingalmaße ist als Durchschnitt des linea-

ren Unterraums T
M , der abgeschlossenen linearen Halbräume {XT,k  0}, der abgeschlossenen affi-

nen Halbräume {XT,k  1} (k = 1,…,K) und der affinen Hyperebene {κ(XT) = 1} ein (abgeschlossenes) 
konvexes Polyeder (Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen affinen Halbräumen).          

Beweis von c):  
Ein auf Ꮘ(Ω) definiertes W-Maß Q ist genau dann ein (zu P) äquivalentes Martingalmaß, wenn zu-

sätzlich zu der in b) bewiesenen Inzidenz  

 Q  T
M   {XT  Ω : 0  XT  1, κ(XT) = 1} 

noch Q(A) > 0 für alle A  Ꮘ(Ω) \ {} gilt bzw. für die zugehörige Zustandsfunktion Q noch 

Q(ωk) > 0 für alle ωk  Ω gilt. Die Menge der äquivalenten Martingalmaße wird also beschrieben 
durch die Zustandsfunktionen in der Teilmenge  

 1
T
 M  := T

M   {XT  Ω : 0 < XT  1, κ(XT) = 1}.   

Diese Menge 1
T
 M  der äquivalenten Martingalmaße ist als Durchschnitt des linearen Unterraums 

T
M , der offenen linearen Halbräume {XT(ωk) > 0} (k = 1,…,K), der abgeschlossenen affinen Halb-

räume {XT(ωk)  1} (k = 1,…,K) und der affinen Hyperebene {κ(XT) = 1} ein (teilweise offenes) kon-
vexes Polyeder.     

Diese positiven -normierten Zustandsfunktionen Q  T
M  im relativen Marktmodell können nach 

dem Abschnitt 5.3.11, 1) als positive Bewertungsvektoren zur Bestimmung des relativen Preises 

( )TX   = TQ XT  eines sf-duplizierbaren relativen Zahlungsprofils TX   T
V  und nach Abschnitt 

5.3.8 auch zur Bestimmung des Preises (XT) = B0QT(XT/BT) eines sf-duplizierbaren Zahlungsprofils 
XT  VT verwendet werden. Sie werden auch als Diskontvektoren25 bezeichnet, da bei der  Preis-

berechnung eine Barwertberechnung auftritt, bei der die Diskontierungsfaktoren Qk = Q(ωk) zur An-
wendung kommen.             

 
25  Wie in Abschnitt 3.8.1 werden hier die zu dem festen Zeitpunkt T gehörige Zustandsfunktion Q 

bzw. das zugehörige Koordinaten-K-Tupel als Diskontvektor bezeichnet, um sie vom einem zu al-
len Zeitpunkten t  I gebildeten Diskontierungsvektor  zu unterscheiden.   
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5.1.11 Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit im relativen Marktmo-
dell  durch die Existenz eines äquivalenten Martingalmaßes bzw. 
eines Diskontvektors    

Mit Hilfe der Charakterisierung (SFβ) einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie in 

Satz 5.2 (Abschnitt 5.1.7), der Charakterisierung (AFsf T
M ) der sf-Arbitragefreiheit (Ab-

schnitt 5.1.8), den Charakterisierungen eines Martingalmaßes bzw. äquivalenten Martingal-
maßes in Satz 5.4 (Abschnitt 5.1.10) und mit dem Alternativsatz 3.7 (Abschnitt 3.6.1) der 
konvexen Geometrie kann nun der sog. erste Hauptsatz der Preistheorie für endfällige Zah-
lungsprofile bewiesen werden.  
Der Teil b)26 des nachfolgenden Satzes 5.5  gibt im dividendenlosen relativen Marktmodell 
sowohl eine wahrscheinlichkeitstheoretische Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit 
durch die Existenz eines äquivalenten  Martingalmaßes Q als auch eine linearalgebraische 
Charakterisierung durch die Existenz eines -normierten positiven Normalenvektors Q zum 

Unterraum T
M . Dieser T

M -Normalenvektor  

 Q  1
T
 M  := T

M   {κ(XT) = 1, XT > 0}  

ist nach den Abschnitten 5.3.8 und 5.3.10 ein positiver relativer Bewertungsvektor für die 

Zahlungsprofile TX   T
V  und wird daher als relativer Diskontvektor bezeichnet.   

Der Teil a) des Satzes ist die Verallgemeinerung von Teil b) auf ein dividendenversehenes 
relatives Marktmodell und charakterisiert die sf-Arbitragefreiheit durch die Existenz eines 

relativen Diskontvektors Q in T
M , mit dem die Preise der relativen Zahlungsprofile TX  

 T
V  = ( )sf

T NV H  berechnet werden können. Hier liefert der Diskontvektor Q aber im All-

gemeinen kein äquivalentes Martingalmaß, sondern nur ein äquivalentes W-Maß (als ein 
formales W-Maß des Marktmodells).  

Die entsprechende Aussage für ein dividendenversehenes ursprüngliches Marktmodell folgt 
im nächsten Abschnitt mit Satz 5.6. Dort wird die sf-Arbitragefreiheit durch die Existenz 
eines -normierten positiven Normalenvektors Q zum Unterraum MT charakterisiert. Dieser 

MT-Normalenvektor  

 Q  1
T
 M  := T

M   {κ(XT) = 1, XT > 0}  

des ursprünglichen Modells mit der Normierung κ(Q) = 1 ist aber im Allgemeinen selbst 

kein Bewertungsvektor für die Preisberechnung der Zahlungsprofile XT  TV  = ( )sf
T NV H , 

da im ursprünglichen Modell im Allgemeinen kein konstanter Numéraire vorliegt, der die 
Mengenidentität MT = KT sichert. Er liefert aber nach Abschnitt 5.3.8 unter der zusätzlichen 

Voraussetzung von (ZVU) oder spezieller eines Numéraires B mit deterministischem BT 
nach der Normierung auf die Komponentensumme (YT) = 0 > 0 mit dem Vektor   

 YT := Q0  0

T

 M  = T
M   {κ(XT) = κ0, XT > 0}  

 
26  Den Teil b) des Satzes mit der Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit durch ein äquivalentes 

Martingalmaß im dividendenlosen Marktmodell findet man bei Bäuerle u. Rieder (2017), S. 42, 
Theorem 4.4, Kühn (2016), S. 35, Satz 1.21, Kallsen (2009), S: 38, Satz 3.9.  
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(0 := v0(h) > 0 für eine sf-Duplikationsstrategie h von 1Ω; VT(h) = 1Ω) einen positiven Be-
wertungsvektor bzw. Diskontvektor YT  für die Zahlungsprofile XT  VT.             

Durch die beiden Sätze 5.5 und 5.6 wird also deutlich, dass bei der Behandlung der end-
fälligen Zahlungsprofile XT  Ω die Charakterisierung  der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) 
hauptsächlich durch die Existenz eines -normierten positiven Normalenvektors Q zum 

Unterraum T
M  bzw. MT erfolgt. Die Martingaleigenschaft eines relativen Diskontvektors 

Q  1
T
 M  ist dagegen nur eine zusätzliche Eigenschaft bei Vorliegen eines dividenden-

losen Marktmodells.  

Satz 5.5 Erster Hauptsatz der Preistheorie mit der Charakterisierung der sf-Ar-
bitragefreiheit (AFsf) durch die Existenz eines relativen Diskontvektors im 
dividendenversehenen relativen Marktmodell bzw. durch die Existenz eines 
äquivalenten Martingalmaßes im dividendenlosen relativen Marktmodell         

Im Marktmodell (S,F) sei der Preisprozess S = (S1,…,SN)T mit einem Numéraire 

  B := SN > 0  
ausgestattet.   

a)  Der Fall eines dividendenversehenen Preisprozesses: Bei einem Preisprozess 
S = (S1,…,SN)T mit Dividenden ist das Marktmodell genau dann sf-arbitragefrei, wenn 

es mindestens einen relativen Diskontvektor Q  in 1
T
 M , d. h. einen -normierten 

positiven Normalenvektor Q zum Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungsprofile 

bzw. ein äquivalentes W-Maß Q in T
M  gibt.     

b)  Der Fall eines dividendenlosen Preisprozesses: Bei einem Preisprozess 
S = (S1,…,SN)T ohne Dividenden (δ = (δ1,…,δN)T = 0) ist das Marktmodell genau dann 

sf-arbitragefrei, wenn es mindestens einen relativen Diskontvektor Q  1
T
 M , d. h. ei-

nen -normierten positiven Normalenvektor Q zum Unterraum T
M ,  bzw. ein äquiva-

lentes Martingalmaß Q im relativen Marktmodell gibt.   

c)  Teilmenge der äquivalenten W-Maße: Das teilweise offene konvexe Polyeder  

 1
T
 M  = T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1}.    

 der positiven -normierten Zustandsfunktionen, die orthogonal zu den relativen NE-

Zahlungsprofilen des Unterraums T
M  sind, liefert genau die äquivalenten W-Maße Q 

in T
M . Diese äquivalenten W-Maße in T

M  sind speziell im dividendenlosen Markt-

modell die äquivalenten Martingalmaße.  

Beweis von a):   
„“: Das Marktmodell sei sf-arbitragefrei. Nach der oben in Abschnitt 5.1.8 angegebenen Charakte-

risierung (AFsf )T
M  der sf-Arbitragefreiheit sind also der lineare Unterraum T

M  und der schwach 

positive Orthant 0




  = {XT  Ω  : XT ≥ 0} \ {0} von  Ω ( K) disjunkt:   

 T
M   0





  = .              



5.1  Spezielle Arbitragefreiheit, Diskontvektoren und äquivalente Martingalmaße    257 

  

Nach dem Alternativsatz 3.7 existiert dann ein (strikt) positives Zahlungsprofil T  im orthogonalen 

Komplement des Unterraums T
M  (ein positiver Normalenvektor des Unterraums T

M ),   

 T   T
M   0


 ,  

wobei das orthogonale Komplement des Unterraums T
M  bezüglich dem in Abschnitt 2.9 angegebe-

nen Skalarprodukt ,T TX Y  von WT,1 = Ω bzw. bezüglich dem Standardskalarprodukt des K (K 

= Ω) für die Koordinaten-K-Tupel der XT, YT  Ω gebildet wird. Mit der Komponentensumme27  

 κ(x) := 
1

K

k
k

x

  (x  K)  

des K „normiert“ (-Normierung), erhält man aus der positiven Zustandsfunktion T  die „nor-

mierte“ Zustandsfunktion   

 Q := TQ  := 
( )

T

T



 



 .    

Wegen ( )T   > 0 liegt das so normierte  

 Q = (Q({ω1}),…,Q({ωK}))T = (Q1,…, QK)T  

ebenfalls in T
M   0


 . Es gilt also QTYT = 0 für alle YT  T

M , Q > 0 auf Ω und κ(Q) 

= Q1 + … +  QK = 1, sodass Q ein -normierter positiver Normalenvektor zum Unterraum T
M  ist: 

 Q  1
T
 M  := T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1}.       

Mit dieser Zustandsfunktion Q  Ω ist auch eine Funktion Q auf der Partition PT 

= {({ω1},…,({ωK}} von Ω und ein W-Maß Q auf der -Algebra FT = (PT) = Ꮘ(Ω) definiert (Erklä-

rung in Abschnitt 3.7.4). Da Q({ωk} > 0 für alle ωk  Ω gilt, ist dieses W-Maß Q ein (zu P) äquiva-

lentes W-Maß in T
M . Umgekehrt entspricht jedem äquivalenten W-Maß in T

M  auch ein -

normierter positiver Normalenvektor zum Unterraum T
M .  

Diese Menge 1
T
 M  der äquivalenten W-Maße ist als Durchschnitt des linearen Unterraums T

M , 

der offenen linearen Halbräume {XT(ωk) > 0} (k = 1,…,K), der abgeschlossenen affinen Halbräume 
{XT(ωk)  1} (k = 1,…,K) und der affinen Hyperebene {κ(XT) = 1} ein (teilweise offenes) konvexes 
Polyeder.     

Nach Satz 5.4, c) sind die äquivalenten W-Maße in T
M  speziell im dividendenlosen Marktmodell 

genau die äquivalenten Martingalmaße. Damit ist auch schon der Teil c) des Satzes bewiesen.            
Die -normierte positive Zustandsfunktion Q kann nach den noch folgenden Abschnitten 5.3.8 und 

5.3.11 als positiver Bewertungsvektor zur Bestimmung der Preise der Zahlungsprofile TX  

 ( )sf
T NV H  und XT  ( )sf

T NV H  verwendet werden. Da dabei die Komponenten Qk = Q(ωk) von Q als 

die Diskontierungsfaktoren einer Barwertberechnung auftreten, wird der Bewertungsvektor Q 

 1
T
 M  auch als Diskontvektor bezeichnet.   

„⇐“: Aus der Existenz eines -normierten positiven Normalenvektors Q zum Unterraum T
M  bzw. 

eines äquivalenten W-Maßes Q folgt  

 
27  Im unten in Abschnitt 5.3 noch behandelten allgemeineren Fall, wenn anstelle der Arbitragefrei-

heit (AFsf) nur das Law of One Price (LOPsf) vorliegt und die Komponenten des Bewertungsvek-
tors nicht notwendig positiv sind, zeigt sich, dass hier zur Division die Komponentensumme und 
nicht die Betragssummennorm (Summennorm, 1-Norm) zu verwenden ist. Die Kompenenten-
summe liefert keine Norm des Vektorraums K, da sie nicht positiv definit, d. h. positiv für x  0, 
ist.        
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 T
M   0


    1

T
 M     

mit dem (strikt) positiven Orthanten 0

  = {XT  Ω : XT > 0} von Ω, daraus nach dem Alternativ-

satz 3.7 von Abschnitt 3.6.1   

 T
M   0





  =  

und nach der Charakterisierung (AFsf T
M ) die Arbitragefreiheit im relativen und im ursprünglichen 

Marktmodell.   

Beweis von b):  
„“: Bei vorliegender Arbitragefreiheit (AFsf) existiert nach Beweisteil a) „“ein -normierter po-

sitiver Normalenvektor Q zum Unterraum T
M . Weiter wurde in Beweisteil a) auch schon gezeigt, 

dass mit dieser Zustandsfunktion Q  Ω auch eine Funktion Q auf der Partition PT 

= {({ω1},…,({ωK}} von Ω und ein äquivalentes W-Maß Q auf der -Algebra FT = A = Ꮘ(Ω) und 

damit auf allen -Algebren Ft  FT definiert ist (t  I; Erklärung in Abschnitt 3.7.4). Dieses äquiva-

lente W-Maß Q ist nach Satz 5.4, c) im dividendenlosen relativen Marktmodell auch ein äquivalentes 
Martingalmaß. 

„⇐“: Für diese Beweisrichtung wird zunächst in 1) ein kurzer linearalgebraischer Beweis und dann in 
2) noch ein etwas längerer w-theoretischer Beweis angegeben.  
1) Da nach Satz 5.4, c) ein äquivalentes Martingalmaß (im dividendenlosen relativen Marktmodell) 

auch ein -normierter positiver Normalenvektor Q zum Unterraum T
M  ist, liefert der obige Beweis-

teil a) „⇐“ mit dem Alternativsatz 3.7 die Begründung für die Aussage b) „⇐“.    
2) Es sei Q ein äquivalentes Martingalmaß (im dividendenlosen relativen Marktmodell). Zum Nach-

weis der Arbitragefreiheit (AFsf) jetzt gemäß der Charakterisierung (AFsf K ) von Abschnitt 5.1.8 ist 

zu zeigen, dass für jede selbstfinanzierende Handelsstrategie h  HN  mit 0 ( )V h  = V0(h) = 0 und 

( )TK h   0 auch  

 ( )TK h  = 0  ω  Ω  

gilt. Allgemein wird nach Satz 5.2, a) in Abschnitt 5.1.7 eine beliebige selbstfinanzierende Handels-

strategie h durch einen beliebig vorgegebenen Wert 0 ( )V h  und eine beliebige Handelsstrategie 

h   1NH  beschrieben. Hier sind nun der spezielle Wert 0 ( )V h  = 0 und ein beliebiges h   1NH  

mit ( )TK h   0 gegeben. Nach der in Satz 5.4, a) gegebenen w-theoretischen Charakterisierung 

(EK)  eines Martingalmaßes gilt zunächst  

 ( )TK h dQ
  = ( ( ))Q TE K h  = 0.     

und wegen ( )TK h   0 dann ( )TK h  = 0 Q-fast sicher.28 Da aber Q sogar ein äquivalentes Martingal-

maß ist, also noch Q > 0 auf Ꮘ(Ω) \ {} gilt, gibt es in Ꮘ(Ω) keine Q-Nullmenge M  . Damit exis-

tiert auch keine nichttriviale Q-Nullmenge, auf der ( )TK h von Null verschieden ist. Demnach ist 

( )TK h  = 0  ω  Ω und die sf-Arbitragefreiheit nachgewiesen.  

Der Nachweis von ( )TK h  = 0 kann bei dem hier vorliegenden diskreten W-Maß Q auch folgen-

dermaßen erfolgen: Aus (E )K      

 
28  Das Q-fast sichere Verschwinden der Zustandsfunktion ( )TK h  auf Ω folgt nach Bauer (1992) MI, 

S. 81, Satz 13.2.  
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 0 = ( ( ))Q TE K h  = 
1

({ }) ( )( )
K

k T k
k

Q K h 

  

folgt wegen ( )( )T kK h    0 und  Q({ωk}) > 0  k  {1,…,K} auch KT(h)(ωk) = 0  ωk  Ω.    

Beweis von c):  

Der Beweis von c) mit der Beschreibung der äquivalenten W-Maße Q in T
M wurde bereits im Be-

weis von a) erbracht.       

5.1.12 Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit im ursprünglichen 
Marktmodell durch die Existenz eines Diskontvektors     

Beim Beweis des obigen ersten Hauptsatzes (Satz 5.5) der Preistheorie für endfällige Zah-

lungsprofile wird die mengentheoretische Charakterisierung (AFsf )T
M  von Abschnitt 

5.1.8 für die sf-Arbitragefreiheit im relativen Marktmodell verwendet. Im ursprünglichen 
Marktmodell führt die entsprechende Charakterisierung (AFsfMT) bei der Beweisrichtung 

„“ dagegen im Allgemeinen nicht zu einem äquivalenten Martingalmaß: Aus der Dis-

junktheit des linearen Unterraums MT und des schwach positiven Orthanten 0




  erhält 

man nämlich im nachfolgenden Beweis von Satz 5.6, a) „“ mit dem Alternativsatz 3.7 
zwar eine positive Zustandsfunktion T  im orthogonalen Komplement des Unterraums 

TM ,   

 T   T
M   0


 ,  

und nach der Normierung mit der Komponentensumme und der Fortsetzung von T auf die 
-Algebra Ꮘ(Ω) auch ein (zu P) äquivalentes W-Maß  

 Q  T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} =: 1

T
 M ,   

jedoch im Allgemeinen kein äquivalentes Martingalmaß (im relativen Marktmodell)          

 Q  T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} =: 1

T
 M . 

Nur wenn das Marktmodell dividendenlos ist und wenn noch T
M  = fT(MT) = MT (mit 

fT(XT) = XT/BT) gilt, liefert die Wahl eines positiven T   1
T
 M  auch ein äquivalentes 

Martingalmaß Q  1
T
 M . Die Übereinstimmung  T

M  = MT wird beispielsweise für ein 

deterministisches BT in Abschnitt 5.1.7 gezeigt.         

Die Martingaleigenschaft bezieht sich hier gemäß der Definition eines Martingalmaßes in 

Abschnitt 5.1.10 üblicherweise auf den relativen dividendenlosen Preisprozess .S  Im ur-
sprünglichen Marktmodell ist der Preisprozess S im Allgemeinen kein Martingal. So ist 
z. B. ein deterministischer Numéraire B = SN mit Bt = (1 + r)t (r  , r > 0, t  I) stets für 
kein W-Maß Q ein Martingal:  

 1( )Q t tE B  F  = Bt+1 = (1 + r)Bt  Bt.                

Der im relativen Marktmodell  ( , ),S   F  stets existierende spezielle konstante relative 

Numéraire B  = NS = 1 ist aber für ein beliebiges W-Maß Q stets ein Martingal: 
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1( )Q t tE B 
 F  = 1tB 

  = 1 = tB . Die Martingaleigenschaft der übrigen relativen dividenden-

losen Nichtnuméraire-Preisprozesse jS  = 0( ,..., )j j
TS S  T  (j = 1,…,N-1) bezüglich eines äqui-

valenten W-Maßes Q wird aber erst durch die Arbitragefreiheit (AFsf) gemäß Satz 5.5, b) 
gesichert.  
Falls der dividendenlose Preisprozess S im ursprünglichen Marktmodell ein Martingal be-
züglich eines W-Maßes Q ist und ein deterministischer Numéraire B (Bt = ut1Ω > 0, ut   
für t  I) vorliegt, so ist dieser Numéraire notwendig auf I  Ω konstant: Wegen  

 ut+11Ω = Bt+1 = 1( )Q t tE B  F  = Bt = ut1Ω       (t = 0,…,T-1) 

ist nämlich Bt = u01Ω und o. E. mit Aufzinsungsfaktor u0 = 1 bzw. Zinssatz i0 = u0 - 1 = 0. 
Also liegt dann schon im ursprünglichen Marktmodell mit der Existenz eines konstanten 
Finanzinstruments B beim Preisprozess die gleiche Situation wie im relativen Marktmodell 
vor und es gilt auch im ursprünglichen Modell die Charakterisierung eines Martingalmaßes 
gemäß Satz 5.4 und die Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) gemäß Satz 5.5 b.     

Für die Beweisrichtung „⇐“ von Satz 5.5, b zum Nachweis der sf-Arbitragefreiheit  genügt 

anstelle eines äquivalenten Martingalmaßes Q  T
M  im relativen Marktmodell tatsächlich 

aber auch die Existenz eines äquivalenten W-Maßes Q  T
M  im ursprünglichen Markt-

modell, also ohne die Martingaleigenschaft des relativen Preisprozesses S . Bei Verzicht 
auf einen Numéraire und die Martingaleigenschaft können dann aber in Satz 5.6 für die Fi-
nanzinstrumente auch Dividenden zugelassen werden. Diese Aussage für ein Marktmodell 
mit Dividenden und ohne Numéraire wird im folgenden modifizierten ersten Hauptsatz 5.6 
für endfällige Zahlungsprofile formuliert. Man erhält damit für die sf-Arbitragefreiheit 
(AFsf) sowohl eine wahrscheinlichkeitstheoretische Charakterisierung mittels der Existenz 

eines äquivalenten W-Maßes in T
M  (eines formalen W-Maßes) als auch eine linearal-

gebraische Charakterisierung  durch die Existenz eines auf (XT) =1 -normierten positiven 
Normalenvektors zum Unterraum MT  der NE-Zahlungsprofile. Die in Satz 5.5 auch schon 

angegebene linearalgebraische Formulierung und die dadurch mögliche geometrische In-
terpretation der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) durch die Existenz eines -normierten positiven 

Normalenvektors zum Unterraum T
M  ( T

V   Ω) liefert hier also die Idee für die ent-

sprechende Interpretation mit dem Unterraum MT (VT   Ω). Die Verallgemeinerung des 

ersten Hauptsatzes auf ein dividendenversehenes ursprüngliches oder relatives Marktmodell 
macht deutlich, dass die Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) im Wesentlichen 

durch die Existenz eines positiven Normalenvektors zu MT oder T
M  erfolgt. Die Existenz 

eines äquivalenten Martingalmaßes ist dabei nur der Spezialfall für ein dividendenloses re-

latives Marktmodell (mit dem konstanten relativen Numéraire B  = 1).         
Wie schon zu Beginn des vorherigen Abschnitts 5.1.11 dargestellt wurde, ist im relativen 

Marktmodell der T
M -Normalenvektor Q  

1
T
 M  stets selbst ein Diskontvektor (positiver 

Bewertungsvektor zur Preisberechnung). Im ursprünglichen Marktmodell dagegen liefert 
erst der unter der zusätzlichen Voraussetzung ZVU aus dem MT-Normalenvektor 

Q  1
T
 M  durch die Normierung auf die Komponentensumme 0 := (1Ω) (> 0) gewon-

nene MT-Normalenvektor YT := 0Q  0

T
 M  einen Diskontvektor.   
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Satz 5.6 Erster Hauptsatz der Preistheorie mit der Charakterisierung der sf-Ar-
bitragefreiheit (AFsf) eines dividendenversehenen Marktmodells durch die 
Existenz eines positiven MT-Normalenvektors bzw. eines äquivalenten W-

Maßes       

Es sei ((S,δ),F) ein Marktmodell , bei dem kein Numéraire benötigt wird und bei dem auch 

Dividenden zugelassen sind.  

a)  Das Marktmodell ist genau dann sf-arbitragefrei, wenn es mindestens einen Normalen-

vektor  Q in 1
T
 M , d. h. einen auf (XT) = 1 -normierten positiven Normalenvek-

tor zum Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile, bzw. ein äquivalentes W-Maß Q in 

T
M  gibt.  

b)  Die Menge der äquivalenten W-Maße in MT
 wird im Raum Ω der Zustands-

funktionen XT : Ω   beschrieben durch das teilweise offene konvexe Polyeder  

 1
T
 M  := T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1}.    

 Dieses Polyeder liefert alle W-Maße Q, deren zugehörige Zustandsfunktionen positiv 
auf Ω, -normiert und orthogonal zu den NE-Zahlungsprofilen des Unterraums MT sind. 

c)  Unter der zusätzlichen Voraussetzung von (ZVU) des Abschnitts 5.3.5 oder spezieller 
eines Numéraires B mit deterministischem BT  ist das Marktmodell genau dann sf-
arbitragefrei, wenn ein Diskontvektor, d. h. ein auf die Komponentensumme (XT) 

= 0 (> 0) -normierter positiver MT-Normalenvektor YT  0

T
 M , für die Preisbe-

rechnung der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT  ( )sf
T NV H  existiert. Die Menge AT

+ 

der Diskontvektoren ist dann gegeben durch das teilweise offene konvexe Polyeder  

 0

T
 M  := T

M   {0 < XT  0, κ(XT) = 0}.    

Beweis von a):  
„“: Das Marktmodell sei sf-arbitragefrei. Nach der oben in Abschnitt 5.1.2 angegebenen Charakteri-

sierung (AFsf )TM  der sf-Arbitragefreiheit sind also der lineare Unterraum TM  und der schwach po-

sitive Orthant 0




  von  Ω ( K) disjunkt:   

 TM   0




  = .              

Nach dem Alternativsatz 3.7 ist dies äquivalent zur Existenz eines (strikt) positiven Zahlungsprofils 

T  im orthogonalen Komplement des Unterraums TM , also eines positiven Normalenvektors des 

Unterraums MT,      

 T  T
M   0


  =: MT

+,  

wobei das orthogonale Komplement des Unterraums TM  bezüglich des in Abschnitt 2.9 angegebenen 

Skalarprodukts ,T TX Y  von WT,1 = Ω bzw. bezüglich des Standardskalarprodukts des K (K = Ω) 

für die Koordinaten-K-Tupel der XT, YT  Ω gebildet wird. Mit der Komponentensumme  

 κ(x) := 
1

K

k
k

x

  (x  K)  

des K „normiert“, erhält man aus der positiven Zustandsfunktion T  mit (T) > 0 die „normierte“ 

Zustandsfunktion   
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 Q := TQ  := 
( )

T

T



 
  1

T
 M  = T

M   {κ(XT) = 1, 0 < XT  1}.    

Mit der Zustandsfunktion Q  Ω ist auch eine Funktion Q auf der Partition PT = {({ω1},…,({ωK}} 

von Ω, ein W-Maß Q auf der -Algebra FT = (PT) = Ꮘ(Ω) und damit auf allen -Algebren Ft  FT 

definiert (t  I; Erklärung in Abschnitt 3.7.4). Da Q({ωk}) > 0 für alle ωk  Ω gilt, ist dieses W-Maß 

Q ein in T
M  gelegenes (zu P) äquivalentes W-Maß .  

Unter der zusätzlichen Voraussetzung (ZVU) von Abschnitt 5.3.4 oder spezieller bei Existenz eines 
Numéraires SN = B mit deterministischem BT ist bei gültiger sf-Arbitragefreiheit (AFsf) und damit 
gültigem LOPsfT (Begründung in den Erläuterungen zu Satz 5.12 in Abschnitt 5.3.12) der auf die 
Komponentensumme 0 := (1Ω) > 0 normierte positive MT-Normalenvektor  

 YT := 0Q  0

T
 M   

nach den Abschnitten 5.3.8 und 5.3.11 ein Diskontvektor (positiver Bewertungsvektor zur Preisbe-
rechnung) für die Zahlungsprofile XT  VT. Die Menge AT

+ der Diskontvektoren ist nach den Ab-

schnitten 5.3.8 und 5.3.10 gegeben durch das teilweise offene konvexe Polyeder 0

T
 M .    

„⇐“: Aus der Existenz eines -normierten positiven Normalenvektors Q  1
T
 M  bzw. eines äquiva-

lenten W-Maßes in T
M  folgt  

 T
M   0


   1

T
 M     

mit dem (strikt) positiven Orthanten 0

  = {XT  Ω : XT > 0} von Ω, daraus nach dem Alternativ-

satz 3.7 (in Abschnitt 3.6) 

 TM   0




  =               

mit dem schwach positiven Orthanten 0




  = {XT  Ω : XT 


 0} und nach der Charakterisierung 

(AFsfMT) von Abschnitt 5.1.2 die sf-Arbitragefreiheit im Marktmodell.   

Beweis von b):  
Die Menge der äquivalenten W-Maße in MT

 wird im Raum Ω der Zustandsfunktionen Q : Ω   

beschrieben durch die Teilmenge  

 1
T
 M  := T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1}.    

Diese Menge 1
T
 M  der äquivalenten W-Maße in T

M  ist als Durchschnitt des linearen Unterraums 

T
M , der offenen linearen Halbräume {XT(ωk) > 0} (k = 1,…,K), der abgeschlossenen affinen Halb-

räume {XT(ωk)  1} (k = 1,…,K) und der affinen Hyperebene {κ(XT) = 1} ein (teilweise offenes) kon-
vexes Polyeder.  

Beweis von c):  
Die Beweisrichtung „“ wurde schon in a) begründet. „⇐“: Umgekehrt folgt aus der Existenz eines 
Diskontvektors   

 YT   0

T
 M    

(0 > 0 ist nach Voraussetzung DPsfT1Ω+ der Startkapitaleinsatz v0(k) einer Duplikationsstrategie k 
von 1Ω) auch die Existenz eines positiven MT-Normalenvektors   

 QT := YT/0  1
T
 M   MT

+  

und damit nach a) die sf-Arbitragefreiheit.     

Die Sätze 5.6, a) und 5.5, a) als Versionen des ersten Hauptsatzes besagen, dass das divi-
dendenversehene Marktmodell genau dann sf-arbitragefrei ist, wenn es einen -normierten 

positiven Normalenvektor Q  1
T
 M  bzw. Q   

1
T
 M  gibt. Unter der zusätzlichen Vo-
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raussetzung (ZVU) im ursprünglichen Marktmodell oder spezieller eines Numéraires B mit 
deterministischem BT liegt die sf-Arbitragefreiheit auch genau dann vor, wenn es einen 

Diskontvektor Y  0

T
 M  gibt.  

Im Spezialfall des relativen Marktmodells, das stets mit dem konstanten Numéraire NS  

= B  = 1 ausgestattet ist, sind auch stets die zu (ZVU) analogen Bedingungen (ZVUrel) er-
füllt (siehe Abschnitt 5.3.5). Insbesondere ist für die relative sf-Duplikationsstrategie k von 
1Ω der Startkapitaleinsatz 0  := 0 ( )v k  = 1. Demnach ist ein relativer -normierter positiver 

Normalenvektor Q   1
T
 M  selbst auch ein Diskontvektor und im Spezialfall eines divi-

dendenlosen Marktmodells auch ein äquivalentes Martingalmaß. In der Abbildung 5.5 wer-

den die Lage eines relativen Diskontvektors Q   1
T
 M , eines MT-Normalenvektors 

Q  MT
1+ und eines Diskontvektors YT  0

T
 M  veranschaulicht.        

  

Abb. 5.5 Ein relativer Diskontvektor Q   1
T
 M  für das relative Marktmodell, ein positiver MT-

Normalenvektor Q  MT
1+ und ein Diskontvektor Y  0

T
 M  für das ursprüngliche 

Marktmodell bei sf-Arbitragefreiheit und unter den Voraussetzungen (ZVU)          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

kersf V0  

VT  

kersf VT  

MT 

MT
   

 

 
 

Ω  

   

   
   

Q  

   
 

fT  

YT   



264   5  Spezialfall der endfälligen Zahlungen 

5.2 Spezielle sf-Vollständigkeit (VSsfT), Diskontvektoren und 
äquivalente Martingalmaße   

Bei der hier in Kapitel 5 vorliegenden Einschränkung der Betrachtung auf die speziellen 
Zahlungsprofile X = (0,…,0,XT)T  W(T) = O  …  O  Ω bzw. auf die zum Endzeit-

punkt T auftretenden Zahlungsprofile XT   WT,1 = Ω, die beliebige auf Ω definierte reell-

wertige Zustandsfunktionen  
 XT : Ω    
sind, werden auch spezielle Definitionen der Duplizierbarkeit der Zustandsfunktionen 
XT  Ω, der Vollständigkeit des Marktmodells und der Gültigkeit des LOP bzw. der Arbit-
ragefreiheit im Marktmodell verwendet.  

sf-Duplizierbarkeit und selbstfinanzierende Handelsstrategien  
In Abschnitt 5.1.1 wurde bereits die sf-Duplizierbarkeit von XT  Ω mittels der Abbildung  
LT = VT so definiert, dass sie gleichbedeutend zur Duplizierbarkeit des zugehörigen X 
= (0,…,0,XT)T  W(T) mittels der Abbildung L ist:  

(DPsf)  X = (0,…,0,XT)T = L(h)  L( sf
NH ).   

Ein zustandsabhängiges reellwertiges Zahlungsprofil (Zahlungsanspruch) XT   Ω heißt 
also sf-duplizierbar (sf-erreichbar), wenn XT übereinstimmt mit dem durch die Abbildung 

LT = VT : sf
NH   Ω vermittelten Zahlungsprofil LT(h) einer selbstfinanzierenden Handels-

strategie h  sf
NH :            

(DPsfT)  XT = LT(h)  LT( sf
NH ).   

Die Übereinstimmung der Zustandsfunktionen XT und LT(h) soll dabei für alle Zustände 
ω  Ω und somit P-sicher gelten, wenn P das W-Maß für die Angabe der Eintrittswahr-
scheinlichkeiten der Kursentwicklungen ω ist. Anzumerken ist noch, dass in den Bedin-
gungen (DPsf) und (DPsfT) neben der LT-Duplizierbarkeit (DPVT) XT = LT(h) = VT(h) von 
XT auch noch die Selbstfinanzierungsbedingung  
(SF)  Lt(h) = 0 für t = 0, 1, …, T-1     
für die Handelsstrategien h  HN erfasst ist. Nur im Einperiodenmodell (T = 1) kann diese 

Bedingung (SF) L0(h) = 0 außer Acht gelassen werden, da sie für eine Duplikationsstrategie 
h stets erfüllbar ist (siehe Abschnitt 6.2.1 zur Äquivalenz der L-Duplizierbarkeit (DP) von 
X = (X0,X1)T mit der DT-Duplizierbarkeit (DPDT) von X1 unter der Voraussetzung (AWSδ) 

0S    0).     

Die rekursive Berechnung einer sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  für ein X  ( )sf

NL H  

erfolgt, wie schon in Abschnitt 5.1 erwähnt wurde, ebenso wie im allgemeinen Fall X 
 L(HN) von Abschnitt 3.2 durch das zeitlich absteigende Lösen des gestaffelten Glei-

chungssystems mit den Blöcken (DPAt-1,k), (t,k)  {T,…,0}  {1,…,kt-1} (At,m  At-1,k), jetzt 
aber mit den speziellen Werten Xt = 0 für t = T-1,…,0: 

(DPAt-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T

   (At,m  At-1,k) 

(t = T,…,0, At-1,k  Pt-1, k = 1,…,kt-1) mit den jeweils bekannten rechten Seiten  
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 Zt(At,m)  = Xt(At,m) + St(At,m)Tht+1(At,m),  
also  
 ZT(AT,m)  = XT(AT,m) für t = T,  m = 1,…,kT = K,  
 Zt(At,m)  = St(At,m)Tht+1(At,m) für t = T-1,…,0, m = 1,…,kt.        

5.2.1 sf-Vollständigkeit 

Das Marktmodell ((S,δ),F) heißt sf-vollständig, wenn jedes Zahlungsprofil XT   Ω sf-

duplizierbar ist, wenn also der LT-Bildraum der Abbildung LT : sf
NH   Ω den gesamten 

Zielraum Ω  ausfüllt, d. h. die Abbildung LT surjektiv ist. Gleichbedeutend dazu ist, dass 
jedes endfällige Zahlungsprofil X = (0,…,0,XT)T  W(T) mittels der Abbildung L duplizier-

bar ist:  

(VSsfT)  LT( sf
NH ) = Ω   bzw.  

(VSsf) L( sf
NH ) = W(T).      

Die sf-Vollständigkeit (VSsf) liegt genau dann vor, wenn die W(T)-Basis , kT 1  (k = 1,…,K) 

in L( sf
NH ) liegt, wenn also , kT 1   ( )sf

NL H  für k = 1,…,K gilt. Die sf-Vollständigkeit 

(VSsfT) liegt genau dann vor, die Ω-Basis 
k

1  = ek (k = 1,…,K) in LT( sf
NH ) = VT( sf

NH ) 

= VT liegt, wenn also 
k

1  VT für k = 1,…,K gilt.   

Wenn im Marktmodell die allgemeinere Vollständigkeit (VS) gilt, wenn also alle Zah-
lungsprofile X  W mittels L duplizierbar sind, dann gilt insbesondere auch die speziellere 

sf-Vollständigkeit (VSsf), bei der nur alle endfälligen Zahlungsprofile X  W(T) ( W) 

mittels L duplizierbar bzw. alle Zahlungsprofile XT  Ω mittels LT und selbstfinanzieren-

den Handelsstrategien h  sf
NH  (L0(h) = … = LT-1(h) = 0) duplizierbar sind:  

 (VS) ⇒ (VSsf).   

5.2.2 sf-Vollständigkeit des Mehrperiodenmodells und der enthalte-
nen Einperiodenmodelle      

Nach Satz 3.1 von Abschnitt 3.2.5 ist unter der Voraussetzung (AWSδ) die allgemeinere 
Vollständigkeit (VS) des Mehrperiodenmodells äquivalent zur Vollständigkeit aller enthal-
tenen Einperiodenmodelle. Bei der Begründung wird verwendet, dass im Einperiodenmo-
dell die speziellere Vollständigkeit (VSsf), (VSsfT) oder (VSDT) hinsichtlich endfälliger 
Zahlungsprofile äquivalent ist zur allgemeinen Vollständigkeit (VS) (Beweis in Ab-
schnitt 6.2.1 mittels der Äquivalenz der verschiedenen Duplizierbarkeiten). Wenn in einem 
echten Mehrperiodenmodell mit einer Laufzeit T  2 nur die spezielle Vollständigkeit 
(VSsfT) vorliegt, so folgt im Allgemeinen aber nicht die allgemeine Vollständigkeit (VS) 
des Mehrperiodenmodells bzw. die Vollständigkeit aller Einperiodenmodelle zu den Aus-
gangsknoten At-1,k, 1  t  T, k  {1,…,kt-1}. Dies wird durch das nachfolgende Beispiel 5.1 
gezeigt, in dem das Mehrperiodenmodell sf-vollständig ist, aber eines seiner Einperio-
denmodelle nicht vollständig ist. Nachfolgend wird mit Satz 5.7, a) begründet, dass aus der 
speziellen sf-Vollständigkeit (VSsfT) des Mehrperiodenmodells nur die Vollständigkeit der 
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Einperiodenmodelle mit den zum Zeitpunkt T-1 gehörigen Ausgangsknoten AT-1,k 
(k  {1,…,kT-1}) folgt. Weiter wird in Teil b) gezeigt, dass unter den zusätzlichen Voraus-
setzungen (WS1,T-1) und gültigem LOP in allen Einperiodenmodellen dann im Mehrperi-
odenmodell aus der sf-Vollständigkeit (VSsfT) auch die Vollständigkeit (VS) folgt. Nach 
Beispiel 3.4 in Abschnitt 3.4.4 ist das LOP in allen Einperiodenmodellen aber im Allge-
meinen nicht gültig, wenn nur das LOP im Mehrperiodenmodell gefordert wird.        

Satz 5.7 Zusammenhang zwischen der sf-Vollständigkeit (VSsfT) im Mehrperioden-
modell und der Vollständigkeit (VSDT oder VS) in den enthaltenen Ein-
periodenmodellen      

a)  Falls das Mehrperiodenmodell sf-vollständig ist, so sind alle diejenigen enthaltenen Ein-
periodenmodelle DT-vollständig, die zu den Ausgangsknoten AT-1,k (k  {1,…,kT-1}) des 
Zeitpunkts T-1 gehören. Unter der mathematisch-technischen Voraussetzung  

 (AWSδ)   0S    0 = (0,…,0)T  N     

 sind diese Einperiodenmodelle dann auch noch allgemein vollständig gemäß (VS).  

b) Für das Mehrperiodenmodell sei die mathematisch-technische Voraussetzung  
 (WS1,T-1)  St(At,m)  0 = (0,…,0)T  N   t  {1,…,T-1}, At,m  Pt    

 erfüllt und das 
   LOP in allen enthaltenen Einperiodenmodellen  
 gültig. Falls nun das Mehrperiodenmodell sf-vollständig ist, dann sind alle enthaltenen 

Einperiodenmodelle DT-vollständig und damit auch das gesamte Mehrperiodenmodell 
vollständig.    

Beweis: a) Das Mehrperiodenmodell sei sf-vollständig. Für ein beliebig vorgegebenes Zahlungsprofil 
XT  Ω  bzw. X = (0,…,0,XT)T  W(T) ist dann das Gleichungssystem XT = LT(h) bzw. X = L(h) mit 

einem h  sf
NH  lösbar. Nach Abschnitt 3.2.1 bedeutet dies die Lösbarkeit aller Gleichungssystem-

blöcke  

(DPAt-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T    (At,m  At-1,k) 

(t = T,…,1,0; k = 1,…,kt-1; k0 = k-1 = 1, A0,1 = A-1,1 = Ω) mit den sukzessive zeitlich rückwärts errech-
neten rechten Seiten  
 Zt(At,m) = Xt(At,m) + St(At,m)Tht+1(At,m),  t = T,…,0; m = 1,…,kt (hT+1(AT,m) = 0),   
für eine beliebige Zustandsfunktion XT  Ω und die speziellen Zustandsfunktionen XT-1 = … = X0 
= 0.     
Insbesondere sind damit für den Zeitindex t = T die Gleichungssysteme (DPAT-1,k) (k = 1,…,kT-1) für 
beliebig vorgegebene rechte Seiten ZT(AT,m) = XT(AT,m)   (AT,m = {ωm}  PT) lösbar, was nach Ab-

schnitt 3.2.2 die Vollständigkeit (VSDT) bzw. (VS) der Einperiodenmodelle mit den Ausgangsknoten 
AT-1,k des Zeitpunkts T-1 bedeutet. Für den Schluss von der DT-Vollständigkeit (VSDT) auf die allge-
meine Vollständigkeit (VS) der Einperiodenmodelle wird dabei die Voraussetzung (AWSδ) ver-
wendet (siehe Abschnitt 6.2.1).  

b) Das Mehrperiodenmodell sei sf-vollständig, es sei die Voraussetzung (WS1,T-1) erfüllt und für alle 
im Mehrperiodenmodell enthaltenen Einperiodenmodelle gelte das LOP. Da in Beweisteil a) die Voll-
ständigkeit (VSDT) für die Einperiodenmodelle zu den Ausgangsknoten AT-1,k (k = 1,…,kT-1) schon 
bewiesen wurde,  ist jetzt noch für ein beliebiges im Mehrperiodenmodell enthaltenes, zu einem Aus-
gangsknoten At-2,r (2  t  T, r  {1,…,kt-2}) gehöriges festes Einperiodenmodell die DT-Vollständig-
keit (VSDT) zu zeigen: Es ist also die Lösbarkeit des Gleichungssystemblocks     

(DPAt-2,rY) 1 1, 1 2, 1 1,( ) ( ) ( )t t k t t r t t kS A h A Y A
     T    (At-1,k  At-2,r) 
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für beliebig vorgegebene rechte Seiten Yt-1(At-1,k)   in den Nachfolgerknoten At-1,k von At-2,r mit ei-
nem auf dem Ereignis At-2,r konstanten Portfoliovektor ht-1(At-2,r)  N nachzuweisen.  

Heuristische Bestimmung von Hilfsgrößen:  
Nach der beliebigen Vorgabe der rechten Seiten Yt-1(At-1,k)   (At-1,k  At-2,r) in den unmittelbaren 
Nachfolgerknoten At-1,k von At-2,r für den obigen Gleichungsblock (DPAt-2,rY) werden nun als 
Hilfsgrößen auch noch Portfoliovektoren hs(As-1,k) in den weiteren Nachfolgerknoten As-1,k von At-2,r 
und rechte Seiten Ys(As,m) in den Nachfolgerknoten As,m  As-1,k ( At-2,r, s = t,…,T, m  {1,…,ks}) für 
die Gleichungsblöcke  

(DPAs-1,kY) , 1, ,( ) ( ) ( )s s m s s k s s mS A h A Y A
 T    (As,m  As-1,k) 

geeignet festgelegt. Dies geschieht in der Absicht, schließlich zu einem endfälligen Zahlungsprofil XT 
 Ω  zu gelangen, für welches aufgrund der Voraussetzung (VSsf) die sf-Duplizierung (DP) mittels 

einer sf-Handelsstrategie h  sf
NH  im Mehrperiodenmodell möglich ist. Diese sf-Duplizierung von XT 

soll dann insbesondere auch die DT-Duplizierung der vorgegebenen Werte Yt-1(At-1,k) (At-1,k  At-2,r) im 
obigen Gleichungsblock (DPAt-2,rY) mittels eines Portfoliovektors ht-1(At-2,r)  N irgendwie sicher-
stellen.     
Die Bestimmung der Hilfsgrößen hs(As-1,k) und Ys(As,m) erfolgt dabei zeitlich aufsteigend für die Zeit-
punkte s = t,…,T, also in umgekehrter Richtung als die zeitlich absteigende Auflösung des Glei-
chungssystems (DP) mit der Berechnung der rechten Seiten Zs(As,m) der Gleichungsblöcke (DPAs-1,k) 
= (DPAs-1,kZ). Das Berechnungsschema wird für s = t in Abbildung 5.6 dargestellt und nachfolgend 
noch ausführlich besprochen. Schließlich sind dann auch zum Endzeitpunkt T in den Nachfolgerkno-
ten AT,m von At-2,r die rechten Seiten YT(AT,m) (AT,m  At-2,r) festgelegt. Man definiert nun zu diesen 
rechten Seiten ein Zahlungsprofil XT  Ω mit 
 XT(AT,m) = YT(AT,m) für AT,m  At-2,r,     
 XT(AT,m)   beliebig  für AT,m  At-2,r.        

Da nach der Voraussetzung (VSsfT) das Mehrperiodenmodell sf-vollständig ist, ist insbesondere das 
eben definierte spezielle Zahlungsprofil XT sf-duplizierbar, also das zugehörige lineare Gleichungs-
system  
(DPsfT)  VT(h) = XT     

mit einer sf-Handelsstrategie h  sf
NH  lösbar. Dies bedeutet, dass beim zeitlich rückwärts verlaufen-

den Berechnungsschema alle Gleichungssystemblöcke  

(DPAt-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T    (At,m  At-1,k) 

mit passenden Portfoliovektoren ht(At-1,k)  N lösbar sind (t = T,…,0, At-1,k  Pt-1, k = 1,…,kt-1). Da-

bei sind bei der sf-Duplizierung die rechten Seiten Zt(At,m) (nach Abschnitt 5.1.1 wegen Xt = 0 für 
t = T-1,…,0) gegeben durch die Zahlungskomponenten XT(AT,m) für t = T und durch die Reinvesti-

tionswerte Rt(h)(At,m) = St(At,m)Tht+1(At,m) der sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  für t = T-1,…,0:      

 ZT(AT,m)  = XT(AT,m) für t = T,  m = 1,…,kT = K,  
 Zt(At,m)  = St(At,m)Tht+1(At,m) für t = T-1,…,0, m = 1,…,kt.        
Nachfolgend wird noch gezeigt, dass die rechten Seiten Zs(As,m) von (DPAs-1,k) = (DPAs-1,kZ) überein-
stimmen mit den rechten Seiten Ys(As,m) von (DPAs-1,kY) in allen Nachfolgerknoten As,m von At-2,r (s 
= t-1,…,T). Demzufolge ist insbesondere für s = t -1 der Gleichungsblock   

(DPAt-2,rY) = (DPAt-2,r)  1 1, 1 2, 1 1, 1 1,( ) ( ) ( ) ( )t t k t t r t t k t t kS A h A Z A Y A
        T   (At-1,k  At-2,r) 

lösbar und somit das zum Ausgangsknoten At-2,r gehörige Einperiodenmodell DT-vollständig.   
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Abb. 5.6 Schema zur sukzessiven Berechnung der rechten Seiten Yt(At,m) in den Nachfolgerknoten 
At,m von At-1,k  At-2,r: Ausgehend vom Kapitaleinsatz Yt-1(At-1,k) = Rt-1(h)(At-1,k) als Rein-
vestitionswert im Knoten At-1,k wird dazu ein Portfoliovektor 1,'( )t t kh A   bestimmt und der 

sich zufällig aus Rt-1(h)(At-1,k) entwickelnde Vermögenswert Yt(At,m) := Vt(h‘)(At,m) im je-
weiligen Nachfolgerknoten At,m berechnet.         

Es soll nun das Berechnungsschema für die Hilfsgrößen hs(As-1,k) und Ys(As,m) in den Nachfolgerkno-
ten As-1,k bzw. As,m von At-2,r zuerst für den Zeitpunkt s = t dargestellt werden. Eine grafische Veran-
schaulichung ist in Abbildung 5.6 gegeben. Dazu betrachtet man im Zeitpunkt t - 1 einen festen un-
mittelbaren Nachfolgerknoten At-1,k von At-2,r, für den die zugehörige rechte Seite Yt-1(At-1,k) schon (be-
liebig) vorgegeben ist. Um nun auch für die Nachfolgerknoten At,m von At-1,k die rechten Seiten 
Yt(At,m) von  

(DPAt-1,kY)  , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Y A
 T    (At,m  At-1,k) 

festzulegen, sollen zunächst ein Portfoliovektor ht(At-1,k) geeignet bestimmt werden und dann mit die-
sem die rechten Seiten Yt(At,m) (At,m  At-1,k) mittels der Gleichung (DPAt-1,kY) definiert werden. Auf 
diese Weise ist dann der Portfoliovektor ht(At-1,k) eine Lösung von (DPAt-1,kY).  

Zur heuristischen Herleitung einer notwendigen Bedingung für den Portfoliovektor ht-1(At-1,k) nimmt 

man an, dass der Portfoliovektor ht-1(At-1,k) Bestandteil einer sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH ist, bei 

deren Duplizierungsgleichung (DPsfT) der Wert Yt-1(At-1,k) als rechte Seite auftritt. Demzufolge ist der 
Ft-2-messbare Portfoliovektor ht-1(At-1,k) = ht-1(At-2,r) (At-1,k  At-2,r) eine Lösung des obigen Glei-

chungsblocks  

(DPAt-2,rY)  1 1, 1 2, 1 1,( ) ( ) ( )t t k t t r t t kS A h A Y A
     T   (At-1,k  At-2,r) 

bzw. im Partitionsereignis At-1,k der zugehörige Vermögenswert  

 Vt-1(h)(At-1,k)  = 1 1, 1 1,( ) ( )t t k t t kS A h A
   

T   

   = 1 1, 1 2,( ) ( )t t k t t rS A h A
   

T       

gleich der rechten Seite Yt-1(At-1,k):  
 Vt-1(h)(At-1,k) = Yt-1(At-1,k).    
Nicht verwendet wird hier, dass der Portfoliovektor ht-1(At-1,k) auf den Knoten At-1,k  At-2,r konstant 
ist: ht-1(At-1,k) = ht-1(At-2,r)  At-1,k  At-2,r.     
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ht‘(At-1,k) = ht‘(At,m) 
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Weiter wird beachtet, dass bei einer sf-Handelsstrategie h  sf
NH  im Partitionsereignis At-1,k 

(1 ≤ t-1 ≤ T-1) wegen der Selbstfinanzierungsbedingung (SF)  
 Vt-1(h)(At-1,k) - Rt-1(h)(At-1,k) = Lt-1(h)(At-1,k) = 0            
der Reinvestitionswert Rt-1(h)(At-1,k) gleich dem Vermögenswert Vt-1(h)(At-1,k) ist. Demzufolge ist dann 

auch der Reinvestitionswert Rt-1(h)(At-1,k) = 1 1, 1,( ) ( )t t k t t kS A h A  
T  gleich der rechten Seite Yt-1(At-1,k):  

 Rt-1(h)(At-1,k) = Yt-1(At-1,k).  
Somit ist der Portfoliovektor ht(At-1,k) notwendig Lösung der zum Reinvestitionswert gehörigen linea-
ren Gleichung       

  1 1, 1,( ) ( )t t k t t kS A h A  
T  = Yt-1(At-1,k). 

Aufgrund der Voraussetzung (WS1,T-1) und wegen 2  t  T ist 1 1,( )t t kS A    0, sodass diese Glei-

chung mindestens eine Lösung 1,'( )t t kh A    N besitzt.  

Mit dieser zum Reinvestitionswert Yt-1(At-1,k) im Knoten At-1,k erhaltenen Lösung ht(At-1,k) = 1,'( )t t kh A 

definiert man nun für die Nachfolgerknoten At,m von At-1,k mittels obiger Gleichung (DPAt-1,kY) die 
rechten Seiten        

 Yt(At,m) := Vt(h‘)(At,m) = , 1,( ) '( )t t m t t kS A h A


T   (At,m  At-1,k) 

als die Vermögenswerte Vt(h‘)(At,m) des Portfoliovektors 1,'( )t t kh A   im Zeitpunkt t, die sich aus des-

sen Reinvestitionswert Rt-1(h‘)(At-1,k) des Zeitpunkts t - 1 entwickeln. Damit ist der Portfoliovektor 

1,'( )t t kh A   Lösung des Gleichungsblocks   

(DPAt-1,kY)  , 1, ,( ) '( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Y A
 T   (At,m  At-1,k).  

Für den Portfoliovektors 1,'( )t t kh A   ist Yt-1(At-1,k) der Reinvestitionswert, aus dem sich seine Ver-

mögenswerte Vt(h‘)(At,m) in den Nachfolgerknoten At,m  At-1,k in rein zufälliger Weise entwickeln.   
Aufgrund von bestimmten Annahmen hat man zumindest ein Verfahren entwickelt, um in den Nach-
folgerknoten At-1,k von At-2,r gewisse Portfoliovektoren 1,'( )t t kh A   und in den  Nachfolgerknoten At,m 

von At-2,r rechte Seiten Yt(At,m) zu bestimmen. Diese Portfoliovektoren 1,'( )t t kh A   sind zwar jeweils 

Lösung der einzelnen Reinvestitionswert-Gleichung  

  Rt-1(h’)(At-1,k) = 1 1, 1,( ) '( )t t k t t kS A h A  
T  = Yt-1(At-1,k)  

und damit der einzelnen Vermögenswert-Gleichung  

 Vt-1(h‘)(At-1,k) = 1 1, 1 1,( ) '( )t t k t t kS A h A
   

T  = Yt-1(At-1,k) 

aber im Allgemeinen nicht konstant auf At-2,r. Sie liefern daher im Allgemeinen noch keine auf At-2,r 
konstante Lösung 2,'( )t t rh A   des Gleichungsblocks    

(DPAt-2,rY) 1 1, 1 2, 1 1,( ) '( ) ( )t t k t t r t t kS A h A Y A
     T    (At-1,k  At-2,r)  

und somit nicht die DT-Vollständigkeit des zum Ausgangsknoten At-2,r gehörigen Einperiodenmodells. 
Für diesen Nachweis werden nachfolgend noch die Festlegung der rechten Seiten Ys(As,m) in den wei-
teren Nachfolgerknoten As,m von At-2,r und weitere Voraussetzungen wie (WS1,T-1), die sf-Vollstän-
digkeit des Mehrperiodenmodells und die Gültigkeit des LOP in den Einperiodenmodellen benötigt.     

Festlegung der Portfoliovektoren 1,'( )t s kh A   und der rechten Seiten Ys(As,m) für die Nachfolgerknoten 

As,m  As-1,k  At-2,r, s = t,…,T:     
Wie oben für den Zeitpunkt t und die Knoten At,m ( At-1,k  At-2,r) die Berechnung von rechten Seiten 
Yt(At,m) dargestellt wurde, so können auch für die nachfolgenden Zeitpunkte s und die zugehörigen 
Nachfolgerknoten As,m ( At-1,k, 2 ≤ t < s  T) wegen der Voraussetzung (WS1,T-1) Portfoliovektoren 

1,'( )s s kh A   als Lösung der linearen Reinvestitionswert-Gleichung   

 Rs-1(h‘)(As-1,k) = 1 1, 1,( ) '( )s s k s s kS A h A  
T  = Ys-1(As-1,k)   
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und dazu rechte Seiten Ys(As,m) als die Vermögenswerte Vs(h‘)(As,m) = , 1,( ) '( )s s m s s kS A h A


T  von 

1,'( )s s kh A   berechnet:  

 Ys(As,m) := Vs(h‘)(As,m) = , 1,( ) '( )s s m s s kS A h A


T .   

Damit ist dann der Reinvestitionswert des Portfoliovektors 1,'( )s s kh A   gleich Ys-1(As-1,k)  und der Port-

foliovektor 1,'( )s s kh A   eine Lösung des Vermögenswert-Gleichungsblocks  

(DPAs-1,kY) , 1, ,( ) '( ) ( )s s m s s k s s mS A h A Y A
 T    (As,m  As-1,k).  

Zuletzt erhält man die rechten Seiten YT(AT,m) =: XT(AT,m) zu den Nachfolgerknoten AT,m  At-2,r. Die 
restlichen Werte XT(AT,m) eines Zahlungsprofils XT  Ω zu den Knoten AT,m  PT mit AT,m ⊈ At-2,r 

werden beliebig gewählt.  

Existenz einer sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  für XT:    

Für alle diese XT(AT,m) zusammen mit den speziellen Werten XT-1 = … = X0 = 0 ist das Gleichungs-
system (DP) L(h) = X zur Duplizierung von X = (0,…,0,XT)T bzw. das Gleichungssystem (DPsfT) 
VT(h) = XT zur sf-Duplizierung von XT aufgrund der Voraussetzung (VSsfT) lösbar. Für die bei der 

Bestimmung einer sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  von XT jetzt in den Gleichungssystemblöcken  

(DPAs-1,k)  , 1,( ) ( )s s m s s kS A h A


T  = Zs(As,m)   (As,m  As-1,k) 

auftretenden rechten Seiten Zs(As,m) gilt    
 ZT(AT,m)  = XT(AT,m) = YT(AT,m) für s = T,  
 Zs(As,m) = Xs(As,m) + Ss(As,m)Ths+1(As,m)    
   = Ss(As,m)Ths+1(As,m)   (Xs(As,m) = 0) 
   = Rs(h)(As,m)           für 0  s  T - 1. 
Für die Zeitindizes s = 0,…,T-1 sind die rechten Seiten Zs(As,m) (As,m  As-1,k) der Gleichungsblöcke 

(DPAs-1,k) durch die Reinvestitionswerte Rs(h)(As,m) der sf-Handelsstrategie h  sf
NH  gegeben.   

Übereinstimmung der rechten Seiten Zs(As,m) und Ys(As,m):   
Es wird nun noch zeitlich absteigend mittels vollständiger Induktion nach s = T,…,t-1 begründet, dass 
die rechten Seiten Zs(As,m) und Ys(As,m) für die Nachfolgerknoten As,m von At-2,r (t-1  s  T) überein-
stimmen:  
 Zs(As,m) = Ys(As,m)  für As,m  At-2,r, s = t-1, …, T.      
Als Induktionsbeginn hat man zum Endzeitpunkt T definitionsgemäß die Übereinstimmung ZT(AT,m) 
= XT(AT,m) = YT(AT,m). Falls nun im Sinne einer Induktionsannahme für ein festes s  [t,T] die Über-
einstimmung Zs(As,m) = Ys(As,m) für alle As,m  At-2,r richtig ist, kann sie auch für jeden zeitlich vorher-
gehenden Nachfolgerknoten As-1,k von At-2,r gezeigt werden:  
Nach der Induktionsannahme stimmen also insbesondere in dem zu einem Ausgangsknoten As-1,k 
( At-2,r) und dessen Nachfolgerknoten As,m  As-1,k gehörigen Einperiodenmodell die Zustandsfunkti-
onen Ys und Zs auf den Knoten As,m überein (t ≤ s ≤ T). Induktionsschluss s  s - 1: Aufgrund der De-
finition der rechten Seiten Ys(As,m) (s = t, …, T, As,m  Ps) als Vermögenswerte zum Portfoliovektor 

1,'( )s s kh A   ist dieser Portfoliovektor Lösung des Gleichungsblocks   

(DPAs-1,kY)  , 1, ,( ) '( ) ( )s s m s s k s s mS A h A Y A
 T   (As,m  As-1,k).  

Aufgrund der Bestimmung der Handelsstrategie h  sf
NH  als sf-Duplikationsstrategie von XT  ist der 

Portfoliovektors 1,( )s s kh A   eine Lösung des Gleichungsblocks (DPAs-1,k) = (DPAs-1,kZ) zu den rechten 

Seiten Zs(As,m) (s = 0,…,T):  

(DPAs-1,kZ)  , 1,( ) ( )s s m s s kS A h A


T  = Zs(As,m)   (As,m  As-1,k).  

Also sind diese beiden Portfoliovektoren 1,'( )s s kh A   und 1,( )s s kh A   Lösungen der Blöcke (DPAs-1,kY) 

und (DPAs-1,kZ) mit gleichen rechten Seiten, d. h.  Duplikationsportfoliovektoren der gleichen Zu-
standsfunktion Ys = Zs auf den Knoten As,m.  
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Da im Einperiodenmodell voraussetzungsgemäß das LOP gültig ist und dieses nach Abschnitt 6.2.2 
(siehe äquivalente Formulierungen des LOP) äquivalent zum LOPDT ist, ist der Reinvestitionswert 
Rs-1(h)(As-1,k) = Ss-1(As-1,k)Ths(As-1,k) für alle Duplikationsportfoliovektoren 1,( )s s kh A   von Ys = Zs kon-

stant.29 Es gilt also   
 Ys-1(As-1,k)  = Rs-1(h‘)(As-1,k)  
   = Rs-1(h)(As-1,k)  
   = Zs-1(As-1,k)  
und der Induktionsschluss von s auf s - 1 ist erbracht. Damit ist die Übereinstimmung der rechten Sei-
ten Zs(As,m) und Ys(As,m) für die Zeitindizes s = T, …, t-1 gezeigt.       

Lösbarkeit des Gleichungsblocks (DPAt-2,r) für beliebige rechte Seiten Yt-1(At-1,k):     
Insbesondere hat man dann auch für s = t-1 die Übereinstimmung  
 Yt-1(At-1,k) = Zt-1(At-1,k) für At-1,k  At-2,r,   
sodass das Gleichungssystem  

(DPAt-2,rY) 1 1, 1 2, 1 1,( ) ( ) ( )t t k t t r t t kS A h A Y A
     T    (At-1,k  At-2,r)  

für die beliebig vorgegebenen rechten Seiten Yt-1(At-1,k) lösbar und das zugehörige Einperiodenmodell 
DT-vollständig ist.  
Da nun alle im Mehrperiodenmodell enthaltenen Einperiodenmodelle DT-vollständig sind, ist nach 
Satz 3.1 von Abschnitt 3.2.5 auch das Mehrperiodenmodell vollständig.    

Beispiel 5.1 Ein Mehrperiodenmodell (Zwei Perioden-Drei Zustände-Zwei Finanzinstrumente-
Modell) mit gültiger sf-Vollständigkeit (VSsfT) und mit einem nichtvollständigen 
Einperiodenmodell             

In dem folgenden Zahlenbeispiel eines Marktmodells ist die Anzahl der dividendenlosen (δ = 0) Fi-
nanzinstrumente N = 2, die Anzahl der Zeitperioden T = 2 und die Anzahl der Zustände Ω = K = 3. 

Die Knoten des Informationsbaums zum Preisprozess S = S   sind  

 A0 := A0,1 = Ω = {ω1,ω2,ω3},  
 A1,1 = {ω1}, A1,2 = {ω2,ω3},  
 A2,k = {ωk} für k = 1, 2, 3.  
Die Filtration P = (Pt)t=0,1,2 der Partitionen ist gegeben durch  

 P0 = {A0},  

 P1 = {A1,1,A1,2},  

 P2 = {A2,1,A2,2,A2,3} = {{ω1},{ω2},{ω3}}.      

Der P-adaptierte Preisprozess S  W2 ist gegeben durch  

 S0
T  = S0(A0)T  = (80,100),  

 S1
T  = (S1(A1,1);S1(A1,2))  = (64,72;96,108),  

 S2
T  = (S2(ω1);S2(ω2);S2(ω3)) = (58,132;76.8,99;105.6,81).       

Für das Marktmodell ist die mathematisch-technische Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 erfüllt. Die mit 

dem Marktmodell zu duplizierenden und zu bewertenden P-adaptierten endfälligen Zahlungsprofile 

sind jetzt die speziellen Zahlungsprofile X = (X0,X1,X2)T  W(T) mit        

 X0 = 0, X1 = (0,0)T und X2 = (X2(ω1),X2(ω2),X2(ω3))T = (X2,1, X2,2, X2,3)T  3.    
Es wird gezeigt, dass das Mehrperiodenmodell sf-vollständig ist und das zum Ausgangsknoten A0 ge-
hörige Einperiodenmodell nicht vollständig ist.   

Das zur Bestimmung einer sf-Duplikationsstrategie h = (h0,h1,h2)T  sf
NH  zu lösende gestaffelte inho-

mogene lineare Gleichungssystem (DP) L(h) = X lässt sich in drei Teile zerlegen:  

 
29  Weitere Ausführungen zu einem im Mehrperiodenmodell enthaltenen Einperiodenmodell findet 

man hinsichtlich Duplizierbarkeit, LOP und Vollständigkeit auch noch in Abschnitt 3.2 und 
hinsichtlich LOP und Bewertungsvektor in Abschnitt 3.4.4 im Beweis von Satz 3.4.      
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(DPA1,k) 2 2, 2 1,( ) ( )m kS A h A T   = X2(A2,m)  (A2,m  A1,k),  A1,k  P1,        

(DPA0,1) 1 1, 1 0( ) ( )mS A h A T   = Z1(A1,m) = S1(A1,m)Th2(A1,m)  (A1,m  A0),       

(DPA-1,1)  0 0 0 0( ) ( )S A h A T   = Z0(A0) = S0(A0)Th1(A0).           

Der erste Teil wird in der Abbildung 5.7 durch die gelb und grün umrandeten Teilgraphen von Ein-
periodenmodellen veranschaulicht, der zweite Teil durch den blau umrandeten Teilgraphen eines Ein-
periodenmodells. Der dritte Teil liefert im Knoten A0 den Startkapitalwert V0(h) = Z0(A0) und die Be-
merkung, dass der Portfoliovektor h0 nicht eindeutig bestimmt ist.  

 

Abb. 5.7 Der Informationsbaum eines Mehrperiodenmodells mit dem Preisprozess S = Sδ (δ = 0, 
N = 2, T = 2, K = Ω = 3) und die gestrichelt umrandeten Teilgraphen der enthaltenen 
Einperiodenmodelle mit dem blau umrandeten nicht vollständigen Einperiodenmodell. In 
den Knoten At,k sind neben dem Preisprozesswert St(At,k) noch der Zahlungswert Xt(At,k) 
des Zahlungsprofils X = (0,0,X2)T  W(T), die rechte Seite Zt des jeweiligen Gleichungs-

systems und der gesuchte Portfoliovektor ht der sf-Duplikationsstrategie h = (h0,h1,h2)T 
aufgeführt. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A1,1 = {ω1}:  

S1(A1,1)T = (64,72) 
h2(A1,1)   L(A1,1,X2)    

X1(A1,1) = 0  
Z1(A1,1) = S1(A1,1)Th2(A1,1) 

0 1 t  2 

{ω1}: 
S2(ω1)T = (58,132) 
 
Z2(ω1) = X2(ω1)   

P0 = {Ω}  P1 = {A1,1,A1,2}  P2 = {{ω1},{ω2},{ω3}}} 

A0 = Ω: 
S0(A0)T = (80,100) 
h1(A0)    
X0(A0) = 0  
Z0(A0) = S0(A0)Th1(A0)     
---------------------------- 
h0(A0) nicht eind. best.   

A1,2 = {ω2,ω3}:  

S1(A1,2)T = (96,108) 
h2(A1,2) eind. best.      
X1(A1,2) = 0  
Z1(A1,2) = S1(A1,2)Th2(A1,2)  

{ω2}: 
S2(ω2)T = (76.8,99) 
 
Z2(ω2) = X2(ω2)   

{ω3}: 
S2(ω3)T = (105.6,81) 
 
Z2(ω3) = X2(ω3)   
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1) a) Zum Knoten A1,1 = {ω1} der Partition P1 gehört das gelb umrandete Einperiodenmodell und das 

inhomogene lineare Gleichungssystem  

(DPA1,1)  
1
2 1,11 2

2 1 2 1 2 12
2 1,1

( )
( ) ( ) ( )

( )

h A
S S X

h A
  

 
   
 

    (δ = 0) 

bzw. mit den Zahlenwerten des Preisprozesses  

  
1
2 1,1

2 12
2 1,1

( )
58 132 ( )

( )

h A
X

h A


 
   
 

.  

Zum Gleichungssystem (DPA1,1) erhält man den Zeilenraum  

 Z(A1,1) := lin { 2 ( )mS   : ωm  A1,1} = lin 2 1( )S    = lin (58,132)T,   

der als lineare Hülle der für die Duplizierung zuständigen Zeilen 2 1( )S  T  der Matrix des Gleichungs-

systems gebildet wird, weiter den linearen Lösungsraum  

 1,1
ˆ ( )AL  = Z(A1,1) = { 2 1( )S  }  

   = { 2 1,1
ˆ ( )h A   2 : 2 1 2 1,1

ˆ( ) ( )S h A  T  = 0} 

   = lin (132,-58)T    

des zu (DPA1,1) gehörigen homogenen Gleichungssystems 2 1 2 1,1( ) ( )S h A  T  = 0 und schließlich zu fest 

vorgegebenem X2,1 = X2(ω1) den affinen Lösungsraum L(A1,1,X2) des inhomogenen Gleichungssys-

tems (DPA1,1) als Minkowski-Summe einer speziellen Lösung 2 1,1'( )h A  = (0,X2,1/132)T von (DPA1,1) 

und des linearen Lösungsraums 1,1
ˆ( )AL :  

 L(A1,1,X2)  = 2 1,1'( )h A  + 1,1
ˆ ( )AL   

   = {(0,X2,1/132)T + (132,-58)T :   }  .      
Das Gleichungssystem (DPA1,1) ist also für jede beliebige rechte Seite X2,1 lösbar und besitzt jeweils 
einen eindimensionalen affinen Lösungsraum in 2 für den gesuchten Duplikationsportfoliovektor 
h2(A1,1).  

Es wird jetzt noch begründet, dass der Reinvestitionswert  
 R1(h)(A1,1) = S1(A1,1)Th2(A1,1)     
für alle Duplikationsportfoliovektoren von X2,1 = X2(ω1), d. h. für alle  
 h2(A1,1)  L(A1,1,X2,1),  

nicht konstant ist und sogar alle Werte in  annimmt. Im zum Knoten A1,1 gehörigen und gelb um-
randeten Einperiodenmodell ist also das LOP nicht gültig. Der für die Reinvestition im Knoten A1,1 

zuständige Preisvektor S1(A1,1) = (64,72)T liegt hier nämlich nicht im Zeilenraum Z(A1,1) = 1,1
ˆ( )A L  

des Gleichungssystems (DPA1,1), sodass die zugehörige Linearform S1(A1,1)T : 2   einen nichttri-

vialen Bildraum von 1,1
ˆ( )AL  besitzt. Es ist also  

 S1(A1,1)T( 1,1
ˆ( )AL )  = lin (64,72)(132,-58)T = lin 4272 =   O  

und demzufolge  

 S1(A1,1)T(L(A1,1,X2))  = (64,72)(0,X2,1/132)T + (64,72) 1,1
ˆ ( )AL    

    = 72X2,1/132 +  = , 
also das Bild von L(A1,1,X2) nicht ein einzelner Punkt von , sondern ganz .  

Zur Duplizierung von X2,1 = X2(ω1) kann also jeder beliebige reelle Reinvestitionswert vorgeschrieben 
und dazu ein Duplikationsportfoliovektor h2(A1,1) angegeben werden. Diese Eigenschaft wird nachfol-
gend in 2) noch zum Nachweis von (VSsfT) verwendet.   
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b) Zum Knoten A1,2  P1 gehört das grün umrandete Einperiodenmodell und das Gleichungssystem  

(DPA1,2) 
11 2
2 1,22 2 2 2 2 2

21 2
2 1,22 3 2 3 2 3

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

h AS S X

h AS S X

  

  

    
      

    
   (δ = 0) 

bzw. mit den Zahlenwerten des Preisprozesses  

 
1
2 1,2 2 2

2
2 1,2 2 3

76.8 99 ( ) ( )

105.6 81 ( ) ( )

h A X

h A X





    
           

.  

Da die Determinante der quadratischen Matrix des Gleichungssystems von Null verschieden ist, ist 

der lineare Lösungsraum 1,2
ˆ ( )AL  des zugehörigen homogenen Gleichungssystems der Nullraum von 

2 und der affine Lösungsraum L(A1,2,X2) von (DPA1,2) zu jeder beliebig vorgegebenen rechten Seite 

(X2(ω2),X2(ω3))T genau ein Punkt in 2. Zu jedem (X2(ω2),X2(ω3))T  2 gibt es genau einen Dupli-
kationsportfoliovektor h2(A1,2)  2 und Reinvestitionswert R1(h)(A1,2) = S1(A1,2)Th2(A1,2).    

2) Nach der Betrachtung der Knoten der Partition P1 gelangt man zum Knoten A0 der Partition P0. Zu 

diesem Knoten A0 = Ω  P0 und seinen Nachfolgerknoten A1,1, A1,2  P1 gehört das blau umrandete 

Einperiodenmodell, in dem ein Portfoliovektor 1 0( )h A  =  1 2
1 0 1 0( ), ( )h A h A T gesucht wird. Zu seiner 

Bestimmung verwendet man das Gleichungssystem  

(DPA0,1) 
1 2 1
1 1,1 1 1,1 1 1,11 0

1 2 2
1 1,2 1 1,2 1 1,21 0

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

S A S A Z Ah A

S A S A Z Ah A

    
        
    

   (δ = 0) 

bzw. mit den Zahlenwerten des Preisprozesses  

 
1

1 1,11 0

2
1 1,21 0

64 72 ( )( )

96 108 ( )( )

Z Ah A

Z Ah A

   
            

.     

Die dabei auftretenden rechten Seiten sind jetzt die Reinvestitionswerte der in den obigen Glei-
chungssystemen bestimmten Duplikationsportfoliovektoren h2(A1,1) und h2(A1,2):     
 Z1(A1,1) = S1(A1,1)Th2(A1,1) = (64,72)Th2(A1,1),     
 Z1(A1,2) = S1(A1,2)Th2(A1,2) = (96,108)Th2(A1,2).           
Da in der Matrix des Gleichungssystems (DPA0,1) die Zeilenvektoren S1(A1,1)T = (64,72) und S1(A1,2)T 
= (96,108) linear abhängig sind,  
 S1(A1,2)T = S1(A1,1)T) mit  = 1.5,  
ist das Gleichungssystem nicht für beliebige rechte Seiten (Y1(A1,1),Y1(A1,2))T  2 lösbar und somit 
das zum Knoten A0 gehörige Einperiodenmodell nicht vollständig. Es wird jetzt noch begründet, dass 
trotzdem das gesamte Mehrperiodenmodell sf-vollständig ist.    

Oben wurde schon nachgewiesen, dass für ein beliebig vorgegebenes Zahlungsprofil X2  3 die 
Gleichungssysteme (DPA1,1) und (DPA1,2) lösbar sind. Zu den dabei bestimmten Duplikationsportfo-
liovektoren h2(A1,1) und h2(A1,2) erhält man mit deren Reinvestitionswerten die rechten Seiten Z1(A1,1) 
und Z1(A1,2) des  jetzt noch zu lösenden Gleichungssystems (DPA0,1). Dieses ist genau dann lösbar, 
wenn für die rechten Seiten dieselbe Abhängigkeit gilt wie für die Zeilenvektoren, wenn also  
 Z1(A1,2) = Z1(A1,1) mit  = 1.5  
gilt. Nun ist bei der Auflösung des vorhergehenden Gleichungssystems (DPA1,2) der Duplikations-
portfoliovektor h2(A1,2) und der zugehörige Reinvestitionswert R1(h)(A1,2) = S1(A1,2)Th2(A1,2) eindeutig 
bestimmt. Letzterer liefert die zum Knoten A1,2 gehörige eindeutig bestimmte rechte Seite Z1(A1,2). 
Für die Lösbarkeit des Gleichungssystems (DPA0,1) ist dann auch die zum Knoten A1,1 gehörige rechte 
Seite Z1(A1,1) eindeutig bestimmt, und zwar durch  
 Z1(A1,1) = Z1(A1,2)/.  
Nach der obigen Betrachtung des vorhergehenden Gleichungssystems (DPA1,1) kann nun tatsächlich 
ein Duplikationsportfoliovektor h2(A1,1) beliebig im eindimensionalen Lösungsraum L(A1,1,X2) bzw. 

sein Reinvestitionswert R1(h)(A1,1) = S1(A1,1)Th2(A1,1) beliebig in  gewählt werden. Insbesondere 
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kann der Reinvestitionswert R1(h)(A1,1) gleich der hier festgelegten rechten Seite Z1(A1,1) gewählt 
werden: Wähle h2(A1,1) mit S1(A1,1)Th2(A1,1) = Z1(A1,1) = Z1(A1,2)/. Nach der Auflösung von (DPA1,2) 
und der für die Lösbarkeit von (DPA0,1) notwendigen Festlegung der rechten Seite Z1(A1,1) von 
(DPA1,1) kann also noch das Gleichungssystem (DPA1,1) gelöst werden. Damit sind für alle Knoten 
A1,2, A1,1 und A0 bzw. für die zugehörigen Einperiodenmodelle die Gleichungssysteme auflösbar. Als 
Lösung des Gleichungssystems (DPA0,1) erhält man den Duplikationsportfoliovektor h1(A0).      

3) Die schließlich allein zum Knoten A0 = Ω (ohne Nachfolgerknoten) für den Portfoliovektor h0(A0) 
noch auftretende einzige reellwertige Gleichung    

(DPA-1,1) 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )S A h A Z AT  

mit dem Zeilenvektor S0(A0)T = (80,100) und der rechten Seite  
 Z0 := Z0(A0) = S0(A0)Th1(A0)  

ist wegen (AWSδ) ( 0S  = S0 = (80,100)T  0) stets nach h0 auflösbar. Die Lösungen h0 = h0(A0) 

= 1 2
0 0( , )h h T  liegen in einem eindimensionalen affinen Unterraum L(A0,Z0) von 2:  

 h0 = (0,Z00.01) + 1
0h (1,-0.8)T, 1

0h   .  

So erhält man insgesamt zu beliebigem Zahlungsprofil X2  3 eine sf-Duplikationsstrategie h 

= (h0,h1,h2)T  sf
NH . Das hier in diesem Zahlenbeispiel dargestellte Mehrperiodenmodell ist also sf-

vollständig, obwohl das zum Knoten A0 gehörige Einperiodenmodell nicht vollständig ist. ó  

5.2.3 Äquivalenz der sf-Vollständigkeit des ursprünglichen Marktmo-
dells zur sf-Vollständigkeit des relativen Marktmodells  

Da der Automorphismus fT(XT) = XT/BT  von Ω (Abschnitt 5.1.7, BT > 0) dimensionserhal-

tend ist, gilt für die Unterräume LT( sf
NH ), ( )sf

T NL H  = ( ( ))sf
T T Nf L H  von Ω  die Überein-

stimmung  ( )sf
T NL H  = Ω genau dann, wenn die Übereinstimmung ( )sf

T NL H  = Ω gilt.30 

Damit erhält man die folgende Äquivalenz:  

Das zu einem Numéraire gebildete relative Marktmodell ist genau dann sf-vollständig, 
wenn das ursprüngliche Marktmodell sf-vollständig ist.  

Mit der zur Abbildung LT = VT = sf
TV  : sf

NH   Ω in Abschnitt 5.3.6 noch definierten ad-

jungierten Abbildung *sf
TV  : Ω   sf

NH  lässt sich die sf-Vollständigkeit auch noch cha-

rakterisieren durch  

 *ker sf
TV  = VT( sf

NH ) = O,  

also durch die Injektivität der Adjungierten *sf
TV  von VT. Analog lässt sich die sf-

Vollständigkeit des ursprünglichen bzw. des relativen Marktmodells charakterisieren durch 

die Injektivität der Adjungierten 
*sf

TV  von TV . Man erhält also die Aussagen:      

 (VSsfT)  *ker sf
TV  = O   

    
*ker sf

TV  = O.        

 
30  Der hierbei verwendete Satz der linearen Algebra und Literaturhinweise hierzu werden in einer 

Fußnote von Abschnitt 2.8.4 angegeben.  
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5.2.4 Charakterisierung der sf-Vollständigkeit des sf-arbitragefreien re-
lativen Marktmodells ohne bzw. mit Dividenden durch die Exis-
tenz von genau einem äquivalenten Martingalmaß bzw. genau 
einem Diskontvektor  

Es wird ein Marktmodell ((S,δ),F) zugrunde gelegt, dessen Preisprozess S = (S1,…,SN)T mit 

einem Numéraire B = SN > 0 ausgestattet ist. Der Numéraire B = SN > 0 muss bei der hier 
verwendeten Beweisführung nicht deterministisch, also nicht auf Ω konstant, gewählt wer-
den. Außerdem wird die Arbitragefreiheit (AFsf) des Marktmodells vorausgesetzt.  
Mit Hilfe der Charakterisierungen eines Martingalmaßes in Satz 5.4 und der Charakterisie-
rung der Arbitragefreiheit (AFsf) durch die Existenz von mindestens einem Diskontvektor 
bzw. äquivalenten Martingalmaß in Satz 5.5 kann nun der sog. zweite Hauptsatz der Preis-
theorie31 für endfällige Zahlungsprofile mit der Charakterisierung der Vollständigkeit 
(VSsfT) eines arbitragefreien Marktmodells bewiesen werden. In Teil a) des Satzes erfolgt 
für ein dividendenloses Marktmodell die Charakterisierung der sf-Vollständigkeit sowohl 
w-theoretisch durch die Existenz von genau einem äquivalenten Martingalmaß als auch li-

nearalgebraisch durch die Existenz von genau einem Diskontvektor in T
M  bzw. einem 

positiven -normierten Normalenvektor zum Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungs-

profile. Der Teil b) des Satzes ist die Verallgemeinerung von Teil a) auf ein dividen-
denversehenes relatives Marktmodell und charakterisiert die sf-Vollständigkeit durch die 

Existenz von genau einem Diskontvektor Q in T
M . In Teil c) des Satzes wird noch die 

Maximalanzahl affin unabhängiger Diskontvektoren bzw. äquivalenter Martingalmaße an-
gegeben. Analoge Aussagen zur Maximalanzahl findet man auch in Abschnit 5.2.5 
(Satz 5.9) für Diskontvektoren im ursprünglichen Marktmodell,  in Abschnitt 3.5.1 für die 
Bewertungsprozesse und in Abschnitt 3.6.1 (Satz 3.9) für die Diskontierungsprozesse.       

Satz 5.8 Zweiter Hauptsatz der Preistheorie mit der Charakterisierung der sf-
Vollständigkeit (VSsfT) durch die Existenz von genau einem äquivalenten 
Martingalmaß im sf-arbitragefreien dividendenlosen relativen Marktmodell 
bzw. durch die Existenz von genau einem Diskontvektor im sf-
arbitragefreien dividendenversehenen relativen Marktmodell     

Es sei ((S,δ),F) ein Marktmodell, dessen Preisprozess S = (S1,…,SN)T mit einem Numéraire  

 SN = B > 0  
ausgestattet ist und in dem die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) vorliegt. Es gelten dann die fol-
genden Aussagen:  

a) Bei einem Preisprozess S = (S1,…,SN)T ohne Dividenden (δ = (δ1,…,δN)T = 0) ist das 
Marktmodell genau dann sf-vollständig, wenn es genau ein äquivalentes Martingal-

maß bzw. genau einen relativen Diskontvektor in 1
T
 M , d. h. genau einen positiven 

-normierten Normalenvektor zum Unterraum T
M ,  im relativen Marktmodell gibt.    

 
31  Den Teil a) des Satzes mit der w-theoretischen Formulierung von genau einem äquivalenten Mar-

tingalmaß findet man bei Bäuerle u. Rieder (2017), S. 47, Theorem 5.1, und Kallsen (2009), 
S. 59, Satz 4.6.  
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b) Bei einem Preisprozess S = (S1,…,SN)T mit Dividenden ist das Marktmodell genau dann 

sf-vollständig, wenn es genau einen relativen Diskontvektor in 1
T
 M , d. h. genau ei-

nen positiven -normierten Normalenvektor zum Unterraum T
M   im relativen Markt-

modell, bzw. genau ein äquivalentes W-Maß in T
M  gibt.    

c) Ist p := K - dim VT( sf
NH ) = dim ( )sf

T NV H  = dim ker *sf
TV  ( {0,…,K}, K = Ω), so ist 

p + 1 die Maximalzahl affin unabhängiger relativer Diskontvektoren bzw. äquivalenter 
W-Maße in  

 1
T
 M  = T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1}.    

 Im dividendenlosen Marktmodell sind die Diskontvektoren bzw. äquivalenten W-Maße 

in T
M  genau die äquivalenten Martingalmaße.      

Beweis von c): Es wird jetzt bei vorausgesetzter sf-Arbitragefreiheit (AFsf) die maximale Anzahl af-

fin unabhängiger Diskontvektoren bzw. äquivalenter W-Maße in T
M  in Abhängigkeit von der Di-

mension p des orthogonalen Komplements ( )sf
T NV H  des VT-Bildraums ( )sf

T NV H  bestimmt.32 Es sei 

also  

 p := dim *ker sf
TV  = dim ( )sf

T NV  H  = K - dim ( )sf
T NV H   

  = K - dim VT( sf
NH ) = dim ( )sf

T NV H  = dim ker *sf
TV  (dim T

V  = dim VT ).  

Aufgrund der in Abschnitt 5.1.7 angegebenen Inklusion für die Unterräume T
M  und ( )sf

T NV H ,   

 T
M  = 1( )T NK H  = 0( ker )sf

T NV V H   ( )sf
T NV H ,    

erhält man für die orthogonalen Komplemente die umgekehrte Inklusion 

 *ker sf
TV  = ( )sf

T NV  H   T
M .  

Da die Arbitragefreiheit (AFsf) vorausgesetzt ist, gibt es nach dem Beweisteil a) „“ von Satz 5.5 zu-

mindest einen relativen Diskontvektor Q in 1
T
 M , also einen -normierten positiven Normalenvek-

tor Q zum Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungsprofile:  

 Q  T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} =: 1

T
 M .  

Es werden nun die zwei Fälle unterschieden, nämlich dass die sf-Vollständigkeit nicht vorliegt bzw. 
dass sie vorliegt.  

 
32  Aufgrund der in Abschnitt 5.1.7 begründeten Isomorphie der Bildräume VT und T

V  der Abbil-

dungen VT und TV  besitzen diese die gleiche Dimension. Das orthogonale Komplement 

( )sf
T NV  H  des Bildraums von TV  stimmt überein mit dem Kern *ker sf

TV  der zu TV  

= sf
TV  : sf

NH   Ω  adjungierten Abbildung *sf
TV  = *( )sf

TV  : Ω  sf
NH  (ausführlichere Be-

trachtungen zu adjungierten Abbildungen folgen in Abschnitt 5.3.6). Man hat hier dieselbe geo-
metrische Situation wie in Abschnitt 2.10.1 bei der orthogonalen additiven Zerlegung von W in 

Bildraum Im L und Kern ker L*.  
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1) Falls die sf-Vollständigkeit (VSsfT) nicht vorliegt,  also ( )sf
T NV H   Ω, *ker sf

TV   O bzw. p  1 

gilt, gibt es (aufgrund der Definition der Dimension eines linearen Unterraums33) maximal p linear 

unabhängige Vektoren im linearen Unterraum *ker sf
TV : 

 i
TZ   ( )sf

T NV  H  = *ker sf
TV    (i = 1,…,p).    

Setzt man noch 0
TZ  := 0 ( Ω), so erhält man (aufgrund der Definition der affinen Unabhängig-

keit34) die p + 1 affin unabhängigen Vektoren im linearen bzw. affinen Unterraum T
M :   

 i
T  := Q + i

i TZ   T
M   (i   \ {0}, i = 0,…,p).  

Durch die passende Wahl der i, nämlich 

 0 < i < min {qk/
i
kz  : k mit i

kz  < 0}  (qk := Q(ωk), 
i
kz  := i

TZ (ωk)),  

kann noch die Positivität der p + 1 Zustandsfunktionen i
T  gesichert werden: Bei nichtnegativem i

kz  

ist nämlich mit beliebig fixiertem i > 0 der Funktionswert ( )i
T k   = qk + i

i
kz  ≥ qk > 0. Bei negati-

vem i
kz  ist der Funktionswert ( )i

T k   > 0 genau dann, wenn qk > - i
i kz  = i

i kz  bzw. i < i
k kq z  

durch die Wahl von i erreicht wird.    
Nach anschließender „Normierung“ mit der Komponentensumme  

 κ( i
T ) := ,1

i
T  +…+ ,

i
T K   

(-Normierung) erhält man schließlich daraus die p + 1 affin unabhängigen -normierten positiven 
Zustandsfunktionen  

 iQ  := i
T / κ( i

T )  T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} =: 1

T
 M    (i = 0,…,p),  

die nach Abschnitt 5.3.11, 1) auch als Diskontvektoren bezeichnet werden. Die -Normierung der 
i
T  muss nicht durchgeführt werden, wenn man hier schon verwendet, dass die Vektoren i

TY  := i
i TZ  

 *ker sf
TV  nach Hilfssatz 5.11, II, 7a von Abschnitt 5.3.6 (ohne die zusätzlichen Voraussetzungen, 

die für Teil I des Hilfssatzes benötigt werden) die Komponentensumme ( )i
TY  = 0 aufweisen und so-

mit für die i
T  die Komponentensumme schon den Wert 1 besitzt:  

 ( i
T ) = (Q) + ( i

TY ) = 1 + 0 = 1.  

Aus der Arbitragefreiheit (AFsf) bzw. aus der Existenz eines Diskontvektors Q  1
T
 M  folgt also 

auch die Existenz von mindestens p + 1 affin unabhängigen Diskontvektoren 
iQ   1

T
 M , wobei p 

:= dim ker *sf
TV  ist.  

Es wird nun noch begründet, dass p + 1 auch die maximale Anzahl von affin unabhängigen Dis-

kontvektoren in 1
T
 M  ist. Dazu wird gezeigt, dass p + 1 auch die maximale Anzahl von affin unab-

hängigen Vektoren im umfassenderen affinen Unterraum    

 1
T
M  = T

M   {κ(XT) = 1}  

ist: Die Menge 1
T
M  ist als Durchschnitt des linearen Unterraums T

M  und des affinen Unterraums 

{κ(XT) = 1}, der als Lösungsraum der inhomogenen linearen Gleichung κ(XT) = 1 definiert ist, ein af-

finer Unterraum des Ω. Der affine Unterraum 1
T
M  ist hier nicht leer, da er wegen (AFsf) den Dis-

 
33  Die Definition einer Basis und die Definition der Dimension eines Vektorraums als Maximalzahl 

linear unabhängiger Vektoren des Raumes findet man bei Bröcker (2004), S. 38, 41, Wagner 
(1981), S. 34, 39, Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), S. 169, 419.    

34  Eine Familie von p + 1 Punkten a0, a1, …, ap eines als affinen Raum betrachteten Vektorraums 
heißt affin unabhängig, wenn die p zum festen Punkt a0 gebildetenVerbindungsvektoren a1 - a0, 
…, ap - a0 linear unabhängig sind (Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), S. 29). 
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kontvektor Q enthält. Seine Richtung 1
T
M  - 1

T
M  ist dann der lineare Unterraum *ker sf

TV : Zu-

nächst gilt nämlich die Inklusion  

 1
T
M  - 1

T
M   = {XT = YT - ZT : YT, ZT  1

T
M }    

    {XT  T
M  : (XT) = 0}.  

Die umgekehrte Inklusion „“ ergibt sich folgendermaßen: Aus XT  T
M  und (XT) = 0 folgt mit 

dem bei sf-Arbitragefreiheit existierenden Q  1
T
 M   1

T
M  und mit ZT := Q - XT  T

M , (ZT) 

= (Q) - (XT) = 1 - 0 = 1, ZT  1
T
M  auch XT = Q - ZT  1

T
M  - 1

T
M . Somit ist  

 1
T
M  - 1

T
M  = T

M   {κ(XT) = 0} =: 0
T
M .  

Die Übereinstimmung der linearen Unterräume T
M   {κ(XT) = 0} und *ker sf

TV  folgt schließlich 

nach Hilfssatz 5.11, II, 7a in Abschnitt 5.3.6.    

Der affine Unterraum 1
T
M  lässt sich dann mit seiner Richtung *ker sf

TV  und dem speziellen Vektor 

Q  1
T
M  darstellen als deren Minkowski-Summe  

 1
T
M  = Q + *ker sf

TV .  

Da p die Dimension der Richtung des affinen Unterraums 1
T
M  ist, gibt es aufgrund der Definition 

der affinen Unabhängigkeit und der Definition der Dimension eines linearen Unterraums maximal 

p + 1 affin unabhängige Vektoren im affinen Unterraum 1
T
M .    

Da nun in der Teilmenge 1
T
 M  (der positiven -normierten Normalenvektoren zum Unterraum 

)T
M  des affinen Unterraums 1

T
M  bereits p + 1 affin unabhängige Vektoren iQ  nachgewiesen wur-

den, ist p + 1 dann auch die Maximalzahl affin unabhängiger Vektoren in der Teilmenge 1 .T
 M     

2) Der Spezialfall der sf-Vollständigkeit (VSsfT) fügt sich ein mit der Dimension p = 0: Es ist dann 

( )sf
T NV H  = Ω, *ker sf

TV  = O, 1
T
M  = Q + *ker sf

TV = {Q}, 1
T
 M  = {Q} bzw.     

  1
T
 M  = 1,  

sodass genau ein Diskontvektor Q in T
M  existiert. Umgekehrt folgt bei vorliegender Arbitragefrei-

heit (AFsf) aus der Bedingung  1
T
 M  = 1, also aus der Existenz von genau einem Diskontvektor in 

T
M , auch die sf-Vollständigkeit: In der vorangegangenen Betrachtung zum Fall 1), dass (VSsfT) 

nicht gültig ist, wurde nämlich mit p  1 die Existenz von p + 1  2  Diskontvektoren in T
M  nach-

gewiesen.  
Abschließend ist noch anzumerken, dass nach Satz 5.4 c speziell im dividendenlosen relativen 

Marktmodell die Diskontvektoren Q in T
M  genau die äquivalenten Martingalmaße sind.   

Beweis von b): Mit der Behandlung der sf-Vollständigkeit in Beweisteil c, 2) ist auch schon die Aus-
sage b) des Satzes bewiesen.  
Beweis von a): Da nach Satz 5.4 c im dividendenlosen relativen Marktmodell die Diskontvektoren Q 

in T
M  genau den äquivalenten Martingalmaßen entsprechen, folgt die Aussage a) aus der Aus-

sage b).  
Zweiter Beweis35 für b) „“: Nachfolgend wird noch ein zweiter Beweis für die Beweisrichtung 

 
35  Dieser zweite Beweis erfolgt in Anlehnung an die Beweisführung bei Bäuerle u. Rieder (2017), 

S. 47–49, Theorem 5.1, für äquivalente Martingalmaße im dividendenlosen relativen Marktmo-
dell, wo der Erwartungswert anstelle des Skalarprodukts und die Voraussetzung eines determi-
nistischen BT verwendet wird. Diese Voraussetzung für BT ist aber nur dann beweistechnisch nö-
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„“ der Aussage b) angegeben, der sich an die Literatur anlehnt, aber nicht die meist übliche Voraus-
setzung eines deterministischen BT benötigt. Unter der Voraussetzung der sf-Vollständigkeit (VSsfT) 

des Marktmodells ist zu zeigen, dass es nicht zwei verschiedene Diskontvektoren in T
M  gibt. Da 

die Arbitragefreiheit (AFsf) vorausgesetzt ist, gibt es nach Satz 5.5 a zumindest einen Diskontvektor 

in T
M . Man nimmt nun an, dass Q1, Q2  1

T
 M  zwei Diskontvektoren sind, und hat Q1 = Q2 zu 

zeigen. Nach der für eine beliebige selbstfinanzierende Handelsstrategie h im relativen Marktmodell 
gültigen Beziehung (SFṼ) gilt  

 ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h .                           

Da die Zustandsfunktion 0 ( )V h = 0v (h)1Ω deterministisch ist ( 0v (h) = v0(h)/B0 = 0 0 0/S h B T    un-

abhängig von ω  Ω) und wegen Qi  T
M  = 1( )T NK 

H  ( T
M  = T

K  = TK  nach Abschnitt 5.1.7) 

noch  

 ( )i TQ K hT  = 0  

für i = 1, 2 gilt, folgt       

 ( )i TQ V hT  = 0( ( ) ( ))i TQ V h K hT    

   = 0 ( )iQ V hT  + ( )i TQ K hT   (Linearität des Skalarprodukts) 

   = 0( )v h (Qi) + 0   (Deterministisches Herausziehen) 

   = 0( )v h    ( iQ 1T = (Qi)  = 1; Wert 0( )v h ist unabhängig von Qi),  

also ( )TV h T  = 0 für den Differenzvektor  Δ := Q1 - Q2 und beliebig vorgegebenes h  sf
NH . Demzu-

folge ist  

 Δ  ( )sf
T NV  H  = *ker sf

TV .  

Eine kürzere Begründung für diese Inzidenz schließt direkt aus Q1, Q2  1
T
 M   T

M  unter Ver-

wendung von Hilfssatz 5.11, II, 7 a in Abschnitt 5.3.6  die Inzidenz  

 Δ = Q1 - Q2  T
M   {(XT) = 0} = *ker sf

TV .   

Dies entspricht der Betrachtung in Beweisteil c), nach welcher der lineare Unterraum *ker sf
TV  die 

Richtung des nichtleeren affinen Unterraums 1
T
M  ist.     

Bei vorliegender sf-Vollständigkeit (VSsfT) ist nun ( )sf
T NV H  = Ω und *ker sf

TV  = O, also Δ = 0 und 

Q1 = Q2.       

5.2.5 Charakterisierung der sf-Vollständigkeit des sf-arbitragefreien ur-
sprünglichen Marktmodells mit Dividenden durch die Existenz 
von genau einem positiven Normalenvektor  

Wie beim ersten Hauptsatz kann auch eine Modifikation des obigen zweiten Hauptsatzes 
für endfällige Zahlungsprofile angegeben werden, bei der im Marktmodell kein Numéraire 
benötigt wird und Dividenden zugelassen sind. Hierbei wird der positive Normalenvektor Q 
im orthogonalen Komplement MT

 der Menge MT der NE-Zahlungsprofile des ursprüngli-

chen Marktmodells gewählt und nicht in der entsprechenden Menge T
M  des relativen 

Marktmodells. In Teil a) des nachfolgenden Satzes erfolgt die Charakterisierung der Voll-

 

tig, wenn die Vollständigkeit durch ( )sf
T NV H  = Ω und nicht durch ( )sf

T NV H  = Ω beschrieben 

wird.   
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ständigkeit sowohl linearalgebraisch durch die Existenz von genau einem positiven -
normierten Normalenvektor zum Unterraum TM  der NE-Zahlungsprofile als auch w-

theoretisch durch die Existenz von genau einem äquivalenten W-Maß in MT
. In Teil b) des 

Satzes wird noch die Maximalanzahl affin unabhängiger -normierter positiver Norma-

lenvektoren bzw. äquivalenter W-Maße in 1
T
 M  angegeben. Im Beweis werden die zu-

sätzlichen Voraussetzungen von Abschnitt 5.3.5 verwendet, um zu zeigen, dass höchstens 
p + 1 affin unabhängige MT-Normalenvektoren auftreten und dass aus den MT-

Normalenvektoren auch Diskontvektoren gewonnen werden können.  

Satz 5.9 Zweiter Hauptsatz der Preistheorie mit der Charakterisierung der sf-
Vollständigkeit (VSsfT) durch die Existenz von genau einem Diskontvektor 
im sf-arbitragefreien dividendenversehenen ursprünglichen Marktmodell        

Es sei ((S,δ),F) ein sf-arbitragefreies Marktmodell, bei dem auch Dividenden zugelassen 

sind. Weiter sei die Voraussetzung (ZVU) von Abschnitt 5.3.5 oder spezieller die Existenz 
eines Numéraires mit deterministischem BT gesichert. Es gelten dann die folgenden Aussa-
gen:  

a)  Das Marktmodell ist genau dann sf-vollständig, wenn es genau einen -normierten posi-
tiven Normalenvektor Q zum Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile im ursprünglichen 

Marktmodell bzw. genau ein äquivalentes W-Maß Q in MT
 bzw. genau einen Diskont-

vektor YT  0

T
 M  gibt.      

b) Ist p := K - dim VT( sf
NH ) = dim ( )sf

T NV H  = dim ker *sf
TV  ( {0,…,K}, K = Ω), so ist 

p + 1 die Maximalzahl affin unabhängiger, auf (XT) = 1 -normierter, positiver Norma-
lenvektoren bzw. äquivalenter W-Maße in    

 1
T
 M  = T

M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} 

 bzw. Diskontvektoren in  

 0

T

 M  = T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 0}.  

Beweis von b): Es wird jetzt bei vorausgesetzter sf-Arbitragefreiheit (AFsf) die maximale Anzahl af-
fin unabhängiger -normierter positiver Normalenvektoren bzw. äquivalenter W-Maße in MT

 in Ab-

hängigkeit von der Dimension p des orthogonalen Komplements ( )sf
T NV H  des VT-Bildraums 

( )sf
T NV H  bestimmt. Es sei also  

 p := dim *ker sf
TV  = dim ( )sf

T NV H  = K - dim VT( sf
NH ).  

Aufgrund der Inklusion für die Unterräume MT und ( )sf
T NV H  von Ω,   

 MT = 0( ker )sf
T NV VH   ( )sf

T NV H ,   

erhält man für die orthogonalen Komplemente36 die umgekehrte Inklusion 

 
36  Im Vektorraum Ω stimmt das orthogonale Komplement ( )sf

T NV H  des Bildraums von VT  

= sf
TV  : sf

NH   Ω  überein mit dem Kern *ker sf
TV  der zu VT adjungierten Abbildung *sf

TV  

= *( )sf
TV  : Ω  sf

NH . Die adjungierte Abbildung *sf
TV = *( )sf

TV  von LT = VT = sf
TV  ist nicht zu 

verwechseln mit der T-ten Komponente (L*)T der Adjungierten L* von L. Man hat hier dieselbe 
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 *ker sf
TV  = ( )sf

T NV H   T
M .  

Da die Arbitragefreiheit (AFsf) vorausgesetzt ist, gibt es nach dem Beweisteil „“ von Satz 5.6 a (für 
das ursprüngliche Marktmodell) zumindest einen -normierten positiven Normalenvektor Q bzw. ein  
äquivalentes W-Maß Q in MT

:   

 Q  T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} =: 1

T
 M .  

Es werden nun zwei Fälle unterschieden, nämlich dass die sf-Vollständigkeit nicht vorliegt bzw. dass 
sie vorliegt.  

1) Falls nun das Marktmodell nicht sf-vollständig ist, gilt  

 VT( sf
NH ) = LT( sf

NH ) ⊊ Ω, 

 *ker sf
TV  = ( )sf

T NV H   O   

und p  1. Daher gibt es (aufgrund der Definition der Dimension eines linearen Unterraums) maximal 

p linear unabhängige Vektoren im linearen Unterraum *ker sf
TV :  

 i
TZ   *ker sf

TV      (i = 1,…,p).    

Setzt man noch 0
TZ  := 0 ( Ω) , so erhält man (aufgrund der Definition der affinen Unabhängigkeit) 

die p + 1 affin unabhängigen Vektoren im linearen bzw. affinen Unterraum T
M :    

 i
T  := Q + i

i TZ   T
M  (Q  1

T
 M , i   \ {0}, i = 0,…,p).  

Durch die passende Wahl der i,  

 0 < i < min {qk/
i
kz  : k mit i

kz  < 0}  (qk := Q(ωk), 
i
kz  := i

TZ (ωk)),  

kann noch die Positivität der p + 1 Zustandsfunktionen i
T  gesichert werden (vergleiche Beweis von 

Satz 5.8, c). Nach anschließender „Normierung“ mit der Komponentensumme erhält man schließlich 
die p + 1 affin unabhängigen Zustandsfunktionen  

 iQ  := i
T / ( )i

T    T
M   {0 < XT  1, κ(XT) = 1} =: 1

T
 M       (i = 0,…,p),  

die -normierte positive Normalenvektor bzw. (zu P) äquivalente W-Maße in T
M  liefern. 

Die -Normierung der i
T  muss nicht durchgeführt werden, wenn man hier schon verwendet, dass 

die Vektoren i
TY  := i

i TZ   *ker sf
TV  nach Hilfssatz 5.11, I, 7 c in Abschnitt 5.3.6 unter der dort ange-

gebenen zusätzlichen Voraussetzung die Komponentensumme ( )i
TY  = 0 aufweisen und somit für die 

i
T  die Komponentensumme schon den Wert 1 besitzt:  

 ( i
T ) = (Q) + ( i

TY ) = 1 + 0 = 1.  

Aus der Arbitragefreiheit (AFsf) bzw. aus der Existenz eines -normierten positiven Normalenvektors 

Q in T
M  folgt also auch die Existenz von mindestens p + 1 affin unabhängigen -normierten positi-

ven Normalenvektoren in MT
1, wobei p := dim *ker sf

TV  ist.  

Aus diesen positiven MT-Normalenvektoren 
iQ   1

T
 M  erhält man außerdem unter der zusätzli-

chen Voraussetzung von (ZVU) oder spezieller eines Numéraires B mit deterministischem BT  nach 

Abschnitt 5.3.10 auch p + 1 affin unabhängige Diskontvektoren iY  = 0
iQ   0

T
 M .  

Es wird nun noch begründet, dass p + 1 auch die maximale Anzahl von affin unabhängigen -nor-

mierten positiven Normalenvektoren in T
M  ist. Dazu wird gezeigt, dass p + 1 die maximale Anzahl 

von affin unabhängigen Vektoren im affinen Unterraum    

 
geometrische Situation wie in Abschnitt 2.10.1 bei der orthogonalen additiven Zerlegung des 
Vektorraums W in Bildraum Im L und Kern ker L*.  
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 1
T
M  = T

M   {κ(XT) = 1}  

ist: Die Menge 1
T
M  ist als Durchschnitt des linearen Unterraums MT

 und des affinen Unterraums 

{κ(XT) = 1}, der als Lösungsraum der inhomogenen linearen Gleichung κ(XT) = 1 definiert ist, ein af-

finer Unterraum des Ω.  Wegen der Arbitragefreiheit (AFsf) enthält 1
T
M  den -normierten positi-

ven Normalenvektor Q und ist somit nicht leer. Zu 1
T
M  gehört als Richtung der lineare Unterraum 

*ker sf
TV : Zunächst gilt nämlich die Inklusion  

 1
T
M  - 1

T
M   = {XT = YT - ZT : YT, ZT  1

T
M }    

    {XT  T
M  : (XT) = 0}.  

Die umgekehrte Inklusion „“ ergibt sich folgendermaßen: Aus XT  T
M  und (XT) = 0 folgt mit 

dem bei sf-Arbitragefreiheit existierenden Q  1
T
 M   1

T
M  und mit ZT := Q - XT  MT

, (ZT) 

= (Q) - (XT) = 1 - 0 = 1, ZT  MT
1 auch XT = Q - ZT  1

T
M  - 1

T
M . Somit ist  

    1
T
M  - 1

T
M  = T

M   {κ(XT) = 0} =: 0
T
M .  

Die Übereinstimmung der linearen Unterräume T
M   {κ(XT) = 0} und *ker sf

TV  folgt schließlich 

nach Hilfssatz 5.11, I, 7 c in Abschnitt 5.3.6 unter der dort für Teil I des Hilfssatzes verwendeten Vo-
raussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires B mit deterministischem BT.  

Der affine Unterraum 1
T
M  lässt sich dann mit seiner Richtung *ker sf

TV  und dem speziellen Vektor 

Q  1
T
M  darstellen als deren Minkowski-Summe  

 1
T
M  = Q + *ker sf

TV .  

Da p die Dimension der Richtung des affinen Unterraums 1
T
M  ist, gibt es aufgrund der Definition 

der affinen Unabhängigkeit und der Definition der Dimension eines linearen Unterraums maximal 

p + 1 affin unabhängige Vektoren im affinen Unterraum 1
T
M .    

Da nun in der Teilmenge 1
T
 M  des affinen Unterraums 1

T
M  oben bereits p + 1 affin unabhängige 

Vektoren 
iQ  nachgewiesen wurden, ist p + 1 dann auch die Maximalzahl affin unabhängiger Vekto-

ren in der Teilmenge 1
T
 M . Analog folgt, dass p + 1 auch die Maximalzahl affin unabhängiger Vek-

toren in der Teilmenge 0

T
 M  ist.  

2) Der Spezialfall der sf-Vollständigkeit (VSsfT) fügt sich ein mit der Dimension p = 0. Es ist dann 
*ker sf

TV  = O, 1
T
M  = Q + *ker sf

TV  = {Q}, 1
T
 M  = {Q} bzw.     

  1
T
 M  = 1,  

sodass genau ein -normierter positiver MT-Normalenvektor bzw. äquivalentes W-Maß Q in T
M  

bzw. genau ein Diskontvektor Y existiert. Umgekehrt ergibt sich bei vorliegender Arbitragefreiheit 

(AFsf) aus  1
T
 M  = 1, also aus der Existenz von genau einem -normierten positiven Normalenvek-

tor in T
M , auch die sf-Vollständigkeit: In der vorausgegangenen Betrachtung zum Fall, dass 

(VSsfT) nicht gültig ist, wurde nämlich mit p  1 die Existenz von p + 1  2  -normierten positiven 

Normalenvektoren in T
M  nachgewiesen.  

Beweis von a): Mit der Behandlung der sf-Vollständigkeit in Beweisteil b, 2) ist auch schon die Aus-
sage a) des Satzes bewiesen.           
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5.3 Law of One Price (LOPsfT) und Bewertungsvektoren      

5.3.1 Preis eines Zahlungsprofils    

Im Einklang mit dem allgemeinen Law of One Price (LOP) auf L(HN) für die speziellen 

endfälligen Zahlungsprofile X = L(h)  L( sf
NH ) ( L(HN)  W), die mit selbstfinanzieren-

den Handelsstrategien L-duplizierbar sind, wird jetzt das speziellere Gesetz des eindeutig 
bestimmten Preises (englisch: Law of One Price, Abk.: LOPsfT) für die zum Endzeitpunkt 

T gehörigen endfälligen Zahlungsprofile XT = LT(h)  LT( sf
NH )  Ω formuliert, die mit 

selbstfinanzierenden Handelsstrategien LT-duplizierbar sind. Das allgemeine LOP für die 
endfälligen Zahlungsprofile wird jetzt mit LOPsf bezeichnet und das LOP für die im End-
zeitpunkt T auftretenden Zahlungsprofile XT mit LOPsfT. Die Äquivalenz der beiden Ge-
setze LOP und LOPsfT wird im nächsten Abschnitt begründet.    

Da für die selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH  insbesondere die Übereinstim-

mung V0(h) = R0(h) gilt, ist das mit dem Portfoliovektor h0 formulierte Gesetz (LOPsfT) 
auch äquivalent zur nachfolgenden Bedingung (LOP1sfT) für den Portfoliovektor h1:  

(LOPsf)  Für jedes endfällige sf-duplizierbare X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH ) ( W(T)) 

gilt: 

  v0(h) = 0 0S h T  ist konstant  h  L-1({X}).   

 Der Wert (X) := v0(h) ( ) des Startkapitaleinsatzes V0(h) = v0(h)1Ω der 
sf-Duplikationsstrategien h  L-1({X}) von X wird als Preis des Zah-

lungsprofils X  L( sf
NH ) bezeichnet.  

 
(LOPsfT)  Für jedes zum Endzeitpunkt T gehörige sf-duplizierbare Zahlungsprofil 

XT  LT( sf
NH ) ( Ω) gilt:  

  v0(h) = 0 0S h T  ist konstant  h  sf
NH   LT

-1({XT}).  

 Der Wert (XT) := v0(h) des Startkapitaleinsatzes V0(h) = v0(h)1Ω der sf-

Duplikationsstrategien h  sf
NH   LT

-1({XT}) von XT wird als Preis des 

Zahlungsprofils XT  LT( sf
NH ) bezeichnet.     

 

 (LOP1sfT)  Für jedes XT  LT( sf
NH ) gilt:  

  r0(h) = 0 1S hT  ist konstant  h  sf
NH   LT

-1({XT}).  

 Der Preis (XT) = v0(h) von XT berechnet sich auch durch den Wert (XT) 
= r0(h) des Reinvestitionswerts R0(h) = r0(h)1Ω der sf-Duplikations-

strategien h  sf
NH   LT

-1({XT}) von XT.    

Dieses Gesetz (LOPsf), (LOPsfT) bzw. (LOP1sfT) ist notwendig und hinreichend für diese 

Preisdefinition in LT( sf
NH ) = ( )sf

T NV H  gemäß dem Duplikationsprinzip („Pricing by 

Duplication“) mittels des Startkapitaleinsatzes V0(h) der sf-Duplikationsstrategien zum 
Zeitpunkt t = 0.  
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5.3.2 Äquivalenz von LOPsfT und LOP 

Nach Abschnitt 5.1.1 gilt XT  LT( sf
NH ) genau dann, wenn X = (0,…,0,XT)T  ( )sf

NL H  bzw. 

 L(HN) erfüllt ist. Falls nun für ein festes XT  LT( sf
NH ) die in (LOPsfT) angegebene Be-

dingung  

 [V0(h) = 0 0S h T  konstant  h  sf
NH   LT

-1({XT})]  

erfüllt ist, ist auch für das zugehörige X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH )  L(HN) wegen der Über-

einstimmung der Mengen der sf-Duplikationsstrategien,  

 L-1({X})  = 1

0

({ })
T

t t
t

L X



∩  = 
1

0

ker
T

t
t

L




∩   LT
-1({XT})  

   = sf
NH   LT

-1({XT}),       

die in (LOP) angegebene Bedingung  

 [V0(h) = 0 0S h T  konstant  h  L-1({X})]  

richtig. Da dann für ein festes Zahlungsprofil X  L( sf
NH )  L(HN) das LOP gilt, ist dieses 

Gesetz nach Satz 3.3, 3 von Abschnitt 3.4.1 auch allgemein in L(HN) gültig. Umgekehrt 

folgt aus dem LOP in L(HN) und insbesondere in L( sf
NH ) auch das (LOPsfT) in ( )sf

T NL H . 

Somit gilt:  

Das LOPsfT in LT( sf
NH ) ist äquivalent zum LOP in L(HN).           

Bei gültigem LOPsfT stimmen mit obiger Preisdefinition für die einander bijektiv zugeord-

neten Zahlungsprofile XT = LT(h)  LT( sf
NH ) und X = (0,…,0,XT)T = L(h)  L( sf

NH ) die 

Preise (XT)  und (X) überein. Der Preis (XT) des im Zeitpunkt T auftretenden sf-

duplizierbaren Zahlungsprofils XT  LT( sf
NH ) ist also gleich dem Preis (X) des zugehöri-

gen endfälligen Zahlungsprofils X = (0,…,0,XT)T:   

Bei gültigem LOP bzw. LOPsfT stimmen für X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH ) und das zugehöri-

ge XT  LT( sf
NH ) die Preise überein:    

 (XT) = v0(h) = r0(h) = (X)   h  sf
NH   LT

-1({XT}) = L-1({X}).  

Der Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile  

Insbesondere ist dann auch der Preis (XT) eines NE-Zahlungsprofils (Definition in Ab-
schnitt 5.1.1)  

 XT  MT = VT( sf
NH   ker V0)  

gleich dem Preis (X) = 0 des zugehörigen endfälligen Kapitalmarktgeschäfts  

 X = (0,…,0,XT)T  M(T) = L( sf
NH   ker V0) = M  W(T). 

Analog zu Abschnitt 3.7.1 erhält man daher hier die Aussage, dass bei gültigem LOPsfT die 
NE-Zahlungsprofile XT  MT = VT(kersf V0) genau die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile 

XT  VT := ( )sf
T NV H  = LT( sf

NH ) mit Preis (XT)  = 0 sind:  

Bei gültigem LOPsfT liegt in VT der Preis Null genau für die NE-Zahlungsprofile XT  MT 

vor:  
 XT  VT mit (XT)  = 0  XT  MT.   
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Im nächsten Abschnitt 5.3.3 wird gezeigt, dass die Preisfunktion  : VT   eine lineare 

Abbildung und damit der Unterraum MT eine Hyperebene von VT ist.         

5.3.3 Charakterisierung des LOPsfT durch die Existenz eines Bewer-
tungsvektors   

Zur Charakterisierung des LOPsfT können auch die Charakterisierungen des LOP der Ab-
schnitte 3.3.3 und 3.4 in den Räumen W und HN herangezogen werden und evtl. noch für 

die spezielleren endfälligen Zahlungen umformuliert werden. Beispielsweise wird im Ab-
schnitt 3.3.3 aus der Gültigkeit des LOP die Linearität der Preisfunktion (X) auf L(HN) und 

dann daraus mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes ohne zusätzliche Voraussetzung 
die Existenz eines duplizierbaren Bewertungsprozesses   L(HN) mit den zugehörigen 

Preisgleichungen geschlossen. Außerdem werden in Abschnitt 3.3.3 auch noch andere Be-
weiswege zur Charakterisierung des LOP durch die Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ 
 A mit Preisgleichungen in L(HN) angegeben:  

(PGΨ)  ΨTL(h) = v0(h) = 0 0S h T   h  HN.      

Speziell für die selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH   HN bzw. für die zuge-

hörigen sf-duplizierbaren endfälligen Zahlungsprofile XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  =: VT erhält 

man aus (PGΨ) die Preisgleichungen      

(PGΨT)  ΨT
TVT(h) = v0(h) = 0 0S h T   h  sf

NH   bzw.  

  ΨT
TVT(h) = r0(h) = 0 1S hT   h  sf

NH    

mit der T-ten Komponente ΨT  Ω von Ψ als Bewertungsvektor. Umgekehrt folgt aus der 
Gültigkeit der Preisgleichungen (PGΨT) mit einem ΨT  Ω dann für jedes sf-duplizierbare 

Zahlungsprofil XT = VT(k)  VT (k  sf
NH ) die Konstanz der Startkapitaleinsätze v0(h) aller 

sf-Duplikationsstrategien h von XT, also das LOPsfT in VT( sf
NH ) bzw. nach obiger Überle-

gung auch das LOP in L(HN). Die Preisgleichungen (PGΨT) mit einem ΨT  Ω sind also 

charakteristisch für das LOPsfT. Diese Charakterisierung des LOPsfT durch die Preisglei-
chungen gilt auch ohne die zusätzliche Voraussetzung (AWSδ), wenn man beispielsweise 
für ΨT die T-te Komponente T des Bewertungsprozesses  aus Abschnitt 3.3.3 nimmt.  

Im ursprünglichen Marktmodell definiert man die Menge AT der Bewertungsvektoren YT 

 Ω für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT = VT(h)  VT mittels der Preisgleichun-

gen (PGYT) folgendermaßen:  

 AT := {YT  Ω : (PGYT) ( )T TY V hT  = v0(h)   h  sf
NH }.  

Damit erhält man die folgende Charakterisierung des LOPsfT: 

 LOPsfT    ΨT  Ω  mit den Preisgleichungen (PGΨT)      
    AT  .      

Verschiedene Darstellungen für die Menge AT der Bewertungsvektoren werden in Ab-

schnitt 5.3.8 bewiesen. Das Schema in der nachfolgenden Abbildung 5.8 gibt für das Mehr-
periodenmodell einen Überblick über den Zusammenhang der verschiedenen Aussagen 
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zum Law of One Price in den Versionen LOP und LOPsfT und zur Existenz eines Bewer-
tungsprozesses Ψ bzw. Bewertungsvektors ΨT. Die Definition der Menge A der Bewer-

tungsprozesse wird in Abschnitt 3.3.3, die Definition der Menge AT der Bewertungsvekto-

ren wird oben angegeben. Die Gleichungsdarstellung A = 1M unter der Voraussetzung 

(AWSδ) wird in Abschnitt 3.3.3 begründet und die Gleichungsdarstellung AT = 0

T

M  un-

ter der Voraussetzung (ZVU) in Abschnitt 5.3.8. Die Existenz eines Bewertungsvektors ΨT 
wird hier in Abschnitt 5.3.3 aus der Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ gefolgert und 
auch mittels des Rieszschen Darstellungssatzes aus der Linearität der Preisfunktion. Ob-
wohl aus der Existenz eines Bewertungsvektors nicht direkt auf die Existenz eines Bewer-
tungsprozesses geschlossen werden kann, sind diese beiden Aussagen dennoch äquivalent 
wegen der Äquivalenz der beiden Versionen des Law of One Price. Im Mehrperiodenmo-
dell der endfälligen Zahlungen ist also das Law of One Price in den beiden Versionen LOP 
und LOPsfT jeweils äquivalent zur Existenz eines Bewertungsprozesses und zur Existenz 
eines Bewertungsvektors.   

 
Abb. 5.8 Äquivalenz der Versionen LOP und LOPsfT des Law of One Price und der Existenz eines 

Bewertungsprozesses Ψ bzw. Bewertungsvektors ΨT                 

Ein entsprechendes Schema für das Mehrperiodenmodell zu den verschiedenen Versionen 
AF und AFsf der Arbitragefreiheit und zur Existenz eines Diskontierungsprozesses  bzw. 
Diskontvektors T wird in Abschnitt 5.3.10 angegeben. Für das Einperiodenmodell findet 
man das Schema in Abschnitt 6.2.4.    

Eigenschaften eines Bewertungsvektors  
Aus der Gültigkeit der Preisgleichungen speziell für die sf-Handelsstrategien g 

 sf
NH   ker V0 mit Startkapitaleinsatz V0(g) = 0 bzw. für die NE-Zahlungsprofile ZT 

= VT(g)  0( ker )sf
T NV VH  = MT folgt für den Bewertungsvektor ΨT die Inzidenz  

 ΨT  MT
 

und für die Menge AT der Bewertungsvektoren die Inklusion  

  AT  T
M . 

Weitere Eigenschaften eines Bewertungsvektors ΨT wie z. B.  

 ΨT  VT
 = *ker sf

TV ,  

 ΨT  0

T
M   
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können aber nur hergeleitet werden, wenn auch weitere Voraussetzungen für das Marktmo-
dell gefordert werden, wie dies nachfolgend in Abschnitt 5.3.5 mit der Voraussetzung von 
(ZVU) oder spezieller der Existenz eines Numéraires B mit deterministischem BT für die 
Herleitung weiterer LOP-Charakterisierungen innerhalb des Raumes Ω erfolgt.   
Im usprünglichen Modell ist erst unter der zusätzlichen Voraussetzung (ZVU) von Ab-
schnitt 5.3.5 oder der spezielleren Voraussetzung eines Numéraires B mit deterministi-
schem BT nach Abschnitt 5.3.7 die Mengendifferenz VT \ MT  , daher   0 auf der 

nichtleeren Menge VT \ MT und demzufolge noch notwendig ΨT  0. Gemäß der noch fol-

genden Betrachtung zum Preis von 1Ω = (1,…,1)T  Ω  in Abschnitt 5.3.5 erhält man wei-
ter unter der Voraussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires B mit deterministischem BT 
für den Bewertungsvektor ΨT noch die Komponentensumme     

 ( )T   = T  1T  = (1Ω) = 0 bzw. = 0 = B0/BT,  

also die Inzidenz  

 ΨT  0

T
M  

(0 := v0(k) > 0 für eine sf-Duplikationsstrategie k  sf
NH   von 1Ω nach der Voraussetzung 

(DPsfT1Ω+)).     

Weiterer Nachweis eines Bewertungsvektors im ursprünglichen Marktmodell 
Bei gültigem LOPsfT kann analog zum Beweis in Abschnitt 3.3.3 aus der Linearität der 

Abbildungen VT : sf
NH   Ω und V0 : 

sf
NH   Ω auch die Linearität der Preisfunktion  

  : ( )sf
T NV H          

hergeleitet werden. Eine andere Begründung kann erfolgen, indem man die Überein-

stimmung der Preise (XT) = (X) von XT  VT( sf
NH ) und dem zugehörigen 

X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH )  L(HN) und die schon bewiesene Linearität der Preisfunktion  

: L(HN)   verwendet.  

Allein aus der Linearität der jetzt betrachteten Preisfunktion  : ( )sf
T NV H    folgt dann 

nach dem Rieszschen Darstellungssatz37 die Darstellung der Preise (XT) auf VT = ( )sf
T NV H  

durch das Skalarprodukt            

 (XT) = T TX T   

von ϑT und XT mit einem eindeutig bestimmten sf-duplizierbaren Zahlungsprofil  
 ϑT  VT.  

Mit diesem ϑT  VT gelten die Preisgleichungen   

(PGϑT)  ϑT
TVT(h) = v0(h)  h  sf

NH .    

Bei gültigem LOPsfT existiert daher ein eindeutig bestimmter sf-duplizierbarer Bewer-
tungsvektor ϑT  MT

  VT, mit dem die Preise (XT) der Zahlungsprofile XT  VT als Ska-

 
37  Der Rieszsche Darstellungssatz ist benannt nach dem ungarischen Mathematiker Frigyes Riesz 

(1880–1956). Er beschreibt die eindeutige Darstellung einer auf einem beliebigen endlichdimen-
sionalen euklidischen reellen Vektorraum V definierten Linearform  : V   mittels des Skalar-

produkts .,. : (v) = ,    mit einem eindeutig bestimmten Vektor ψ  V. Einen Beweis fin-

det man in Abschnitt 3.3.3 und bei Kremer (2006), S. 421. Für die Darstellung des Preis-

funktionals  wird hier auf ( )sf
T NV H  das auf Ω  bzw.  K definierte Skalarprodukt genommen.  
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larprodukt berechnet werden können. Wie oben auch noch mit einem anderen Beweisweg 
begründet wurde (ΨT als T-te Komponente eines Bewertungsprozesses Ψ  A), existiert bei 

gültigem LOPsfT stets ein Bewertungsvektor ΨT  Ω mit den zugehörigen Preisgleichun-
gen (PGΨT). Die Existenz eines Bewertungsvektors mit den Preisgleichungen ist sogar cha-
rakteristisch für das LOPsfT. Die nachfolgend in Abschnitt 5.3.5 noch verwendeten Vo-
raussetzungen, mit denen weitere Eigenschaften für ΨT hergeleitet werden, sind dazu nicht 
nötig.      

Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile als Hyperebene von VT   

Für den Unterraum MT der NE-Zahlungsprofile erhält man nach Abschnitt 5.3.2 die Dar-

stellung als Hyperebene von VT mit dem Normalenvektor ϑT:    

 MT  = VT  {(XT) = 0}  

  = VT  { T TX T  = 0} = VT  {ϑT}.  

LOPsfT und Bewertungsvektor im relativen Marktmodell 
Analog existiert bei gültigem LOPsfT auch im relativen Marktmodell ein eindeutig be-
stimmter sf-duplizierbarer relativer Bewertungsvektor  

 T
   T

V   T
M    

für die Berechnung der relativen Preise ( )TX   der relativen Zahlungsprofile TX   T
V  als 

Skalarprodukt  

 ( )TX   = T TX T .    

Für den Unterraum T
M  der relativen NE-Zahlungsprofile erhält man die Darstellung als 

Hyperebene von T
V  mit dem Normalenvektor T

 :   

 T
M  = T

V   { T TX T  = 0} = VT  { T
 }.     

Mit dem im Abschnitt 5.3.5 ohne die zusätzliche Voraussetzung (DPsfT1Ω+) berechneten 

relativen Preis ( ) 1  = 1 von 1Ω  ET = 0
V   T

V  erhält man aus der Preisgleichung für 

1Ω die Beziehung       

 1 = ( ) 1  = T  1 T = ( )T  ,  

also die -Normierung ( )T   = 1 des relativen Bewertungsvektors T
  und die Inzidenz  

 T
   1

T
M  := T

M   {(XT) = 1}.  

Die Vielfalt der Bewertungsvektoren im ursprünglichen und im relativen Marktmodell wird 
im nachfolgenden Abschnitt 5.3.8 behandelt.  

5.3.4 Äquivalenz von LOPsfT im ursprünglichen Marktmodell und 
LOPsfT im relativen Marktmodell   

Hinsichtlich des LOPsfT gilt ein weiterer Zusammenhang zwischen relativem Marktmodell 
und ursprünglichem Marktmodell:  
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Das LOPsfT im relativen Marktmodell mit den sf-duplizierbaren relativen Zahlungsprofilen 

in ( )sf
T NL H  ist äquivalent zum LOPsfT im ursprünglichen Marktmodell mit den sf-dupli-

zierbaren Zahlungsprofilen in LT( sf
NH ).           

Beweis: Die durch fT(XT) := XT/BT und f0(XT) := XT/B0 (B0, BT  Ω, B0, BT > 0) gegebenen linearen 
Abbildungen fT, f0 : Ω  Ω  sind bijektiv. Weiter ist nach Abschnitt 5.1.7   

 0 ( )V h  = V0(h)/B0 = f0(V0(h)) und  

 ( )TV h  = VT(h)/BT = fT(VT(h))  

für h  sf
NH . Für h, h‘  sf

NH  ist also 0 ( )V h  = 0( ')V h  genau dann, wenn 0( )V h  = 0( ')V h  gilt, und 

( )TV h  = ( ')TV h  genau dann, wenn ( )TV h  = ( ')TV h  gilt. Demzufolge gilt bei fest vorgegebenem 

h‘  sf
NH  die Bedingung  

 [ 0 ( )V h  = 0( ')V h  für h  sf
NH  mit ( )TV h  = ( ')TV h ]    

genau dann, wenn die Bedingung  

 [ 0( )V h  = 0( ')V h  für h  sf
NH  mit ( )TV h  = ( ')TV h ]    

gilt. Dies heißt, dass das LOPsfT in ( )sf
T NV H  genau dann gültig ist, wenn es in ( )sf

T NV H  gilt.      

Der „relative“ Preis ( )TX   eines sf-duplizierbaren relativen Zahlungsprofils TX  = ( )TV h

 ( )sf
T NV H   Ω nach der Preisfunktion   im relativen Marktmodell ist analog zum ur-

sprünglichem Marktmodell definiert durch den relativen Startkapitaleinsatz 0 ( )v h  

= v0(h)/B0 einer sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  von TX ,   

 VT(h)/BT  = ( )TV h  = TX  = XT/BT,  

bzw. einer sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  des zugehörigen Zahlungsprofils XT = TX BT 

= VT(h)  ( )sf
T NV H  im ursprünglichem Modell:  

 ( )TX   = 0( )v h  = v0(h)/B0 = (XT)/B0    

für h  sf
NH   1({ })T TV X   = sf

NH   1({ })T TV X . Den relativen Preis ( )TX   eines relati-

ven Zahlungsprofils erhält man also aus dem Preis (XT) des zugehörigen Zahlungsprofils 
im ursprünglichem Modell durch Division mit B0. Im Spezialfall B0 = 1 stimmen beide 
Preise überein.          

5.3.5 Additive Zerlegung des VT-Bildraums in Unterräume  

Nach dem Vorbild der Charakterisierungen des LOP für allgemeine Zahlungsprofile X  W 

in Abschnitt 3.4.1 sollen nun auch für die endfälligen Zahlungsprofile XT  Ω entspre-

chende Kriterien in der hier verwendeten speziellen Schreibweise in den Räumen sf
NH  und 

Ω  hergeleitet werden. Dazu werden im ursprünglichen Marktmodell die bereits in den Ab-
schnitten 5.1.1, 5.1.5 und 5.1.7 angegebenen linearen Unterräume    

 VT := ( )sf
T NV H   ( Ω),       

 MT := VT(kersf V0) = KT(kersf V0)  ( VT),     

 KT := ( )sf
T NK H  und   
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 V0 := 0 ( )sf
NV H  = {V0(h) = v0(h)1Ω : h  sf

NH }  ( lin 1Ω =: ET)    

der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile, NE-Zahlungsprofile, KG-Zahlungsprofile und der 
Startkapitaleinsätze der sf-Handelsstrategien verwendet. Der Unterraum V0 liegt im eindi-

mensionalen Unterraum  
 ET := lin 1Ω = {r1Ω : r  }    

der deterministischen Zahlungsprofile r1Ω, r  , von Ω. Um zu zeigen, dass die Startka-

pitaleinsätze V0(h) der selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH  nicht alle den Wert 

Null aufweisen bzw. dass der Unterraum V0 vom Nullraum verschieden ist, die Dimension 

1 besitzt und mit ET übereinstimmt,  

 V0 = ET  O,  

werden die beiden folgenden, im Allgemeinen für Marktmodelle vorliegenden, mathema-
tisch-technischen Voraussetzungen (AWSδ)38 und (WS0,T-1) verwendet. Außerdem wird 
zum Nachweis bestimmter Unterraumstrukturen in Ω noch die Inklusion ET := lin 1Ω  VT, 

vorausgesetzt, die auch die Inklusion V0  VT zur Folge hat und die äquivalent ist zur sf-

Duplizierbarkeit des speziellen deterministischen Zahlungsprofils 1Ω = (1,…,1)T  Ω, d. h. 

1Ω = T TS k  = VT(k)  VT  mit einem k  sf
NH . Weiter wird noch benötigt, dass der Startka-

pitaleinsatz 0 := v0(k) = 0 0S k T  = r0(k) = 0 1S kT  der sf-Duplikationsstrategie k von 1Ω posi-

tiv ist.39 Damit werden für die Behandlung des ursprünglichen Marktmodells also die fol-
genden Voraussetzungen (ZVU) zugrunde gelegt:  

(ZVU) Zusätzliche Voraussetzungen für das ursprüngliche Marktmodell:   

 (AWSδ)  0 ( )S    (0,…,0)T  N,  

 (WS0,T-1) St(At,m)  (0,…,0)T  N   At,m  Pt, t = 0,…,T-1,   

 (DPsfT1Ω+)  1Ω = VT(k) VT mittels einer sf-Duplikationsstrategie k  sf
NH  bei 

einem Startkapitaleinsatz 0 := v0(k) = r0(k)  > 0.      

Für die oben angegebenen Unterräume des ursprünglichen Marktmodells können dann un-
ter der Voraussetzung (ZVU) die nachfolgenden Mengenidentitäten, Inklusionen und addi-
tiven Zerlegungen bewiesen werden.  

 
38  Die Voraussetzung (AWSδ) 0S    0 bzw. 0S   = S0 + 0 


 0 folgt wegen 0 ≥ 0 auch schon aus 

der Voraussetzung (WS0,T-1) für t = 0: S0  0 bzw. S0 


 0.   
39  Bei einem Startkapitaleinsatz 0 = 0 für die sf-Duplikationsstrategie k von 1Ω wäre k eine sf-

Arbitragegelegenheit. Bei 0 ≤ 0 würde man nur ein Marktmodell mit stets vorhandener Arbitra-
gegelegenheit zulassen: Mit einer Duplikationsstrategie f = (f0,0,..,0,0)T  HN von 10,Ω 

= (1,0,…,0)T  W  (siehe Abschnitt 2.8.4 beim Beweis von E  L(HN) unter der Voraussetzung 

(AWSδ) mit v0(f) = 0 0S f T  = 1) und einer sf-Duplikationsstrategie k  sf
NH  von 1Ω  Ω bzw. von 

1T,Ω = (0,…,0,1)T  W  mit einem 0 = v0(k)  0 liefert nämlich g := k - 0f  HN eine Duplika-

tionsstrategie von Z := L(g) = 1T,Ω - 010,Ω = (-0,0,..,0,1)T 


0 mit v0(g) = v0(k) - 0v0(f) = 0 - 01 

= 0, also eine Arbitragegelegenheit. Unter den Voraussetzungen (AF), (AWSδ) und 1Ω = VT(k)  
VT  ist also 0 = v0(k) > 0. Außerdem wird in Abschnitt 5.3.8 begründet, dass bei sf-Arbitrage-

freiheit für die Existenz eines Diskontvektors (positiven Bewertungsvektors) QT notwendig die 
Bedingung 0 > 0 (statt 0  0) benötigt wird.           
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Für die Lagebeziehungen der entsprechenden Unterräume im relativen Marktmodell wird 
nur die Existenz des relativen Marktmodells, also die Existenz eines Numéraires SN = B > 0 
im ursprünglichen Marktmodell, nicht aber die zusätzliche Voraussetzung (ZVU) benötigt. 
Allgemeiner gelten diese Aussagen des relativen Marktmodells auch in einem ursprüngli-
chen Marktmodell mit einem konstanten Numéraire B: Bt = β    t  I, β > 0, o. E. β = 1.  

Da im relativen Marktmodell stets der konstante relative Numéraire NS  = B  = 1 existiert, 

sind nach Abschnitt 5.3.5 auch stets die zu (ZVU) analogen Bedingungen (ZVUrel) für das 
relative Marktmodell implizit erfüllt. Die Voraussetzung (ZVU) im ursprünglichen Markt-
modell dient also dazu, um hier ebenso entsprechende Aussagen wie im relativen Markt-
modell zu erhalten. 

Im ursprünglichen Marktmodell kann zum Beweis der Mengenidentität V0 = ET im nachfol-

genden Beweisteil c) anstelle der Voraussetzungen (AWSδ) und (WS0,T-1) auch die Exis-
tenz eines Numéraires B verwendet werden. Zur Begründung der übrigen Aussagen d), e) 
und f) im nachfolgenden Beweis kann anstelle von (ZVU) auch die stärkere Voraussetzung 
der Existenz eines Numéraires SN = B > 0 mit deterministischem BT verwendet werden. 
Dass die Voraussetzung eines Numéraires B mit deterministischem BT die Bedingung 
(ZVU) beinhaltet, wird nachfolgend noch bei der Betrachtung zum ‚Preis von 1Ω‘ gezeigt. 
Unter dieser Voraussetzung können aufgrund der in Abschnitt 5.1.7 begründeten Mengen-
identitäten  

 0
V  = V0, T

V  = VT , T
M  = MT  

die Lagebeziehungen vom relativen auf das ursprüngliche Modell übertragen werden. Auch 
hierbei erfolgt der Nachweis von KT  VT und V0 + KT = VT wie in Beweisteil e) unter 

Verwendung von V0  VT. Für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT = VT(h)  VT 

(h  sf
NH ) wird in Beweisteil f) aus der additiven Zerlegung (SFV) (t = T, siehe Abschnitt 

5.1.5) der Zahlungsprofile XT = VT(h) im Unterraum V0 + KT,  

 VT(h) = V0(h) + KT(h), V0(h)  V0, KT(h)  KT,  

auch eine additive Zerlegung im Unterraum V0 + MT hergeleitet:   

 VT(h) = W0(h) + MT(h) mit W0(h)  V0  und MT(h)  MT.  

Bei der nachfolgenden Betrachtung zum Preis von 1Ω wird auch noch gezeigt, dass die im 
relativen Marktmodell stets vorliegende Duplizierbarkeit von 1Ω mit positivem Startkapital-
einsatz unter der Voraussetzung eines Numéraires B mit deterministischem BT auch auf das 
ursprüngliche Marktmodell übertragen werden kann.     

Inklusionen und additive Zerlegungen in VT und T
V   

1) Im relativen Marktmodell gelten die Beziehungen:  

 0
V  = ET  T

V ,  

 0
V  + T

M  = T
V .   

2)  Im ursprünglichen Marktmodell gelten unter der Voraussetzung (ZVU) oder spezi-
eller bei Existenz eines Numéraires B mit deterministischem BT die Beziehungen:  

 V0 = ET  VT,  

 KT  VT,    
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 V0 + KT = VT,   

 V0 + MT = VT.        

 Dabei ist für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT = VT(h)  VT (h  sf
NH ) eine ad-

ditive Zerlegung  
 VT(h) = W0(h) + MT(h), W0(h)  V0, MT(h)  MT,  

 gegeben durch 
 W0(h) = V0(h)/0 und  
 MT(h) = VT(h) - W0(h).  

Damit liegen der Unterraum V0 der Startkapitaleinsätze und der Unterraum KT der KG-

Zahlungsprofile jeweils im Unterraum VT der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile. Es sind 

dann also auch die in V0 und KT gelegenen Zahlungsprofile ökonomisch interpretierbar als 

Portfolio-Vermögenswerte VT(h) von selbstfinanzierenden Handelsstrategien h  sf
NH . Au-

ßerdem spannen die beiden Unterräume V0 und KT und auch die Unterräume V0 und MT 

den Unterraum VT auf.  

Beweis: Die angegebenen Aussagen werden in den Beweisteilen a) und b) für das relative Marktmo-
dell und in den darauffolgenden Beweisteilen c), d), e) und f) unter der zusätzlichen Voraussetzung 
(ZVU) für das ursprüngliche Marktmodell bewiesen.  

Beweis für das relative Marktmodell:  

a) „ 0
V  = ET  T

V “:  

1. Beweis von 0
V  = ET und ET  T

V  mittels einer speziellen TV -Duplizierung von 1Ω:    

Es sei die Voraussetzung (NM), also die Existenz eines Numéraires SN = B > 0 im ursprünglichen 
Marktmodell, und damit die Existenz des relativen Marktmodells gesichert. Im relativen Marktmodell 
(oder allgemeiner in einem Marktmodell mit konstantem Numéraire B = 1) gibt es dann nach Satz 

5.2, a von Abschnitt 5.1.7 eine sf-Handelsstrategie k = ( k ,kN)T  sf
NH  mit dem vorgegebenen relati-

ven Startkapitaleinsatz 0( )v k  = 0v  = 1, dem vorgegebenen Nichtnuméraireanteil k  = 0, dem nach 

der Gleichung (SF) zugehörigen Numéraireanteil kN = 0v 1  = 1 und damit dem relativen kumulier-

ten Gewinn ( )TK k  = ( )TK k  = 0. Nach der im relativen Marktmodell gültigen SF-Charakterisierung 

(SFK)  von Abschnitt 5.1.7 ist dann   

 ( )TV k  = 0 ( )V k  + ( )TK k   

   = 0 ( )V k  + 0  

   = 0( )v k 1Ω = 1Ω.  

Bei dieser sf-Handelsstrategie k = ( k ,kN)T = (0,1)T wird nur in den Numéraire 
NS  = B  = 1 inves-

tiert: Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Anteil 0
Nk  = 1 des Numéraires mit dem relativen Startkapitalein-

satz 0( )v k  = 0 0
N NS k  = 11 = 1 in das Portfolio eingebracht und wegen N

tk  = 1 dieser Anteil für die 

weiteren Zeitpunkte t = 1,…,T gehalten. Für alle Zeitpunkte t  I hat man dann jeweils den relativen 
Vermögenswert  

 ( )tV k  = t tS k = t tS k + N N
t tS k   

  = 0 + 11 = 1Ω.   
Demnach gelten die Inzidenzen   

 1Ω = ( )TV k   T
V  und   
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 1Ω = 0 ( )V k   0
V .   

Im relativen Marktmodell (oder allgemeiner in einem Marktmodell mit dem konstanten Numéraire 1) 

ist also das deterministische Zahlungsprofil 1Ω stets sf-duplizierbar. Außerdem gilt stets 1Ω  0
V . Da 

T
V  und 0

V  lineare Unterräume sind, folgen die Inklusionen  

 ET = lin 1Ω  T
V , ET = lin 1Ω  0

V   

und, da stets die Inklusion  

 0
V  = { 0 ( )V h  = 0( )v h 1Ω : h  sf

NH }  lin 1Ω = ET  

gilt, insgesamt 0
V  = ET  T

V .   

2. Mengentheoretischer Beweis der Inklusion 0
V   T

V  unter Verwendung der Mengenidentität 

T
K  = T

M  des relativen Marktmodells: Mit den in Abschntt 5.1.7 für das relative Marktmodell ange-

gebenen Beziehungen (SFṼ) und T
K  = T

M   T
V  folgt  

 0
V  = { 0 ( )V h  = ( )TV h  - ( )TK h  : h  sf

NH }  (SFṼ) 

   ( )sf
T NV H  + ( )sf

T NK H  = T
V  + T

K     

  = T
V  + T

M  = T
V ,  ( T

K  = T
M   T

V ) 

also  

 0
V   T

V .     

b) „ 0
V  + T

M  = T
V “:  

Mit der Voraussetzung (NM), mit (SFṼ), T
K  = T

M  T
V und der in a) bereits bewiesenen Inklu-

sion 0
V   T

V  folgt  

 T
V   = { ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h  : h  sf

NH }   (SFṼ) 

   0 ( )sf
NV H  + ( )sf

T NK H  = 0
V  + T

K     

  = 0
V  + T

M    ( T
K  = T

M ) 

   T
V   ( T

M   T
V , 0

V   T
V ),  

also  

 T
V  = 0

V  + T
M  = 0

V  + T
K .     

Beweis für das ursprüngliche Marktmodell:  

c) „V0 = ET “:  

1. Beweis mit den Voraussetzungen (AWSδ) und (WS0,T-1): 

„“: Da mit v0(h) = 0 0( ) ( )S h  T    die Inzidenz  

 V0(h) = v0(h)1Ω  {r1Ω : r  } = lin 1Ω = ET    

für jedes h  sf
NH  erfüllt ist, gilt die Inklusion V0  ET.  

„“: Da das Bild V0 = V0(
sf
NH ) der linearen Abbildung V0 : 

sf
NH   Ω ein linearer Unterraum ist, 

genügt es für die Inklusion ET = lin 1Ω  V0 die Inzidenz  

 1Ω = (1,…,1)T  0( )sf
NV H   

zu zeigen. Diese bedeutet die Lösbarkeit der linearen Gleichung  

 1Ω = V0(h) = v0(h)1Ω  für ein h  sf
NH        

bzw. die Lösbarkeit des Gleichungssystems  
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 1 = v0(h)(Ω) = 0 0( ) ( )S h  T ,    

 0 = Lt(h)(At,m)  = ,( )t t mS A ht(At,m) - St(At,m)ht+1(At,m),  At,m  Pt, t = 0,…,T-1  

für ein h  HN. Unter der mathematisch-technischen Voraussetzung (AWSδ) 0 ( )S     0 ist die erste 

Gleichung v0(h) = 1 nach h0(Ω)  N auflösbar. Die weiteren Gleichungen  

 St(At,m)Tht+1(At,m) = ,( )t t mS A T ht(At,m)  

sind sukzessive bei t = 0 beginnend und bis t = T - 1 fortschreitend für jedes At,m  Pt bei gegebener 

rechter Seite unter der mathematisch-technischen Voraussetzung (WS0,T-1) St(At,m)  0 nach 
ht+1(At,m) auf der linken Seite auflösbar. Nach der Auflösung nach ht+1(At,m) setzt man noch ht+1(At+1,p) 
:= ht+1(At,m) für die Nachfolgerknoten At+1,p  At,m von At,m zur Verwendung in der nächsten Gleichung 
für das darauffolgende t. Damit ist eine Lösung h  HN für das Gleichungssystem bzw. eine Lösung 

h  sf
NH  für die Gleichung v0(h) = 1 bestimmbar. Das Zahlungsprofil 1Ω liegt also im Bildraum 

0 ( )sf
NV H . Im Einperiodenmodell (T = 1, siehe Abschnitt 6.2.1) genügt die Voraussetzung (AWS)  

(WS0) S0  0 bzw. S0 


 0, da daraus wegen 0 ≥ 0 auch noch 0S   = S0 + 0 


 0 bzw.  0, also 

(AWSδ) folgt.            

2. Beweis mit der Voraussetzung (NM):  
Unter der Voraussetzung (NM), dass also ein Numéraire SN = B > 0 im ursprünglichen Marktmodell 
und damit das relative Marktmodell existiert, folgt mit der in Abschnitt 5.1.7 begründeten Men-

genidentität V0 = 0
V  nach a)     

  V0 = 0
V  = ET.   

d) „V0 = ET  VT“:  

1. Beweis mit der Voraussetzung (ZVU):  
Unter der Voraussetzung (DPsfT1Ω+) (hier würde auch 0  0 anstelle von 0 > 0 genügen) ist 1Ω 
 VT,  

 ET = lin 1Ω  VT  

und unter den weiteren Voraussetzungen (AWSδ) und (WS0,T-1) mit c) dann noch   
 V0 = ET  VT.     

2. Beweis mit der Voraussetzung eines Numéraires SN = B > 0 mit deterministischem BT:  

Unter dieser Voraussetzung folgt nach a) 0
V = ET  T

V  und aufgrund der nach Abschnitt 5.1.7 gel-

tenden Identitäten 0
V  = V0 und T

V  = VT  dann auch V0 = ET  VT.   

e) „KT  VT und V0 + KT = VT “:     

Mit der in Abschnitt 5.1.5 angegebenen Beziehung (SFV) und der in d) unter der Voraussetzung von 
(ZVU) oder eines Numéraires mit deterministischem BT bewiesenen Inklusion V0  VT folgen die 

weiteren Inklusionen  

 KT  = {KT(h) = VT(h) - V0(h) : h  sf
NH }     (SFV)  

   VT + V0 = VT       (V0  VT), 

 VT  = {VT(h) = V0(h) + KT(h) : h  sf
NH }      (SFV)  

   V0 + KT  VT  (V0  VT, KT  VT) 

und somit die Übereinstimmung  
 VT  = V0 + KT.     
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f) „V0 + MT = VT “:     

1. Beweis mit der Voraussetzung (ZVU):  
„“: Da stets MT  VT und unter den Voraussetzungen (AWSδ), (WS0,T-1) und (DPsfT1Ω+) nach c) 

und d) V0  VT gilt, folgt V0 + MT  VT.     

„“: Gemäß der Voraussetzung (DPsfT1Ω+) ist  

 1Ω  = VT(k)  ( )sf
T NV H  = VT   

mit einer sf-Handelsstrategie k  sf
NH , deren Startkapitaleinsatz 0 := v0(k) > 0 ist.   

Zu einem beliebigen festen sf-duplizierbaren Zahlungsprofil XT = VT(h)  VT (h  sf
NH ) definiert 

man die beiden Zahlungsprofile  
 W0(h)  := V0(h)/0 = 1Ωv0(h)/0 = VT(k)v0(h)/0  V0   (es genügt 0  0),       

 MT(h)  := VT(h) - W0(h)  
   = VT(h) - VT(k)v0(h)/0  
   = VT(h - kv0(h)/0)   (VT lineare Abbildung) 
   = VT(g)  

mit g = h - kv0(h)/0  sf
NH  und  

 v0(g) = v0(h) - v0(k)v0(h)/0    (v0 lineare Abbildung) 
  = v0(h) - v0(k)v0(h)/v0(k)    (0 = v0(k)) 
  = 0.  
Demzufolge ist MT(h) = VT(g)  VT(kersf V0) = MT. Aufgrund der Definition von MT(h) erhält man 

damit für XT = VT(h) eine additive Zerlegung  
 XT = VT(h) = W0(h) + MT(h)  V0 + MT.  

Da XT  VT beliebig war, folgt auch VT  V0 + MT und insgesamt VT = V0 + MT.   

2. Beweis mit der spezielleren Voraussetzung eines Numéraires SN = B > 0 mit deterministischem BT:  
Da nach Abschnitt 5.1.7 stets  

 0
V  = V0  

und bei deterministischem BT auch noch  

 T
V  = VT  und T

M  = MT  

gilt, folgt mit a) 0
V  = ET  T

V  auch  

 V0 = ET  VT  

und mit der in b) angegebenen additiven Zerlegung von T
V  auch die entsprechende additive Zerle-

gung von VT:   

 VT = V0 + MT.    

Auch unter der Voraussetzung eines Numéraires B mit deterministischem BT stimmen aber im All-

gemeinen die Unterräume MT und KT nicht überein, sodass dann auch die Unterräume T
K  (= T

M  

= MT) und KT voneinander verschieden sind. Bei Vorliegen eines konstanten Numéraires B = 1 stim-

men MT und KT überein, sodass dann auch T
K  und KT übereinstimmen ( T

K  = T
M  = MT = KT ).    

Der Preis von 1Ω im relativen Marktmodell und im ursprünglichen Marktmodell  
1) Im relativen Marktmodell oder allgemeiner in einem Marktmodell mit konstantem 
Numéraire B = β   ist nach dem vorhergehenden Beweisteil a, 1) das spezielle determi-
nistische Zahlungsprofil 1Ω = (1,…,1)T  Ω stets sf-duplizierbar,   

 1Ω  = ( )TV k , k  sf
NH ,     
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mit dem relativen Startkapitaleinsatz 0  := 0 ( )v k  = 1 (und k  = 0, N
tk  = 0 ( )v k 1Ω = 1  

t  I, ( )TK k  = ( )TK k  = 0). Demzufolge ist bei gültigem LOPsfT der relative Preis von 1Ω 

gleich   
  (1Ω) = 0  = 1.   

2) Im ursprünglichen Marktmodell ist das deterministische Zahlungsprofil 1Ω  Ω ge-
mäß der Voraussetzung (DPsfT1Ω+) sf-duplizierbar,   

 1Ω  = VT(k), k  sf
NH ,     

mit einem Startkapitaleinsatz 0 := v0(k) > 0. Falls noch das LOPsfT gültig ist, ist der Preis 
von 1Ω gleich  
 (1Ω) = 0 > 0.         
Wie in obiger Fußnote bei der Beschreibung der Voraussetzung (ZVU) begründet wird, ist 
beispielsweise unter den Voraussetzungen (AWSδ), 1Ω = VT(k)  VT und (AF) die Posi-

tivität des Startkapitaleinsatzes 0 = v0(k) gesichert:  

 (AWSδ), 1Ω  VT, (AF)  ⇒  0 = (1Ω) > 0.      

Ein Numéraire B mit deterministischem BT als hinreichende Bedingung für (ZVU) im 
ursprünglichen Marktmodell  
Falls im ursprünglichen Marktmodell ein  
 Numéraire SN = B > 0 mit deterministischem BT  
vorliegt, folgt nach Beweisteil f, 2) die Inklusion ET  VT  und die Inzidenz 1Ω  VT , so-

dass 1Ω sf-duplizierbar ist. Darüber hinaus kann aus der stets vorliegenden sf-Duplikations-

strategie (siehe Beweisteil a) k = ( k ,kN)T = (0,1)T von 1Ω des relativen Marktmodells mit 

relativem Startkapitaleinsatz 0( )v k  = 1 > 0, dem Nichtnuméraireanteil k  = 0 und dem Nu-

méraireanteil kN = 0v 1  = 1 dann auch eine sf-Duplikationsstrategie h des ursprünglichen 

Marktmodells mit positivem Startkapitaleinsatz gewonnen werden: 

 1Ω = ( )TV k  = VT(k)/BT = VT(k/BT) = VT(h)  

mit h = k/BT  sf
NH  und dem Startkapitaleinsatz  

 0 := v0(h) = 0 0 ( )B v h  = 0 0 ( / )TB v k B  = 0 ( )v k B0/BT  = B0/BT > 0.   

Bei Vorlage eines Numéraires B mit deterministischem BT ist also auch die Voraussetzung  
(DPsfT1Ω+)  1Ω = VT(h)  VT mit 0 := v0(h) > 0   

erfüllt. Bei dieser sf-Handelsstrategie h = k/BT = ( k ,kN)T/BT = (0,1/BT)T wird nur in den Nu-

méraire SN = B investiert. Zum Zeitpunkt t = 0 werden 0
Nh  = 0

Nk /BT = 1/BT Anteile des Nu-

méraires B mit dem Startkapitaleinsatz v0(h) = B01/BT in das Portfolio eingebracht und die-

se Anteile N
th  = 1/BT für die weiteren Zeitpunkte t = 1,…,T gehalten. Zum Endzeitpunkt 

t = T ist dann für die Anteile N
Th  = 1/BT von BT der Vermögenswert VT(h) = N

T TB h  = 1Ω. 

Weiter ist bei gültigem LOPsfT der Preis von 1Ω im ursprünglichen Modell hier gleich  
 (1Ω) = 0 = B0/BT.    

Außerdem sind bei Vorliegen eines Numéraires B = SN mit deterministischem BT wegen 
,N

tS   = N
tS  = Bt > 0 (t  I) auch noch die Bedingungen   
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(AWSδ)  0S   = ,1 , 1
0 0 0( ,..., , )NS S B   T   0,  

(WS0,T-1)   ,( )t t mS A  = 1 1
, , ,( ( ),..., ( ), ( ))N

t t m t t m t t mS A S A B A T  0  (t = 0,…,T-1, At,m  Pt)  

und damit insgesamt (ZVU) erfüllt.  

Im ursprünglichen Marktmodell ist die Voraussetzung eines Numéraires B mit de-
terministischem BT hinreichend für das Vorliegen der Voraussetzung (ZVU).     

Die zu (ZVU) analoge Voraussetzung ist im relativen Marktmodell stets erfüllt 

Im relativen Marktmodell existiert stets der konstante relative Numéraire NS  = B  = 1 und 

dieser ist insbesondere auch ein Numéraire NS  = B  > 0 mit deterministischem TB . Wie 

oben für das ursprüngliche Marktmodell begründet wurde, sind dann auch stets die zu 
(ZVU) analogen Bedingungen (ZVUrel) für das relative Marktmodell erfüllt:  

 (AW δS )  0S  = ,1 , 1
0 0 0( ,..., , )NS S B     T   0,  

 (WS 0,T-1)   ,( )t t mS A =
1 1

, , ,( ( ),..., ( ), ( ))N
t t m t t m t t mS A S A B A   T

0 (t=0,..,T-1, At,m  Pt),   

 (DPsfT1Ω+rel) 1Ω = ( )TV h   T
V , h  sf

NH   mit 0  := 0 ( )v h  > 0.          

Nach den obigen Überlegungen zu einem Numéraire B mit deterministischem BT existiert 

dann auch eine relative sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  von 1Ω (1Ω = ( ))TV h  mit dem re-

lativen Startkapitaleinsatz      

 0  = 0 TB B   = 1.    

Diese letzte Aussage 0  = 1 wurde auch schon oben in Beweisteil a,1) direkt im relativen 

Marktmodell mittels Satz 5.2, a) bewiesen.  

Das relative Marktmodell ist definitionsgemäß von speziellerer Struktur als das ursprüngli-

che Marktmodell. Aufgrund seiner Ausstattung mit dem konstanten Numéraire B  = 1 gel-
ten Aussagen des ursprünglichen Marktmodells, die unter der Voraussetzung (ZVU) herge-
leitet werden, dann auch im relativen Marktmodell, ohne die entsprechenden Bedingungen 
extra voraussetzen zu müssen.       

5.3.6 Adjungierte Abbildungen und Lagebeziehungen einiger Unterräu-
me  

Für die Herleitung von Charakterisierungen des Law of One Price LOPsfT für die endfälli-
gen Zahlungsprofile XT  VT werden als Nächstes noch die Adjungierten verschiedener li-

nearer Abbildungen, Dimensionsgleichungen für einige Unterräume und zwei Hilfssätze 
über Lagebeziehungen von Unterräumen bereitgestellt.  

Definition der adjungierten Abbildungen 

Die Vektorräume sf
NH  (als linearer Unterraum von HN) und WT,1 = Ω  sind euklidische 

Vektorräume mit den in Abschnitt 2.9 bereitgestellten Skalarprodukten. Auf dem end-

lichdimensionalen euklidischen Vektorraum sf
NH  der selbstfinanzierenden Handelsstrate-

gien werden die linearen Abbildungen  

 sf
TV  := sf

N
TV

H
, 0

sfV  := 0 sf
N

V
H

, sf
TK  := sf

N
TK

H
 : sf

NH   Ω,  
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betrachtet. Diese stimmen als Einschränkungen von Abbildungen auf den Unterraum sf
NH  

mit den umfassender definierten Abbildungen 
 VT, V0, KT : HN  Ω    

überein und werden daher zur Vereinfachung der Schreibweise auch wieder mit VT, V0 und 
KT bezeichnet. Zu diesen linearen Abbildungen sind die eindeutig bestimmten adjungierten 
Abbildungen40  

 *sf
TV , *

0
sfV , *sf

TK  : Ω  sf
NH   

definiert durch die folgenden Eigenschaften:   

 XT
TVT(h) = * ( )sf

T TV X hT ,  

 XT
TV0(h) = *

0 ( )sf
TV X hT ,  

 XT
TKT(h) = * ( )sf

T TK X hT      

für alle XT  Ω und h  sf
NH . Bei der Identifizierung der Vektoren h in sf

NH   HN bzw. XT  

in WT,1 = Ω mit ihren Koordinaten-Tupeln wird hier das Standardskalarprodukt des ent-

sprechenden  n für die Koordinaten-Tupel verwendet (siehe Abschnitt 2.9). Für die Bild-
räume und Kerne dieser Abbildungen gelten die folgenden orthogonalen Zerlegungen und 
Orthogonalitätsbeziehungen:  

 sf
NH  = kersf VT  *( )sf

TV  ,  (kersf VT ) = *( )sf
TV  , 

 Ω  = ker *sf
TV   ( )sf

T NV H ,  (ker *sf
TV ) = ( )sf

T NV H  

(kersf VT := sf
NH   ker VT) und analoge Beziehungen für V0, 

*
0
sfV  und KT, *sf

TK . Die hier 

auftretenden orthogonalen Komplemente sind mit den entsprechenden Skalarprodukten in 

den Räumen sf
NH  und Ω zu bilden.   

Additive Zerlegung der adjungierten Abbildungen  
Aus der durch die Beziehung (SFV) speziell für t = T gegebenen additiven Zerlegung der 
Zustandsfunktion VT(h) (siehe Abschnitt 5.1.5) in die deterministische (auf Ω konstante) 
Zustandsfunktion V0(h) = v0(h)1Ω und die stochastische Zustandsfunktion KT(h) erhält man 

auch eine additive Zerlegung der Adjungierten *sf
TV von VT: Aus den für alle XT  Ω und 

h  sf
NH  gültigen Gleichungen  

 * ( )sf
T TV X hT  = XT

TVT(h)  

   = XT
TV0(h) + XT

TKT(h)    

 
40  Die adjungierte Abbildung zu einer linearen Abbildung wird behandelt bei Kremer (2006), 

S. 421–423, Kowalsky (1967), S. 136–138, Kowalsky u. Michler (2003), S. 169–172. Bei den ad-

jungierten Abbildungen *sf
TV , *

0
sfV , *sf

TK  mit Zielraum sf
NH  kann der Index sf als Hinweis auf 

ihren Zielraum sf
NH  nicht weggelassen werden, da sie im Allgemeinen nicht übereinstimmen mit 

den zu VT, V0, KT : HN  Ω gehörigen adjungierten Abbildungen VT
*, V0

*, KT
* : Ω  HN mit 

dem Zielraum HN. Die adjungierte Abbildung L* einer linearen Abbildung L lässt sich nämlich 

mittels einer Orthonormalbasis {e1,…,em} und des Skalarprodukts ., .  des Zielraums von L* be-

schreiben durch die Koordinatendarstellung L*(X) := 
1

, ( )
m

i i
i

X L e e

 . Weitere Betrachtungen zur 

Adjungierten findet man in Abschnitt 2.10.       
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   = *
0 ( )sf

TV X hT  + * ( )sf
T TK X hT       

   = [ *
0 ( )sf

TV X  + *( )sf
T TK X ]Th,  

folgt nämlich die additive Zerlegung der Adjungierten *sf
TV  von VT = sf

TV  in die Anteile 
*

0
sfV  und *sf

TK . Dabei lassen sich die Adjungierten *sf
TV , *

0
sfV , *sf

TK  in ihrer zu t = 0 ge-

hörigen deterministischen Komponente auch noch explizit angeben:  

 *sf
TV  = *

0
sfV  + *sf

TK   mit  

 *
0,0 ( )sf

TV X   = (XT) 0S     lin 0S   mit einem (XT)  ,      

 *
,0 ( )sf

T TK X  = (XT) 0S     lin 0S   mit einem (XT)  ,      

 *
,0 ( )sf

T TV X  = (XT) 0S    lin 0S   mit einem (XT)  .               

Beweis: a) Aus den für alle XT  Ω und h  sf
NH  gültigen Gleichungen  

 ( *( )sf
T TV X  - [ *

0 ( )sf
TV X  + *( )sf

T TK X ])Th = 0  

folgt wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts (durch Einsetzen des Ausdrucks in runden 

Klammern für h), dass der Ausdruck in den runden Klammern gleich Null ist, also *( )sf
T TV X  gleich 

dem Ausdruck in eckigen Klammern ist: 

 *sf
TV  = *

0
sfV  + *sf

TK .       

b) Mit den speziellen selbstfinanzierenden Handelsstrategien h


 = (h0,0,…,0)T  sf
NH , h0  N mit 

(SF) 0 = L0( h


) = V0( h


) - R0( h


)  = 0 0S h T , gilt  

 0 = XT
TV0( h


) = *

0 ( )sf
TV X h


T  = *
0,0 0( )sf

TV X hT      

für alle XT  Ω und h0  { 0S  } ( N). Demzufolge ist *
0,0 ( )sf

TV X   h0  h0  { 0S  } bzw. 

*
0,0 ( )sf

TV X   0{ }S    = lin 0S  .  

c) Für die in b) angegebenen selbstfinanzierenden Handelsstrategien h


 = (h0,0,…,0)T  sf
NH , 

h0  0{ }S  , gilt wegen h1 = … = hT = 0 zunächst KT( h


) = 0 und dann die reellwertige Gleichung   

 0 = XT
TKT( h


) = *( )sf

T TK X h


T  = *
,0 0( )sf

T TK X hT     

für alle h0  { 0S  }. Daher ist *
,0 ( )sf

T TK X   { 0S  } = lin 0S  .  

d) Aus b) und c) folgt   

 *
,0 ( )sf

T TV X  = *
0,0 ( )sf

TV X  + *
,0 ( )sf

T TK X   lin 0S  .       

Dimensionsgleichungen für Unterräume  

Mit den in Ω gelegenen Unterräumen V0 := 0 ( )sf
NV H , MT := VT( sf

NH   ker V0), MT
, KT 

:= ( )sf
T NK H , KT

 = ker *sf
TK , VT := VT( sf

NH ) und VT
 = ker VT

sf* erhält man die additiven 

Zerlegungen  
 Ω = MT  MT

,  

 Ω = KT  KT
,  

 Ω = VT  ker VT
sf*  

und unter der Voraussetzung (ZVU) nach Abschnitt 5.3.5, Beweisteil c), e), f), noch die 
Identität  
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 V0 = ET  O  

und die additiven Zerlegungen   
 VT = V0  + MT,   

 VT = V0  + KT.   

Aus den dabei nach den Abschnitten 5.1.5 und 5.3.5, Beweisteil e), unter der Vorausset-
zung (ZVU) vorliegenden Inklusionen MT  KT  VT erhält man die umgekehrten Inklusio-

nen für die orthogonalen Komplemente:  
 ker VT

sf* = VT
  KT

  MT
.  

Aus den additiven Zerlegungen ergeben sich nach dem Dimensionssatz41 für endlich er-
zeugbare lineare Unterräume (vergleiche auch Beweisteil H von Satz 3.3 in Abschnitt 
3.4.1) die folgenden Dimensionsgleichungen:  
i)  K = dim Ω  = dim MT + dim MT

,  

ii) K = dim Ω  = dim KT + dim KT
,  

iii) K = dim Ω  = dim VT + dim ker VT
sf*,   

iv) dim VT + dim (V0  MT)  = dim V0 + dim MT ,  

v) dim VT + dim (V0  KT)  = dim V0 + dim KT.  

Für die weiteren Schlussfolgerungen wird jetzt verwendet, dass nach Abschnitt 5.3.5, Be-
weisteil c), unter der Voraussetzung (ZVU) (benötigt wird tatsächlich (AWSδ) und 
(WS0,T-1)) für den Unterraum V0 die Übereinstimmung V0 = ET  O gilt und somit  

 dim V0 = 1.  

Im Fall V0  MT = O ist dann der Unterraum MT eine Hyperebene von VT und  

im Fall V0  MT  O stimmt MT mit VT überein.  

Im Fall V0  KT = O ist analog der Unterraum KT eine Hyperebene von VT und  

im Fall V0  KT  O stimmt der Unterraum KT mit VT überein.  

Aus der ersten, dritten und vierten Dimensionsgleichung folgt auch eine Beziehung für die 
Dimensionen von MT

 und ker VT
sf* = VT

:   

 dim MT
  = K - dim MT   (Verw. von i) 

   = dim VT + dim ker VT
sf* - dim MT  (iii) 

   = dim V0 - dim (V0  MT) + dim ker VT
sf*  (iv) 

bzw.  
(vi) dim MT

 - dim ker VT
sf* = 1 - dim (V0  MT)   

   = 
1

0





 
0

0

bei ,

bei .

T

T

O 



V M

V M
 

Wegen dim (V0  MT)  dim V0 = 1 kann nämlich die Dimension des Durchschnitts 

V0  MT nur den Wert 0 oder 1 annehmen. Dies bedeutet aufgrund der Dimensi-

onsgleichung, dass für die Dimension von ker VT
sf* nur die Werte dim MT

 - 1 oder 

dim MT
 möglich sind.  

 
41 Den Dimensionssatz (die Dimensionsformel) für endlich erzeugbare Unterräume U und W eines 

Vektorraums findet man z. B. bei Kowalsky (1967), S. 39, Kowalsky u. Michler (2003), S. 33f, 
Wagner (1981), S. 46, und Bröcker (2004), S. 46: dim (U + W) + dim (U  W) = dim U + dim W.   
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Im Fall V0  MT = O ist der Unterraum  ker VT
sf* eine (lineare) Hyperebene von MT

,  

im Fall V0  MT  O fällt ker VT
sf* mit MT

 zusammen.  

Eine analoge Aussage erhält man mit KT anstelle von MT:   

(vii)  dim KT
 - dim ker VT

sf* = 1 - dim (V0  KT)   

   = 
1

0





 
0

0

bei ,

bei .

T

T

O 



V K

V K
 

Im Fall V0  KT = O ist ker VT
sf* eine (lineare) Hyperebene von KT

 und  

im Fall V0  KT  O fällt ker VT
sf* mit KT

 zusammen.  

Im nachfolgenden Abschnitt 5.3.7 wird gezeigt, dass der triviale Durchschnitt V0  MT = O 

charakteristisch für das LOPsfT ist, während der triviale Durchschnitt V0  KT = O wegen 

V0  MT   V0  KT  aber nur hinreichend und nicht notwendig für das LOPsfT ist.  

Außerdem gelten entsprechende Aussagen im relativen Marktmodell, jedoch ohne die Vo-

raussetzung (ZVU) und mit der zusätzlichen Mengenidentität T
M  = T

K .     

Lagebeziehungen für Unterräume  
Es werden zunächst die verschiedenen Möglichkeiten für die Inklusionen MT  KT  VT im 

ursprünglichen Marktmodell und T
M  = T

K   T
V  im relativen Marktmodell dargestellt. 

Anschließend werden in Hilfssatz 5.11 weitere Lagebeziehungen für Unterräume im allge-
meinen Fall, also noch ohne Voraussetzung des LOPsfT, angegeben. Aufgrund der nach 
den Abschnitten 5.1.1, 5.1.5, 5.1.7, 5.3.5 und 5.3.6 stets bestehenden Inklusionen  
 MT  KT  VT,  

 *ker sf
TV  = VT

  KT
  MT

,  

 T
M  = T

K   T
V ,  

 *ker sf
TV  = T

V   T
K  = T

M   

und der Dimensionsgleichungen der Abschnitte 5.3.6 und 5.3.7 können im ursprünglichen 
und im relativen Marktmodell nur noch folgende drei Lagebeziehungen für die Unterräume  

MT, KT, VT bzw. T
M , T

K , T
V  auftreten. Dabei unterscheiden sich die Fälle 1) und 2) nur 

im ursprünglichen Marktmodell und nicht im relativen Marktmodell.   

Lagebeziehungen der Unterräume  MT, KT, VT bzw. T
M , T

K , T
V :  

Für die Aussagen zum ursprünglichen Marktmodell sei die Voraussetzung (ZVU) erfüllt.  
Bei gültigem LOPsfT ( V0  MT = O nach Abschnitt 5.3.7)  sind dann zwei Fälle von 

Lagebeziehungen möglich:   

1) V0  KT  O: MT  ⫋ KT = VT   und   *ker sf
TV  = KT

  ⫋ MT
, 

 T
M  = T

K  ⫋ T
V    und   

*ker sf
TV  ⫋ T

K  = T
M ;          

2) V0  KT = O: MT  = KT ⫋ VT   und   *ker sf
TV  ⫋ KT

 = MT
, 

 T
M  = T

K  ⫋ T
V    und   

*ker sf
TV  ⫋ T

K  = T
M .          
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Bei ungültigem LOPsfT ( O  V0  MT  V0  KT ) ist nur ein Fall für die La-

gebeziehungen möglich:   

3) MT = KT = VT   und   *ker sf
TV  = KT

 = MT
, 

 T
M  = T

K  = T
V    und   *ker sf

TV  = T
K  = T

M .            

Die Lage der Unterräume V0, MT, KT und VT und die Lage der zugehörigen orthogonalen 

Komplemente V0
, MT

, KT
 und VT

 = *ker sf
TV  im ursprünglichen Marktmodell wird un-

ter der Voraussetzung (ZVU) und bei gültigem LOPsfT (V0  MT = O nach Abschnitt 

5.3.7) in der Abbildung 5.9 für den Fall 1) MT ⫋ KT = VT und in der Abbildung 5.10 für den 

Fall 2) MT = KT ⫋ VT veranschaulicht. Für den Fall 2) MT = KT ⫋ VT wird in Abschnitt 

5.3.8 gezeigt, dass hier wie im relativen Marktmodell notwendig jeder Vektor YT  MT
1 

einen Bewertungsvektor liefert und demzufolge auch 0 = (1Ω) = YT T1Ω = 1 ist.   

Analoge Verhältnisse liegen im relativen Marktmodell vor, wobei hier aber die zusätzliche 

Voraussetzung (ZVU) nicht benötigt wird, außerdem noch die Mengenidentität T
M  = T

K  

gilt und somit bei gültigem LOPsfT ( 0
V   T

M  = O) nur der Fall 2) auftritt. Weitere Aus-

sagen zur Lagebeziehung wichtiger Unterräume folgen noch für den allgemeinen Fall in 
Hilfssatz 5.11 und bei Gültigkeit des LOPsfT in Satz 5.12 von Abschnitt 5.3.12.              

    

Abb. 5.9 Die Unterräume V0, MT, KT und VT = ( )sf
T NV H  von Ω und deren orthogonalen Komple-

mente V0
, MT

, KT
 und VT

 = *ker sf
TV  im Fall 1) MT  ⫋ KT = VT   
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Abb. 5.10 Die Unterräume V0, MT, KT und VT = ( )sf
T NV H  von Ω und deren orthogonalen Komple-

mente V0
, MT

, KT
 und VT

 = *ker sf
TV  im Fall 2) MT  = KT ⫋ VT        

Hilfssatz 5.10 Direkte Summe der Unterraumbilder einer linearen Abbildung     

a) Für lineare Unterräume U, W eines Vektorraums V mit  
 U  + W = V  
 und eine lineare Abbildung f : V  V‘ gelten für die Unterraumbilder f(U) und f(W) die 

Beziehungen  
 f(V) = f(U) + f(W),  
 f(U  W)  f(U)  f(W). 42  

b)  Falls für die Unterräume U, W von V = U  + W  noch die Voraussetzung   
 ker f  W  
 (oder ker f  U) erfüllt ist, folgt für die Unterraumbilder noch  
 f(U  W) = f(U)  f(W).    
 Beispielsweise ist diese zusätzliche Voraussetzung für ein injektives f erfüllt (ker f = O).

  

c)  Falls für die Unterräume U, W von V = U  + W noch die Voraussetzungen   
 ker f  W und U  W = O  
 erfüllt sind, folgt für die Unterraumbilder noch f(U)  f(W) = O, sodass der Bildraum 

f(V) die direkte Summe der Unterraumbilder ist:  
 f(V) = f(U)  f(W).   

 
42  Diese Aussagen von a) über die Summe und den Durchschnitt der Unterraumbilder findet man 

z. B. bei Wagner (1981), S. 64, Satz 2.2.16.  
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Beweis des Hilfssatzes 5.10:  
a) Es gilt f(U  W)  f(U), f(U  W)  f(W), also f(U  W)  f(U)  f(W).  
Weiter gilt wegen der Linearität von f  
 f(V)  = {f(u + w) = f(u) + f(w) : u  U, w  W}     
  = {f(u) : u  U} + {f(w) : w  W} 
  = f(U) + f(W).  

b) Zu einem Vektor v‘  f(U)  f(W) gibt es u  U, w  W mit f(u) = v‘ = f(w). Wegen der Linearität 
von f  gilt dann  
 0 = f(u) - f(w) = f(u - w) = f(Δ) mit Δ := u - w  V   
bzw. Δ  ker f. Wegen der zusätzlichen Voraussetzung ker f  W folgt Δ  ker f  W, wegen der Un-
terraumeigenschaft von W dann w + Δ  W, u = w + Δ  U  W und  
 v‘ = f(u)  f(U  W).  
Damit ist auch die nichttriviale Inklusion f(U)  f(W)  f(U  W) und zusammen mit a) auch die 
Übereinstimmung  f(U  W) = f(U)  f(W) gezeigt.    

c) Mit der Voraussetzung U  W = O folgt nach b) f(U)  f(W) = f(U  W) = f(O) = O.     

Hilfssatz 5.11 Lagebeziehungen einiger Unterräume von Ω und sf
NH     

Für die im Teil I) aufgeführten Aussagen über Unterräume des ursprünglichen Marktmo-
dells sei die Voraussetzung (ZVU) von Abschnitt 5.3.5 oder die speziellere Voraussetzung 
eines Numéraires B mit deterministischem BT erfüllt. Der Wert 0 := v0(k) > 0 sei dabei der 
Startkapitaleinsatz einer sf-Duplikationsstrategie k von 1Ω. Für die entsprechenden Aus-
sagen im Teil II) für das relative Marktmodell wird nur die Existenz eines Numéraires 
B = SN > 0 im ursprünglichen Marktmodell vorausgesetzt.   

I)  Für die Ω- und sf
NH -Unterräume des ursprünglichen Marktmodells gelten dann die 

folgenden Beziehungen:   

1)  MT  KT  VT                    

2)  MT
  KT

 = ker *sf
TK   VT

 = ker *sf
TV                     

3)  V0 = ET  VT  

4)  V0
 = ET

 = {XT  Ω : (XT) = 0}  VT
 = ker *sf

TV   ((XT) := 1ΩTXT) 

5)  a) VT = V0 + KT,   b) VT = V0 + MT    

6) *sf
TV (Ω) = *sf

TV (MT)  *sf
TV (MT

)   

7) a) ker *sf
TV  = KT

  ET
 = KT

  {(XT) = 0} =: KT
0  

 b) KT
 \ ker *sf

TV  = KT
  {(XT)  0}         

 c) ker *sf
TV  = MT

  ET
 = MT

  {(XT) = 0} =: MT
0       

 d) MT
 \ ker *sf

TV  = MT
  {(XT)  0}                

 Im Falle V0  MT = O, d. h. nach Abschnitt 5.3.7 bei gültigem LOPsfT, gelten außer-

dem mit einem -normierten Normalenvektor YT von MT, Bewertungsvektor YT 

 T
M   {(XT) = 0} =: 0

T
M  ( ), dessem *sf

TV -Bild c := *( )sf
T TV Y   0 und der 

zugehörigen linearen Hülle C := lin {c}  O (C  *( )sf
T TV M   *sf

TV (Ω)  sf
NH ) die 

folgenden Beziehungen:                       

8) a) *sf
TV (MT

) = C, b) *sf
TV (MT)  C = O,   c) *sf

TV (Ω) = *sf
TV (MT)  C      
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9)  * 1sf
TV  (C)    = MT

       

10) * 1sf
TV  (C \ O) = MT

 \ *ker sf
TV    = MT

  {(XT)  0}     

11) * 1sf
TV  ({c})  = 0

T
M   = MT

  {(XT) = 0}  

 Im Falle V0  MT  O bzw. V0  MT, d. h. bei ungültigem LOPsfT, gilt noch:  

12)  a) *sf
TV (MT

)  = O,  b) *sf
TV (Ω) = *sf

TV (MT)  

II)  Für die Ω- und sf
NH -Unterräume des relativen Marktmodells gelten die zu den obi-

gen Aussagen des ursprünglichen Marktmodells analogen Beziehungen, wobei noch die 

Mengenidentität T
M  = T

K  hinzukommt. Die Voraussetzung von (ZVU) oder eines de-

terministischen BT wird hier nicht benötigt.         

1)  T
M  = T

K   T
V                      

2)  T
M  = T

K  = ker *sf
TK   T

V  = ker *sf
TV                     

3)  0
V  = ET  T

V    

4)  0
V  = ET

 = {XT  Ω : (XT) = 0}  T
V  = ker *sf

TV    

5)  T
V  = 0

V  + T
M    

6) *sf
TV (Ω) = *sf

TV ( T
M )  *sf

TV ( T
M )   

7) a) ker *sf
TV  = T

M   ET
 = T

M   {(XT) = 0} =: 0
T
M          

 b) T
M  \ ker *sf

TV  = T
M   {(XT)  0}          

 Im Falle 0
V   T

M  = O, d. h. bei gültigem LOPsfT, gelten außerdem mit einem -

normierten Normalenvektor TY  von T
M , Bewertungsvektor TY  

 T
M   {(XT) = 1} =: 1

T
M  ( ), dessem *sf

TV -Bild c  := *sf
TV ( TY )  0 und der 

zugehörigen linearen Hülle C  := lin { }c   O ( C   *sf
TV ( T

M )  *sf
TV (Ω)  sf

NH ) 

die folgenden Beziehungen:                       

8) a) *sf
TV ( T

M ) = C , b) *sf
TV ( T

M )  C  = O,   c) *sf
TV (Ω) = *sf

TV ( T
M )  C       

9)  * 1sf
TV  ( C )    = T

M        

10) * 1sf
TV  ( C  \ O) = T

M  \ *ker sf
TV    = T

M   {(XT)  0}     

11) * 1sf
TV  ({ c })  = 1

T
M   = T

M   {(XT) = 1}  

 Im Falle 0
V   T

M   O bzw. 0
V   T

M , d. h. bei ungültigem LOPsfT, gilt noch:  

12)  a) *sf
TV ( T

M )  = O,  b) *sf
TV (Ω) = *sf

TV ( T
M )  

Beweis des Hilfssatzes 5.11: Beweis von I):  

A) Beweis von 1) und 2): Die in 1) angegebene Inklusion MT  KT wird schon in Abschnitt 5.1.5 be-

gründet. Die Inklusion KT  VT wird in Abschnitt 5.3.5 in Beweisteil e) unter der Voraussetzung von 

(ZVU) oder eines Numéraires B mit deterministischem BT bewiesen.  
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Die Aussage von 2) ergibt sich aus 1) und der oben angegebenen orthogonalen Zerlegung des Vektor-

raums Ω in den Bildraum ( ( )sf
T NK H  bzw. ( ))sf

T NV H  einer linearen Abbildung und den Kern 

(ker *sf
TK  bzw. ker *sf

TV ) der zugehörigen adjungierten Abbildung (vergleiche auch Abschnitt 

2.10.1): Es gilt  
 MT

   KT
  VT

  

mit KT
 = KT( sf

NH ) = ker *sf
TK  und VT

 =  ( )sf
T NV H  = ker *sf

TV .                       

B) Der Beweis von 3) und 5) wird in Abschnitt 5.3.5 (Beweisteile c, d, e, f) unter der Voraussetzung 
von (ZVU) oder eines Numéraires mit deterministischem BT erbracht. Die Aussage 4) ergibt sich aus 
3).  

C) Beweis von 6):   

Nach Hilfssatz 5.10 a) ergibt sich mit f = *sf
TV :  

 *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M  + *( )sf
T TV M .   

Außerdem erhält man nach Hilfssatz 5.10 c) für f = *sf
TV  wegen 2) ker *sf

TV  MT
 und MT  T

M

= O  noch   

 *( )sf
T TV M   *( )sf

T TV M  = O,  

also insgesamt  

 *sf
TV (Ω) = *sf

TV (MT)  *sf
TV (MT

).             

D) Beweis von 7 a) ker *sf
TV  = KT

  ET
 = KT

  {(XT) = 0} =: KT
0:  

„“: Die nach 3) und 1) unter der Voraussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires mit determinis-

tischem BT gültigen Inklusionen ET  VT und KT  VT sind wegen ker *sf
TV  = VT

 äquivalent zu den 

Inklusionen ker *sf
TV  = VT

  ET
 und ker *sf

TV  = VT
  KT

, also insgesamt äquivalent zur Inklu-

sion  

 ker *sf
TV   KT

  ET
.    

„“: Für den Nachweis der umgekehrten Inklusion „“ wählt man ein YT  KT
  ET

 und ein be-

liebiges XT = VT(h)  VT (h  sf
NH ). Mit der additiven Zerlegung (SFV) von VT(h) folgt wegen YT 

 KT
 = ( )sf

T NK H  zunächst 

 YT
TXT  = YT

TVT(h) = YT
TV0(h) + YT

TKT(h)  (SFV) 
   = YT

Tv0(h)1Ω + 0     (YT  KT
) 

   = v0(h)(YT),  

und wegen YT  ET
 bzw. (YT) = 0 dann noch YT

TXT = 0. Demzufolge ist YT  ( )sf
T NV H  = ker *sf

TV  

und  

 KT
  ET

  ker *sf
TV .     

Beweis von 7 b) KT
 \ ker *sf

TV  = KT
  {(XT)  0}:          

Nach 7 a) folgt  

 KT
 \ ker *sf

TV  = KT
 \ (KT

  {(XT) = 0})  

   = KT
 \ {(XT) = 0}   

   = KT
  {(XT)  0}.         

Die Vektoren der Differenzmenge KT
 \ ker *sf

TV  sind also -normierbar.  

Beweis von 7 c) ker *sf
TV  = MT

  {(XT) = 0}:       

„“: Nach 1) gilt die Inklusion MT  VT, nach 3) (Beweisteil d von Abschnitt 5.3.5) gilt unter der Vo-

raussetzung (DPsfT1Ω+) oder der Voraussetzung eines Numéraires mit deterministischem BT die In-
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klusion ET  VT. Wegen ker *sf
TV  = VT

 sind diese Inklusionen äquivalent zu den Inklusionen 

ker *sf
TV  = VT

  ET
 und ker *sf

TV  = VT
  MT

, also insgesamt äquivalent zur Inklusion  

 ker *sf
TV   MT

  ET
.    

„“: Für den Nachweis der umgekehrten Inklusion „“ wählt man ein YT  MT
  ET

 und ein be-

liebiges XT = VT(h)  VT (h  sf
NH ). Außerdem wählt man gemäß der Voraussetzung (DPsfT1Ω+) ei-

ne sf-Duplikationsstrategie k  sf
NH  von 1Ω mit dem Startkapitaleinsatz 0 := v0(k) > 0. Nach dem 

Beweisteil f) „“ von Abschnitt 5.3.5 zur additiven Zerlegung V0 + MT = VT besitzt XT die additive 

Zerlegung  
 XT = W0 + MT       
mit W0 = V0(h)/0 = 1Ωv0(h)/0  V0 und MT  MT. Wegen YT  MT

 und YT  ET
 bzw. (YT) 

= YT
T1Ω = 0 folgt damit   

 YT
TXT  = YT

TW0 + YT
TMT   

   = YT
T1Ωv0(h)/0  + 0     (YT  MT

) 

   = (YT) v0(h)/0  
   = 0   ((YT) = 0),  

YT  ( )sf
T NV H  = ker *sf

TV  und MT
  ET

  ker *sf
TV .     

Beweis von 7 d) MT
 \ ker *sf

TV  = MT
  {(XT)  0}:             

Nach 7 c) folgt unter der Voraussetzung (DPsfT1Ω+)   

 MT
 \ ker *sf

TV  = MT
 \ (MT

  {(XT) = 0})  

   = MT
 \ {(XT) = 0}   

   = MT
  {(XT)  0}.         

Die Vektoren der Differenzmenge MT
 \ ker *sf

TV  sind somit -normierbar. Eine nicht verschwinden-

de Komponentensumme besitzen also nicht nur die Vektoren der Differenzmenge KT
 \ ker *,sf

TV  

sondern auch die Vektoren der umfassenderen Differenzmenge MT
 \ ker *sf

TV . Im Alggemeinen 

kann aber in 7 b) und 7 d) die jeweilige Differenzmenge auch leer sein. Erst bei gültigem LOPsfT 
wird in 8) eine nichtleere Differenzmenge gesichert.   

E) Beweis von 8) a) *( )sf
T TV M  = C, b) *( )sf

T TV M   C = O, c) *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M   C:  

a) Im Falle V0  MT = O, d. h. nach Abschnitt 5.3.7 bei gültigem LOPsfT, ist nach der oben begrün-

deten Dimensionsgleichung vi) (in Abschnitt 5.3.6 mit den Voraussetzungen (AWSδ) und (WS0,T-1)) 

der Unterraum *ker sf
TV  eine Hyperebene von MT

 und somit die Differenzmenge MT
 \ ker *sf

TV  

nichtleer. Zu einem ZT  MT
 \ ker *sf

TV  = MT
  {(XT)  0} (nach 7 d unter der Voraussetzung 

DPsfT1Ω+) erhält man das normierte  

 YT := 0ZT/(ZT)  0

T
M  := MT

  {(XT) = 0}  MT
 \ ker *sf

TV  

mit (YT) = 0  0 und das zugehörige *sf
TV -Bild c := *( )sf

T TV Y   0. In Abschnitt 5.3.8 wird mit der 

Darstellung AT = 0

T
M  gezeigt, dass dieser -normierte MT-Normalenvektor YT ein Bewertungsvek-

tor für die Zahlungsprofile XT  VT ist.  

Anzumerken ist hier noch, dass der Funktionswert *( )sf
T TV Y  unabhängig ist von der Wahl des YT 

 0

T
M : Für YT, YT‘  0

T
M  ist nämlich nach 7 c)  ΔT := YT‘ - YT  MT

  {(XT) = 0} = MT
0 

= ker *sf
TV  und somit  

 *( ')sf
T TV Y  = *( )sf

T TV Y  + *( )sf
T TV   = *( )sf

T TV Y .             

Aus der additiven Zerlegung  
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 MT
 = ker *sf

TV   lin YT   

von MT
 folgt für das *sf

TV -Bild von MT
       

 *( )sf
T TV M  = * *(ker lin )sf sf

T T TV V Y    

  = * *(ker )sf sf
T TV V  + *(lin )sf

T TV Y    (Hilfssatz 5.10 a) 

  = *(lin )sf
T TV Y   

  = lin *( )sf
T TV Y      ( *sf

TV  linear) 

  = lin c =: C.    

b) Der Beweis von 8 b) ergibt sich aus 8 a)  *( )sf
T TV M  = C und 6) *( )sf

T TV M   *( )sf
T TV M  = O.  

c) Der Beweis von 8 c) ergibt sich aus 6) *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M  + *( )sf
T TV M  und 8 b).   

Beweis von 12) a) *sf
TV (MT

)  = O, b) *sf
TV (Ω) = *sf

TV (MT):  

a) Im Falle V0  MT  O bzw. V0  MT , d. h. bei ungültigem LOPsfT, ist nach der Dimensionsglei-

chung vi) von Abschnitt 5.3.6 MT
 = ker *sf

TV und somit *sf
TV (MT

) = O.  

b) Aus 6) *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M  + *( )sf
T TV M  folgt mit 12 a) die Aussage 12 b) *sf

TV (Ω) 

= *( )sf
T TV M .     

F) Beweis von 9) * 1( )sf
TV  C  = MT

:  

„“: Im Falle V0  MT = O ist nach 8 a) *( )sf
T TV M  = C und somit MT

  * 1( )sf
TV  C .  

„“: Für ein beliebiges XT  Ω = MT + MT
 ist  

 XT = ZT + WT mit ZT  MT und WT  MT
.  

Nach 8 a) gilt dabei *( )sf
T TV W  C, wobei C := lin {c} und c := *sf

TV (YT) mit einem YT  0

T
M  ist.  

Speziell für ein XT  * 1( )sf
TV  C , d. h. für ein XT  Ω mit *( )sf

T TV X   C, folgt dann mit ,    die 

Gleichung  

 c = *( )sf
T TV X  = *( )sf

T TV Z  + *( )sf
T TV W  = *( )sf

T TV Z  + c               

bzw. mit 8 b) die Inzidenz  

 ( - )c = *( )sf
T TV Z   C  *( )sf

T TV M  = O,    

weiter mit 2) ker *sf
TV   MT

     

 ZT  ker *sf
TV   MT  MT

  MT = O,  

ZT = 0 und XT = WT  MT
. Damit ist auch die Inklusion * 1( )sf

TV  C   MT
 nachgewiesen.      

Beweis von 10) * 1( \ )sf
TV O C  = MT

  {(XT)  0}:  

Nach 9) und 7 d) folgt  

 * 1( \ )sf
TV O C   = * 1( )sf

TV  C  \ * 1( )sf
TV O  = MT

 \ *ker sf
TV    

  = MT
  {(XT)  0}.       

Beweis von 11) * 1({ })sf
TV c  = 0

T
M :  

Im Falle V0  MT = O hat man nach Beweisteil E, a) unter der Voraussetzung (ZVU) für MT
 die ad-

ditive Zerlegung   

 MT
 = *ker sf

TV  lin YT  

mit einem festen YT  0

T
M  = MT

  {(XT) = 0}  MT
 \ ker *sf

TV , dessen Funktionswert 

c = *( )sf
T TV Y   0 nach E, a) unabhängig von der Wahl des YT  0

T
M  ist.  

„“: Für ein beliebiges XT  * 1({ })sf
TV c   * 1( )sf

TV  C  = MT
 erhält man daher die Darstellung    
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 XT = ZT + YT  mit ZT  *ker sf
TV ,   ,   

und für seinen Funktionswert die Gleichung   

 c = *( )sf
T TV X  = *( )sf

T TV Z  +  *( )sf
T TV Y  = 0 + c = c  ( *( )sf

T TV Y  = c), 

also  = 1, XT = ZT + YT, nach 7 c) (ZT) = 0, dann   
 (XT) = (ZT) + (YT) = 0 + 0 = 0   

und XT  0

T
M .  

„“: Für ein beliebiges XT  0

T
M   MT

 erhält man mit obiger Zerlegung MT
 = *ker sf

TV  lin YT,  

YT  0

T
M , c = *( )sf

T TV Y , die Darstellung         

 XT = ZT + YT  mit ZT  *ker sf
TV ,   ,   

nach 7 c) (ZT) = 0, weiter   
 0 = (XT) = (ZT) + (YT) = 0 + 0 = 0,  
  = 1, XT = ZT + YT,   

 *( )sf
T TV X  = *( )sf

T TV Z  + *( )sf
T TV Y  = 0 + c = c  

und XT  * 1({ })sf
TV c . Insgesamt ist damit gezeigt, dass die *sf

TV -Urbildmenge von c durch den affi-

nen Unterraum  

 0

T
M  = MT

  {(XT) = 0} = YT + *ker sf
TV   

(mit festem YT  0

T
M ) gegeben ist.     

Beweis von II): Die Begründung der Aussagen für das relative Marktmodell erfolgt analog zu den 

Aussagen für das ursprüngliche Marktmodell, jetzt aber unter Verwendung der Identität T
M  = T

K  

und der Normierung ( TY ) = 1 für den relativen Bewertungsvektor TY . Zu beachten ist, dass die Vo-

raussetzung von (ZVU) oder eines deterministischen BT hier nicht benötigt wird.    

5.3.7 Charakterisierungen des LOPsfT mittels einer direkten Summe 

Unter der Voraussetzung von (ZVU) oder spezieller eines Numéraires B mit deterministi-

schem BT kann mittels einer additiven Zerlegung des Raums VT = ( )sf
T NV H  der sf-duplizier-

baren Zahlungsprofile das LOPsfT durch die spezielle Lagebeziehung der hierbei auf-
tretenden Unterräume charakterisiert werden, nämlich dass die Unterräume V0 und MT nur 

den trivialen Durchschnitt besitzen bzw. dass der Bildraum VT der Abbildung VT die direkte 

Summe der Unterräume V0 und MT ist. Die entsprechenden Charakterisierungen gelten 

auch im relativen Marktmodell, wobei hier die Voraussetzung (ZVU) nicht benötigt wird.      

Charakterisierung des LOPsfT durch den trivialen Durchschnitt von 0
V  und T

M  

bzw. von V0 und MT  

1)  Im relativen Marktmodell (oder allgemeiner in einem Marktmodell mit konstantem 
Numéraire) gilt ohne die Voraussetzung (ZVU):  

 (LOPsfT)  0
V   T

M  = O  

    0
V   T

M  = T
V . 
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2)  Im ursprünglichen Marktmodell gilt unter der Voraussetzung von (ZVU) oder spezi-
eller eines Numéraires mit deterministischem BT:      

 (LOPsfT)  V0  MT = O                          

    V0  MT = VT.    

Beweis: 1) a) „(LOPsfT)  0
V   T

M  = O“:  

„⇐“: Im Falle 0
V   T

M  = O besitzt jeder Vektor TX   T
V   = 0

V    T
M  (siehe Hilfssatz 5.11, II 

5 von Abschnitt 5.3.6) nur eine einzige additive Zerlegung43  

 TX  = TY  + TZ  mit TY   0
V , TZ   T

M .   

Insbesondere ist dann für jede sf-Duplikationsstrategie h  sf
NH  von TX   T

V = ( )sf
T NV H  in der 

durch (SFṼ) gegebenen additiven Zerlegung  

 TX  = ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h  mit 0 ( )V h   0
V , ( )TK h   T

K  = T
M    

der erste Summand 0 ( )V h  eindeutig durch TX  bestimmt. Somit gilt in ( )sf
T NV H  das LOPsfT.                     

„“: Nach Beweisteil a) von Abschnitt 5.3.5 ist 1Ω = ( )TV k  mittels einer sf-Handelsstrategie k 

 sf
NH   mit  0 ( )V k  = 1 und ( )TK k  = 0. Daher ist  

 1Ω = ( )TV k  = 0 ( )V k   T
V   0

V  

und 0
V  = lin 1Ω = E. Bei gültigem LOPsfT ist wegen 0 ( )V k  = 1  0 außerdem  

 1Ω  { ( )TV g  : g  sf
NH , 0 ( )V g  = 0} = 0( ker )sf

T NV V H  = T
M ,  

also 0
V  = lin 1Ω   T

M  und somit 0
V   T

M  = O.  

b) „(LOPsfT)  0
V   T

M  = T
V “: Da nach Abschnitt 5.3.5 stets die additive Zerlegung 

0
V  + T

M  = T
V  besteht,  liegt hierbei die direkte Summe 0

V   T
M  = T

V  genau dann vor, wenn 

nur der triviale Durchschnitt 0
V   T

M  = O auftritt bzw. nach a) das LOPsfT gilt.    

2) a) „(LOPsfT)  V0  MT = O“:   

1. Beweis unter Verwendung der Voraussetzung (ZVU):  
„⇐ “: Nach Beweisteil f) „“ von Abschnitt 5.3.5 besitzt unter der Voraussetzung (ZVU) jedes sf-

duplizierbare Zahlungsprofil XT = VT(h)  VT (h  sf
NH ) auch eine additive Zerlegung in V0 + MT:       

 XT = VT(h) = W0(h) + MT(h)  V0 + MT 

mit  
 W0(h) = V0(h)/0  V0   (0  0),  

 MT(h) = VT(h) - W0(h)  MT.  

Bei Voraussetzung des trivialen Durchschnitts V0  MT = O besitzt XT  VT = V0 + MT (nach Beweis-

teil f „“ von Abschnitt 5.3.5 unter der Voraussetzung (ZVU)) nur eine einzige additive Zerlegung 
XT = UT + WT (UT  V0, WT  MT), sodass insbesondere W0(h) bzw. der Startkapitaleinsatz V0(h) für 

alle sf-Duplikationsstrategien h von XT konstant ist. Dies bedeutet die Gültigkeit von LOPsfT.  
„“: Gemäß der Voraussetzung (DPsfT1Ω+) besitzt das spezielle Zahlungsprofil 1Ω eine sf-Duplikati-
onsstrategie k mit einem Startkapitaleinsatz v0(k) > 0. Bei gültigem LOPsfT gibt es dann für 1Ω keine 
sf-Duplikationsstrategie g mit dem Startkapitaleinsatz v0(g) = 0  v0(k). Damit folgt  

 
43  Eine Begründung für diese Charakterisierung der direkten Summe durch die Einzigkeit der ele-

mentweisen additiven Zerlegung und Literaturhinweise findet man in Beweisteil E von Satz 3.3 in 
Abschnitt 3.4.1.     
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 1Ω  {VT(g) : g  sf
NH  mit V0(g) = 0} = MT,    

mit den Voraussetzungen (AWSδ) und (WS0,T-1) dann nach Beweisteil c) von Abschnitt 5.3.5   
 V0 = ET = lin 1Ω  MT  

und V0  MT = O.  

2. Beweis mit der Voraussetzung eines Numéraires SN = B > 0 mit deterministischem BT:  
Unter Verwendung der nach Abschnitt 5.1.7 bei deterministischem BT geltenden Mengenidentitäten 

T
V  = VT, T

M  = MT  und 0
V  = V0 können die Aussagen zum trivialen Durchschnitt und zur direkten 

Summe der Unterräume V0 und MT  für das ursprüngliche Marktmodell vom relativen Marktmodell 

übertragen werden.      

b) „(LOPsfT)  V0  MT = VT“:  

Da nach Abschnitt 5.3.5, Beweisteil f) unter der Voraussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires 
SN = B > 0 mit deterministischem BT die additive Zerlegung V0 + MT = VT gilt,  liegt die direkte 

Summe V0  MT = VT genau dann vor, wenn nur der triviale Durchschnitt V0  MT = O auftritt bzw. 

nach 2, a) das LOPsfT gilt.       

Aus der Charakterisierung des LOPsfT mit dem trivialen Unterraumdurchschnitt 
V0  MT = O erhält man zusammen mit den in Abschnitt 5.3.6 hergeleiteten Dimensions-

gleichungen (analog zum Vorgehen in den Beweisteilen H und I von Satz 3.3) die weitere 
Charakterisierung des LOPsfT durch Dimensionsgleichungen. Dabei wird im ursprüngli-
chen Marktmodell die Voraussetzung (ZVU) oder spezieller ein Numéraire B = SN > 0 mit 
deterministischem BT für den Nachweis von V0 = ET  O und der additiven Zerlegung 

V0 + MT = VT benötigt.  

Charakterisierung des LOPsfT durch Dimensionsgleichungen    

1)  Im relativen Marktmodell (oder allgemeiner in einem Marktmodell mit konstantem 
Numéraire) gilt ohne die Voraussetzung (ZVU):  

 (LOPsfT)  dim T
M  = dim T

V  - 1  

    dim T
M  = dim ker *sf

TV  + 1.   

2)  Im ursprünglichen Marktmodell gilt unter der Voraussetzung von (ZVU) oder spezi-
eller eines Numéraires mit deterministischem BT:      

 (LOPsfT)  dim MT = dim VT - 1  

    dim MT
 = dim ker VT

sf* + 1. 

Aus der Inklusion ker *sf
TV   MT

 bzw. ker *sf
TV   T

M  (nach Hilfssatz 5.11, I, 2 und II, 2 

in Abschnitt 5.3.6) und obiger  Dimensionsgleichung vi) für MT
 bzw. T

M  ergibt sich die 

folgende Charakterisierung des LOPsfT durch spezielle Unterraumstrukturen von MT
 und 

T
M , nämlich dass ker *sf

TV  eine Hyperebene von MT
 bzw. ker 

*sf
TV  eine Hyperebene 

von T
M  ist. Dies bedeutet auch eine nichtleere Mengendifferenz MT

 \ ker *sf
TV  bzw. 

T
M  \ ker 

*sf
TV  und die Darstellung von MT

 bzw. T
M  als direkte Summe. Weiter ergibt 

sich die Charakterisierung mittels der Existenz eines speziell -normierten MT-Normalen-
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vektors bzw. T
M -Normalenvektors mit Hilfssatz 5.11, I, 7d bzw. II, 7b von Abschnitt 

5.3.6.     

Charakterisierung des LOPsfT durch eine direkte Summe und durch einen -nor-

mierten T
M -Normalenvektor bzw. MT-Normalenvektor     

1)  Im relativen Marktmodell (oder allgemeiner in einem Marktmodell mit konstantem 
Numéraire) gilt ohne die Voraussetzung (ZVU):  

 (LOPsfT)    TY   T
M  \ ker *sf

TV  mit T
M  = ker *sf

TV   lin TY    

       TY   1
T
M .    

2)  Im ursprünglichen Marktmodell gilt unter der Voraussetzung von (ZVU) oder spezi-
eller eines Numéraires mit deterministischem BT:      

 (LOPsfT)    YT  MT
 \ ker *sf

TV  mit MT
 = ker *sf

TV   lin YT  

       YT   0

T
M .    

Bei der Charakterisierung des LOP im Spezialfall der endfälligen Zahlungsprofilen zeigen 
sich also analoge geometrische Verhältnisse wie bei den allgemeinen Zahlungsprofilen in 
Abschnitt 3.4, indem an die Stelle der Unterräume L(HN), M, V, ker L*, M, lin Ψ der all-

gemeinen Zahlungsprofile in W hier jetzt die Unterräume VT , MT, V0, ker *sf
TV , MT

, lin YT 

von Ω treten. Bei den Aussagen im ursprünglichen Marktmodell werden hier die zusätzli-
chen Voraussetzungen (ZVU) oder spezieller die Existenz eines Numéraires B = SN > 0 mit 
deterministischem BT verwendet.     
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5.3.8 Vielfalt der Bewertungsvektoren  

Existenz eines Bewertungsvektors für die Preisberechnung im ursprünglichen Markt-
modell  
In Abschnitt 5.3.3 wurde bei gültigem LOP von einem Bewertungsprozess Ψ  A auch die 

Existenz eines Bewertungsvektors ΨT  Ω abgeleitet. Weiter wurde dort aus den Preisglei-
chungen (PGΨT) für einen Bewertungsvektor ΨT die Inzidenz  
 ΨT  MT

  

hergeleitet. Außerdem wurde in Abschnitt 5.3.3 bei gültigem LOPsfT ohne weitere Voraus-
setzungen durch die Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes auf die lineare Preis-
funktion (XT) die Existenz eines eindeutig bestimmten sf-duplizierbaren Bewertungsvektors 
ϑT  VT  MT

 begründet, mit dem die Preisgleichungen (PGϑT) gelten und somit die Preise 

der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT  VT = ( )sf
T NV H  als Skalarprodukt (XT) = T TX T  

berechnet werden können.   

Verschiedene Darstellungen der Menge AT der Bewertungsvektoren im ursprünglichen 

Marktmodell  
Zunächst erhält man die folgende Aussage zur Struktur der Menge AT der Bewertungsvekto-

ren (Definition in Abschnitt 5.3.3), nämlich mittels einer additiven Zerlegung (Dekomposi-
tion) als affinen Unterraum bzw. als Restklasse44 (lineare Mannigfaltigkeit) des Unterraums 

*ker sf
TV  ( MT

 nach Abschnitt 5.3.6):    

Additive Zerlegung der Menge AT  

Bei gültigem LOPsfT ist die Menge AT aller Bewertungsvektoren im ursprünglichen Markt-

modell gegeben durch den affinen Unterraum  

 AT = ϑT + *ker sf
TV  ( ) 

mit einem fest gewählten Bewertungsvektor ϑT  MT
 (Existenz nach Abschnitt 5.3.3) und 

der Richtung (Translationsunterraum) *ker sf
TV  ( MT

).      

Beweis: Bei gültigem LOPsfT sei nun neben einem Bewertungsvektor ϑT  AT  MT
 (Existenz nach 

Abschnitt 5.3.3 auch ohne die Voraussetzung (AWSδ)) noch ein beliebiger weiterer Bewertungsvektor 
YT  AT für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT  VT gegeben. Dies bedeutet, dass auch mit YT 

Preisgleichungen gelten:   

 T TY XT  = (XT)   XT  VT.  

Für den Differenzvektor Δ := YT - T  und jedes beliebige XT  VT gilt dann die Relation  

 TXT  = T TY XT  - T TX T  = (XT) - (XT)  = 0,   

also Δ  T
V  = *ker sf

TV   T
M  und somit  

 YT = ϑT + Δ  ϑT + *ker sf
TV   T

M .             

 
44  Literatur zur Restklasse, linearen Mannigfaltigkeit bzw. zum affinen Unterraum: Wagner (1981), 

S. 101, 216, Teubner-Taschenbuch (1996), Bd. 1, S. 675, Lexikon der Mathematik (2000), Bd. 1, 
S. 30–31.  
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Der Bewertungsvektor YT liegt somit in der Menge  

 ϑT + *ker sf
TV  = {ϑT + Δ : Δ  *ker sf

TV },  

die als Minkowski-Summe des speziellen Bewertungsvektors ϑT  MT
 und des linearen Unterraums 

*ker sf
TV   MT

 ein affiner Unterraum von MT
 mit der Richtung (dem Translationsunterraum der Ver-

bindungsvektoren des affinen Unterraums) *ker sf
TV  ist.  

Umgekehrt ist auch jedes YT  ϑT + *ker sf
TV , also YT = ϑT + Δ mit beliebig gewähltem Δ  *ker sf

TV  

= VT
, ein Bewertungsvektor für die XT  VT, da mit ihm die Preisgleichungen gelten:       

 T TY XT  = T TY T  + TXT  = (XT) + 0 = (XT)   XT  VT.     

Analog zu den Aussagen von Satz 5.8, c) in Abschnitt 5.2.4 und Satz 5.9, b) in Abschnitt 
5.2.5 zur Maximalzahl von affin unabhängigen Diskontvektoren in einem sf-arbitragefreien 
Marktmodell wird jetzt eine Aussage zur Maximalzahl von affin unabhängigen Bewertungs-
vektoren in einem Marktmodell mit gültigem LOPsfT bewiesen. Insbesondere erfolgt (für 
p = 0) die Charakterisierung der sf-Vollständigkeit eines Marktmodells mit LOPsfT durch 
die Existenz von genau einem Bewertungsvektor.      

Maximalanzahl affin unabhängiger Bewertungsvektoren im ursprünglichen Marktmo-
dell  

Gilt im Marktmodell das LOPsfT und ist p := *dim ker sf
TV  die Dimension des Kerns der 

linearen Abbildung *sf
TV : sf

NH   Ω, so ist p + 1 die Maximalanzahl affin unabhängiger 

Bewertungsvektoren  

     i
TY   ϑT + *ker sf

TV  = AT     (i = 0,…,p). 

Spezialfall p = 0: Das Marktmodell mit gültigem LOPsfT ist genau dann sf-vollständig 
*(ker sf

TV  = O nach Abschnitt 5.2.3), wenn genau ein Bewertungsvektor existiert:  

 TA  = 1.   

Beweis: Ist p := dim *ker sf
TV  die Dimension des linearen Unterraums *ker sf

TV von Ω, so gibt es (ma-

ximal) p linear unabhängige Vektoren i
TZ  (i = 1,…,p) im Unterraum *ker sf

TV   MT
. Wählt man nun 

bei gültigem LOPsfT einen festen Bewertungsvektor YT  ϑT + *ker sf
TV  (ϑT Bewertungsvektor von 

Abschnitt 5.3.3) und setzt man noch 0
TZ  := 0, so erhält man mit den Vektoren  

 i
TY  := YT  + i

TZ   ϑT + *ker sf
TV   (i = 0,…,p) 

die p + 1 affin unabhängigen45 Bewertungsvektoren i
TY .  

Als Spezialfall für p = 0 ergibt sich die Aussage, dass das Marktmodell mit gültigem LOPsfT genau 

dann sf-vollständig ist *(ker sf
TV O  nach Abschnitt 5.2.3), wenn genau ein einziger Bewertungsvektor 

T  existiert: 

 (LOPsfT) , (VSsfT)  
*ker sf

T TV   = 1.       

 
45  Literatur zur Definition der affinen Unabhängigkeit, linearen Unabhängigkeit, einer Basis und der 

Dimension eines Vektorraums: Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), S. 29, 169, 419, Bd. 3 
(2001), S.287f.       
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Diese Aussage ist eine Verallgemeinerung von Satz 5.9, b) in Abschnitt 5.2.5, wobei hier statt der sf-
Arbitragefreiheit (AFsf) nur das Law of One Price LOPsfT vorausgesetzt wird.       

Unter der Voraussetzung (ZVU) oder spezieller eines Numéraires B mit deterministischem 
BT kann nun noch eine weitere Darstellung der Menge AT der Bewertungsvektoren mittels 

einer inhomogen linearen Gleichung angegeben werden. Bei gültigem LOPsfT ist nämlich 
nach der LOPsfT-Charakterisierung mittels Unterraum-Strukturen von Abschnitt 5.3.7 zu-

nächst die Menge MT
 \ ker *sf

TV  nichtleer, dann nach der Mengenidentität von  Hilfssatz 

5.11, I, 7 d) die Menge MT
  {(XT)  0} nichtleer und schließlich auch der affine Unter-

raum   

 0

T
M  := T

M   {(XT) = 0}               (0  0) 

der auf die Komponentensumme (XT) = 0 normierten MT-Normalenvektoren nichtleer (die 

Konstante 0 := v0(k) ist dabei nach der Voraussetzung DPsfT1Ω+ in Abschnitt 5.3.5 der 

Startkapitaleinsatz einer sf-Duplizierung VT(k) = 1Ω, k  ) :sf
NH   

 (ZVU), (LOPsfT)  ⇒  0

T
M   .  

Es wird nun gezeigt, dass jeder Vektor YT  0

T
M  ein Bewertungsvektor für die XT  VT 

ist und dieser affine Unterraum 0

T

M  mit der Menge AT der Bewertungsvektoren überein-

stimmt. Unter der Voraussetzung (ZVU) ist wegen 0

T
M    damit auch ein weiterer Nach-

weis für die Existenz eines Bewertungsvektors gegeben.  

Gleichungsdarstellung der Menge AT  

Bei gültigem LOPsfT und unter der Voraussetzung (ZVU) oder spezieller der Voraussetzung 
eines Numéraires B mit deterministischem BT ist die Menge AT der Bewertungsvektoren auch 

gegeben durch die Menge der auf die Komponentensumme (YT) = 0 -normierten Norma-
lenvektoren von MT:  

 AT = 0

T
M  ( ).  

Beweis: a) „ 0

T
M   AT“: Es sei das (LOPsfT) gültig, die Voraussetzung (ZVU) erfüllt und 0 := (1Ω) 

 0 (genügt hier anstelle 0 > 0). Weiter sei YT  0

T
M  (  nach obiger Vorüberlegung). Zu einem 

beliebigen XT = VT(h)  VT (h  sf
NH ) mit (XT)  = v0(h) wählt man den Vektor  

 W0  := 1Ω(XT)/0   (0  0) 
   ET = lin 1Ω = V0  VT     (DPsfT1Ω+, AWSδ, WS0,T-1, Abschnitt 5.3.5) 

und den Differenzvektor  
 MT := XT - W0  VT .  

Es gilt   
 (W0) = (1Ω)(XT)/0 = (XT)   ((1Ω) = 0 bei LOPsfT), 
 (MT) = (XT) - (W0) = 0  
und nach Abschnitt 5.3.2  
 MT  VT  {(XT) = 0} = MT.    

Damit erhält man für XT die (nach Abschnitt 5.3.7, Beweisteil 2, b bei gültigem LOPsfT bzw. bei 
V0  MT = O eindeutig bestimmte) additive Zerlegung  

 XT = W0 + MT  V0  MT  

und das Skalarprodukt  

 T TY XT  = 0TY WT  + T TY MT     
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   = 0( ) /T TY X 1T  + 0   (YT  MT
) 

   = (YT)(XT)/0    

   = (XT)     ((YT) = 0 wg. YT  0

T
M ),  

sodass YT ein Bewertungsvektor ist, der die Preisgleichungen (PGYT) für die XT  VT liefert: YT  AT.       

b) „AT  0

T
M “: Bei gültigem LOPsfT wurde in Abschnitt 5.3.3 für einen beliebigen Bewertungsvek-

tor YT  AT mittels der Preisgleichungen speziell für die NE-Zahlungsprofile die Inzidenz YT  MT
 

begründet: AT  MT
. Darüber hinaus wurde unter der  Voraussetzung von (ZVU) (auch mit 0  0 

anstelle 0 > 0) oder eines Numéraires B mit deterministischem BT in Abschnitt 5.3.3 noch begründet, 
dass mit dem Preis (1Ω) = 0 des Zahlungsprofils 1Ω für jeden Bewertungsvektor YT die Inzidenz YT 

 0

T
M  gilt. Damit ist auch die Inklusion AT  0

T
M  nachgewiesen.    

Eine weitere Darstellung der Menge AT erhält man mittels der Mengenidentität von Hilfssatz 

5.11, 11) 0

T
M  = * 1sf

TV  ({c}) in Abschnitt 5.3.6 als Urbildmenge.   

Urbilddarstellung der Menge AT  

Bei gültigem LOPsfT und unter der Voraussetzung (ZVU) oder spezieller der Voraussetzung 
eines Numéraires B mit deterministischem BT ist die Menge AT der Bewertungsvektoren auch 

gegeben durch die *sf
TV -Urbildmenge des *sf

TV -Bilds c := * ( )sf
T TV Y  ( 0), das zu einem be-

liebig fixierten YT  0

T
M  gehört:   

 AT = * 1sf
TV  ({c}) = YT + *ker sf

TV  ( ).  

Existenz und Einzigkeit eines sf-duplizierbaren Bewertungsvektors im ursprünglichen 
Marktmodell  
Unter der Voraussetzung von (ZVU) oder spezieller eines Numéraires B mit deterministi-
schem BT kann bei gültigem LOPsfT auch auf einem anderen Beweisweg aus der Existenz 

eines Bewertungsvektors YT  0

T

M  die Existenz von genau einem sf-duplizierbaren Be-

wertungsvektor T  geschlossen werden:  

 (ZVU), (LOPsfT)  ⇒  1 T   VT  0

T
M   

geschlossen werden. Man erhält damit den bereits in Abschnitt 5.3.3 ohne die Voraussetzung 
(ZVU) mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes nachgewiesenen eindeutig bestimmten 
sf-duplizierbaren Bewertungsvektor ϑT.  

Beweis: a) Existenz: Nach dem obigen weiteren Nachweis eines Bewertungsvektors existiert unter der 

Voraussetzung (ZVU) bei gültigem LOPsfT ein Bewertungsvektor YT   0

T
M . Aus dessen additiven 

Zerlegung  

 YT  = T  + ZT  VT   *ker sf
TV  = Ω,  

T  VT, ZT  *ker sf
TV  ( MT

), folgt   

 T  = YT - ZT  MT
,  

wegen der aus Hilfssatz 5.11, I, 7c) folgenden Inklusion *ker sf
TV  = MT  ET  ET

 = {(XT) = 0} noch 

(ZT)  = 0 und dann  
 (T) = (YT) - (ZT) = 0 - 0 = 0,  
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also die Existenz eines T  VT   0

T
M .  

b) Unität: Zum Nachweis der Einzigkeit eines derartigen Bewertungsvektors T  VT geht man von 

zwei Bewertungsvektoren T, T‘  VT   0

T
M  aus und zeigt für den Differenzvektor  

 Δ := T‘ - T  VT   MT
     

zunächst  
 (Δ) = (T‘) - (T) = 0 - 0 = 0,  

dann mit Hilfssatz 5.11, I, 7c) Δ  MT
  ET

 = *ker sf
TV , somit Δ  *ker sf

TV   VT = VT
  VT = O 

und T‘ = T. Die Existenz und Einzigkeit dieses sf-duplizierbaren Bewertungsvektors T  wird in Ab-

schnitt 5.3.3 auch noch mit der Linearität der Preisfunktion ( )TX   und dem Rieszschen Darstellungs-

satz bewiesen (vgl. Beweis für den Bewertungsprozess ϑ  L(HN)  MT  {X0 = 1} in Abschnitt 3.3.3).

       

Notwendige Bedingung 0 > 0 für die Existenz eines positiven Bewertungsvektors  

Die oben angegebene Gleichungsdarstellung AT = 0

T
M  für die Menge AT der Bewertungs-

vektoren kann bei gültigem LOPsfT unter der Voraussetzung (ZVU) auch nachgewiesen wer-
den, wenn nur die Voraussetzung 0 = (1Ω)  0 (anstelle von 0 > 0) gilt. Soll jedoch unter 

den positiven MT-Normalenvektoren T  T
M , deren Existenz nach Satz 5.6 a in Ab-

schnitt 5.1.12 charakteristisch für die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) ist, auch ein positiver Be-
wertungsvektor YT existieren, dann gilt  

 YT  AT  {XT > 0} = 0

T
M   {XT > 0} =: 0

T
 M   

und notwendig für 0 die Bedingung  
 0 = (1Ω) = YT

T1Ω =  (YT) = YT,1+…+ YT,K > 0.         
Andererseits ist bei gültiger sf-Arbitragefreiheit (AFsf) unter der Voraussetzung (ZVU) jetzt 
mit 0 > 0 nach Satz 5.6 c von Abschnitt 5.1.12 die Existenz eines positiven Bewertungsvek-
tors YT (Diskontvektors; Plausibilisierung der Bezeichnung in Abschnitt 5.3.11, 1) gesichert.  

Relative Bewertungsvektoren im relativen Marktmodell  
Die für das ursprüngliche Marktmodell hergeleiteten Aussagen zu den Bewertungsvektoren 
gelten analog für das speziellere relative Marktmodell, wenn an die Stelle der -Normierung 
(YT) = 0 = (1Ω) > 0 der Bewertungsvektoren YT jetzt die stets mögliche -Normierung 

( )TY   = 0  =  (1Ω) = 1 der relativen Bewertungsvektoren TY  tritt. Das relative Marktmo-

dell ist schon aufgrund seiner Definition und insbesondere der Ausstattung mit dem konstan-

ten Numéraire B  = 1 stets von speziellerer Struktur als das ursprüngliche Modell und es wird 
dabei die Voraussetzung (ZVU) im ursprünglichen Marktmodell oder die zu (ZVU) analoge 
Voraussetzung (ZVUrel) im relativen Marktmodell nicht extra benötigt. Es gelten somit ohne 
zusätzliche Voraussetzungen bei gültigem LOPsfT analoge Aussagen zur Existenz eines re-
lativen Bewertungsvektors, Existenz und Einzigkeit eines sf-duplizierbaren relativen Bewer-

tungsvektors, zur Menge T
A  der relativen Bewertungsvektoren und zur Maximalanzahl affin 

unabhängiger relativer Bewertungsvektoren.  

Darstellungen für die Menge T
A  

Bei gültigem LOPsfT gibt es für die Menge  

 T
A  := { TZ   Ω : (PG TZ ) ( )T TZ V h T  = 0 ( )v h    h  sf

NH } 

der relativen Bewertungsvektoren die Darstellungen  
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T
A  = 

T
  + *ker sf

TV  mit einem 
T
   

T
M  \ *ker sf

TV ,   

 
T
A  = 1

T
M  := 

T
M   { ( )TX   = 1}.      

Nachweis der Existenz eines relativen Bewertungsvektors in 
T
M  \ ker *sf

TV :   

Beispielsweise wird analog zum obigen Beweis der Inklusion 0

T
M   AT im ursprünglichen 

Marktmodell auch im relativen Marktmodell, aber jetzt ohne die explizit erwähnte Voraus-

setzung (ZVU) und mittels der stets gültigen Mengenidentität  T
M  = T

K , gezeigt, dass jeder 

Vektor TY   1
T
M  ein relativer Bewertungsvektor ist.     

Beweis: Bei gültigem LOPsfT existiert nach Abschnitt 5.3.7 ein Vektor in der nichtleeren Differenz-

menge T
M  \ ker *sf

TV :   

   TZ   T
M  \ ker *sf

TV  ( ).  

Nach Hilfssatz 5.11, II, 7b) ist dabei   

 T
M  \ *ker sf

TV  = T
M   {(XT)  0}.  

Daher existiert auch ein auf  die Komponentensumme ( )TX   = 1 normierter Vektor  

 TY  := / ( )T TZ Z    1
T
M  = T

M   { ( )TX   = 1}.    

Mit diesem liefert dann das  Skalarprodukt von TY  und TX  für die sf-duplizierbaren relativen Zah-

lungsprofile TX  = ( )TV h   ( )sf
T NV H  den relativen Preis ( )TX  :    

 T TY X T  = ( )T TY V h T    

   = 0 ( )TY V h T  + ( )T TY K h T   ((SFṼ) für t = T) 

   = 0 ( )TY v h 1 T  + 0     ( ( )TK h  ( )sf
T NK H = T

M , TY  T
M ) 

   = 0 ( ) ( )Tv h Y     ( TY 1 T = ( )TY  ) 

   = 0( )v h  = ( )TX    ( ( )TY  = 1).   

Somit ist der Vektor TY   1
T
M  ein relativer Bewertungsvektor für die sf-duplizierbaren relativen Zah-

lungsprofile TX   T
V :    

 TY   T
A .   

Die hier im relativen Marktmodell vorliegende spezielle -Normierung  

 ( )TY   = 0  = 1  

eines relativen Bewertungsvektors TY   T
A  = 1

T
M  ermöglicht im nachfolgenden Ab-

schnitt 5.3.11, 2) unter der Voraussetzung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) insbesondere für 

einen positiven relativen Bewertungsvektor TY   T
A  = 1

T
 M (Existenz nach Satz 5.5 in 

Abschnitt 5.1.11) noch die Interpretation als äquivalentes W-Maß und die Interpretation des 

Preises ( )TX   als Erwartungswert von TX  bezüglich dieses W-Maßes. Eine analoge Inter-

pretation eines positiven Bewertungsvektors YT  T
A  = 0

T

 M   im ursprünglichen Markt-

modell (Existenz nach Satz 5.6 in Abschnitt 5.1.12 unter den Voraussetzungen (ZVU) und 
(AFsf)) und eine analoge Interpretation der Preisberechnung ist aber nicht möglich, da im 
Allgemeinen der Wert 0 = (1Ω) von 1 verschieden ist.      
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Existenz eines auf (YT) = 1 -normierten Bewertungsvektors im Spezialfall MT  = KT 

⫋ VT  des ursprünglichen Marktmodells  

Der oben für das relative Marktmodell angegebene Nachweis eines relativen Bewertungs-

vektors mittels eines auf (YT) = 1 -normierten Normalenvektors von 
T
M  besitzt im Allge-

meinen kein Analogon im ursprünglichen Marktmodell. Bei gültigem LOPsfT existiert zwar 
nach Abschnitt 5.3.7 und Hilfssatz 5.11, I, 7 d unter der zusätzlichen Voraussetzung (ZVU) 
im ursprünglichen Marktmodell ein Vektor  

 YT  MT
 \ ker *sf

TV = MT
  {(XT)  0},    

der mit der Normierung auf eine Komponentensumme (YT) = 0 := (1Ω)  0 einen Bewer-

tungsvektor YT  0

T
M  liefert. Dagegen führt die alternative -Normierung auf eine Kom-

ponentensumme (YT) = 1 im Allgemeinen zu keinem Bewertungsvektor, da im ursprüngli-
chen Marktmodell die Mengenidentität KT = MT bzw. KT

 = MT
 nicht gesichert ist. Nur im 

Spezialfall 2)  
 MT  = KT ⫋ VT  

bei den in Abschnitt 5.3.6 angegebenen verschiedenen Möglichkeiten für die Inklusionen MT  

 KT  VT liegt dieselbe Situation wie im relativen Marktmodell vor, nämlich dass aus YT 

 MT
 auch YT  KT

  folgt, sodass wie oben im relativen Marktmodell auch jedes YT 

 1
T
M  einen Bewertungsvektor liefert. In diesem Fall folgt dann aber notwendig wie im 

relativen Marktmodell  

 0 := (1Ω) = TY 1T  = (YT) = 1.          

Preisberechnung im ursprünglichen Marktmodell mit einem relativen Bewertungsvek-
tor   
Bei gültigem LOPsfT und bei Vorliegen eines Numéraires B im ursprünglichen Marktmodell 
kann der Preis (XT) = v0(h) eines sf-duplizierbaren Zahlungsprofils XT = VT(h)  VT im ur-

sprünglichen Marktmodell wegen der Beziehungen v0(h) = 0 0( )B v h   und XT/BT = VT(h)/BT 

= ( )TV h   T
V  auch mit Hilfe eines relativen Bewertungsvektors TY   1

T
M  bestimmt wer-

den: 
 (XT)  = v0(h) = B0 0 ( )v h  = B0 ( / )T TX B   

   = B0 ( / )T T TY X B T .            

Bei deterministischem BT ist außerdem XT = VT(h)  VT = T
V ,                  

 (XT)  = 0
T T

T

B
Y X

B
 T  = 0 ( )T

T

B
X

B
 ,    

 (XT)  = YT
TXT  mit YT := 0

T

T

B
Y

B
  = 0 TY   0

T
M  = 0

T
M .  

Dabei wird bei deterministischem BT die Übereinstimmung T
M  = TM  in Abschnitt 5.1.7 

begründet und die Übereinstimmung 0 = B0/BT in Abschnitt 5.3.5. Demnach erhält man bei 

deterministischem BT zu einem relativen Bewertungsvektor TY   1
T
M  mit dem Vektor  

 YT := 0 TY    0

T
M  = 0

T
M   
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auch einen Bewertungsvektor des ursprünglichen Modells und umgekehrt zu einem Bewer-

tungsvektor YT  0

T
M  des ursprünglichen Modells mit  

 
TY  := YT/0  1

T
M  = 1

T
M   

auch einen relativen Bewertungsvektor.  

Ausgehend von einem relativen Bewertungsvektor 
TY   1

T
M , der bei gültigem LOPsfT 

und bei Vorliegen eines Numéraires B nach Satz 5.12, II, 20) existiert,  hat man damit in 
diesem Fall eines deterministischen BT auch einen weiteren Nachweis für die Existenz eines 
Bewertungsvektors YT des ursprünglichen Marktmodells. Dies ist aber gerade die entspre-
chende Aussage von Satz 5.12, I, 20) in Abschnitt 5.3.12, die mit der Voraussetzung (ZVU) 
bewiesen wird.        

Bijektive Zuordnung der ursprünglichen Bewertungsvektoren zu den relativen Bewer-
tungsvektoren bei deterministischem BT   
Bei gültigem (LOPsfT) und Vorliegen eines Numéraires B mit deterministischem BT entspre-

chen die relativen Bewertungsvektoren TY   1
T
M  mittels des durch 

 ( )Tg Y  := 0 TY    

gegebenen Automorphismus (der zentrischen Streckung mit Zentrum 0 und Streckungsfaktor 

0 = B0/BT > 0) des linearen Unterraums T
M  = MT

 bijektiv den Bewertungsvektoren YT 

 0

T

M  im ursprünglichen Marktmodell: 

 TY   1
T
M   

Automorphismus g

   YT  0

T
M     

5.3.9 Interpretationen der Preisberechnung mittels eines Bewertungs-
vektors  

1) Interpretation der Bewertung als Abstandsmessung in Ω   

Dividiert man bei gültigem LOPsfT den Preis  

 (XT) = T TY XT    

eines Zahlungsprofils XT  VT durch die euklidische Norm  

 ║ TY ║ = 1 2( )T TY YT  = 

1 2

2

1

( )
K

T k
k

Y 


 
 
 
  

eines Bewertungsvektors YT  0

T
M , so erhält man mit  

 d(XT) := 
( )T

T

X

Y


 = T T

T

Y X

Y

T

       

den orientierten Abstand des Punktes XT  VT von der linearen Hyperebene  

 ,0TYH  := { TY } = { TZ   Ω : T TY ZT  = 0}  

in Ω, welche YT als Normalenvektor besitzt. Der Wert (XT) von XT  VT stimmt also bis 

auf den positiven konstanten Faktor ║YT║  überein mit dem orientierten Abstand d(XT) des 
Punktes XT von der Hyperebene ,0TYH  des Raums Ω. Somit kann die Bewertung der Zah-

lungsprofile XT in VT  nach dem Duplikationsprinzip, also mittels des Startkapitaleinsatzes 
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von Duplikationsstrategien als Maßstab, wie bei deterministischen Zahlungsströmen auch als 

Abstandsmessung zur Hyperebene 
,0TYH  in Ω mit dem Normalenvektor YT  0

T
M  inter-

pretiert werden.46 

2) Interpretation der Bewertung als Abstandsmessung in VT  

Da der eindeutig bestimmte sf-duplizierbare Bewertungsvektor ϑT  VT  T
M  auch der 

Normalenvektor der linearen Hyperebene  

 MT = VT  {ϑT} = VT  { T TX T  = 0}  

von VT ist, ist der Wert  

 d'(XT) := 
( )T

T

X


 = T T

T

X



T

       

der orientierte Abstand des Punktes XT  VT zur Hyperebene MT von VT. Er stimmt bis auf 

den positiven konstanten Faktor 1/ T  mit dem Preis (XT) von XT überein. Die Bewertung 

der Zahlungsprofile XT in VT  nach dem Duplikationsprinzip kann also auch im Raum VT wie 

bei deterministischen Zahlungsströmen als Abstandsmessung interpretiert werden und zwar 
als Abstandsmessung zur Hyperebene MT von VT mit dem Normalenvektor ϑT 

 VT  0 .T
M          

3)  Interpretation der Bewertung als Duplizierung mit Beurteilungskurve und Supple-
ment vom Kapitalmarkt  

Duplizierung in W     

Da die sf-Duplizierbarkeit einer Zustandsfunktion XT  Ω gemäß der Definition in Ab-
schnitt 5.1 äquivalent ist zur Duplizierbarkeit des zugehörigen Zahlungsprofils X 

= (0,…,0,XT)T  W(T) und da das LOPsfT in ( )sf
T NV H  äquivalent ist zum LOP in L(HN), ist 

die Interpretation nach dem Duplizierungskonzept47 von Abschnitt 4.2 auch hier möglich: 

Für jedes sf-duplizierbare Zahlungsprofil X = (0,…,0,XT)T = L(h)  L( sf
NH ) erhält man bei 

gültigem LOPsfT mit dem nach dem Duplikationsprinzip bestimmten Preis (XT) = (X) 
= V0(h) als Kurvenparameter (X) die Duplizierung (Nachbildung, Synthetisierung, additive 
Zerlegung)    

 X  = L(h) = V


(h)  + ( )L h


  

  = 0 ( )V h 0,1   + C(h)         

  = (X) 0,1   + C(h)           

  = ( ( ))V X   + C(h)(X)  V  M      ((X) = (X)) 

mit der speziellen deterministischen Beurteilungskurve (Präferenzkurve) ( )V   = 0, 1  

 
46  Zwei Nutzenfunktionen beschreiben genau dann die gleiche Präferenzordnung, wenn es eine streng 

monoton steigende Transformation gibt, sodass die eine Nutzenfunktion die Komposition der 
anderen Nutzenfunktion und der Transformation ist (siehe Pleier 2021, S. 209).   

47  Die Bewertung von Zahlungsströmen nach dem Duplizierungskonzept mit Beurteilungskurve und 
Ergänzungsgeschäft wird behandelt bei Pleier (2021), S. 87–117.   
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= (1,0,…,0)T  E = V (Voraussetzung (AWSδ)) der Sofortentnahme,  

 0 ( , )V    =   für t = 0,  

 ( , )tV    = 0  für t = 1,…,T, ω  Ω,   ,   

und dem indifferenten Supplement (Ergänzungsgeschäft) C(h)(X) = X - V


(h) vom Kapital-

markt M = ( )NL


H  = L(ker V0) des Marktmodells ((C(h)(X)) = 0).  

Duplizierung in Ω    
Bei gültigem LOPsfT und unter der Voraussetzung von (ZVU) oder spezieller eines Nu-
méraires B mit deterministischem BT erhält man für jedes sf-duplizierbare Zahlungsprofil XT 

= VT(h)  VT( sf
NH ) = VT mit dem nach dem Duplikationsprinzip bestimmten Preis (XT) 

= 0 ( )v h  als Kurvenparameter (XT) die nach Abschnitt 5.3.7, Beweisteil 2a) bzw. Abschnitt 

5.3.5 Beweisteil f), „“ eindeutig bestimmte Duplizierung (Nachbildung, Synthetisierung, 
additive Zerlegung)    
 XT  = VT(h) = V0(h)/0  + MT(h)   (0  0) 
  = v0(h)1Ω/0   + MT(h)          
  = (VT(h))1Ω/0  + MT(h)       

  = 0 ( ( ))TV X   + MT(h)(XT)   ((XT) = (XT) = (VT(h))) 

   V0  MT      

mit der speziellen deterministischen Beurteilungskurve  

 0 ( )V   = 1Ω/0 = (1,…,1)T/0  ET = V0  VT     

(Voraussetzung ZVU) der Sofortentnahme zum Zeitpunkt 0 und dem indifferenten Supple-
ment (Ergänzungs-NE-Zahlungsprofil)  
 MT(h)(XT) = XT - 1Ω(XT)/0   MT   ((MT(h)(XT)) = 0). 

Damit ist der Preis (XT) auch der eindeutig bestimmte Kurvenparameter (XT) einer Dupli-
zierung des Zahlungsprofils XT mittels einer (stetigen, streng monoton steigenden und an 
beiden Intervallgrenzen unbeschränkten) Beurteilungskurve und eines indifferenten Ergän-
zungszahlungsprofils.      

5.3.10 Vielfalt der Diskontvektoren  

In Abschnitt 5.3.8 wird im relativen Marktmodell ohne die zusätzliche Voraussetzung von 
(ZVU) oder eines Numéraires B mit deterministischem BT bei gültigem LOPsfT für die 

Menge T
A  der relativen Bewertungsvektoren die Darstellung als affiner Unterraum angege-

ben:   

 T
A  = 1

T
M  = T

M   {( TZ ) = 1}.  

Weiter wird dort im ursprünglichen Marktmodell unter der Voraussetzung von (ZVU) mit 0 
= (1Ω) > 0 oder eines Numéraires B mit deterministischem BT für die Menge AT der Bewer-

tungsvektoren ebenfalls die Darstellung als affiner Unterraum angegeben:  

 AT = 0

T

M  = T
M   {(YT) = 0}.  

Demzufolge erhält man für die Teilmenge  

 T
A  := T

A   { TZ  > 0}  

  = { TZ  Ω : (PG TZ ) ( )T TZ V h T = 0 ( )v h   h  sf
NH  , TZ > 0} 
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der positiven relativen Bewertungsvektoren (der relativen Diskontvektoren; Plausibilisierung 
der Bezeichnung in Abschnitt 5.3.11, 1) und für die Teilmenge  

  T
A  := AT  {YT > 0}  

  = {YT  Ω : (PGYT) ( )T TY V hT  = v0(h)  h  sf
NH  , YT > 0}  

der positiven Bewertungsvektoren (der Diskontvektoren) jeweils die Darstellung als konve-
xes Polyeder48:  

 T
A  = 1

T
 M   := T

M   {( TZ ) = 1, TZ  > 0};   

 T
A  = 0

T
 M  := T

M   {(YT) = 0, YT > 0} (unter Vor. ZVU).  

In den Abschnitten 5.1.11 (Satz 5.5, a) und 5.1.12 (Satz 5.6, a) wird gezeigt, dass die sf-
Arbitragefreiheit (AFsf) des ursprünglichen Marktmodells oder gleichbedeutend dazu die sf-
Arbitragefreiheit (AFsf) des relativen Marktmodells (Satz 5.1 in Abschnitt 5.1.3) genau dann 

vorliegt, wenn es einen positiven -normierten Normalenvektor TQ   1
T
 M  im relativen 

Modell bzw. QT  1
T
 M  im ursprünglichen Modell gibt.  

Daher existiert bei vorliegender sf-Arbitragefreiheit (AFsf) im relativen Marktmodell ohne 
die Voraussetzung (ZVU) ein positiver relativer Bewertungsvektor  

 TQ   1
T
 M  = T

A ,    

sodass T
A    gilt. Der relative Preis ( )TX   = 0( )v h  eines sf-duplizierbaren relativen Zah-

lungsprofils TX  = ( )TV h  T
V  im relativen Marktmodell berechnet sich dann zu  

 ( )TX   = T TQ X T .   

Weiter existiert bei vorliegender sf-Arbitragefreiheit (AFsf) im ursprünglichen Marktmodell 
nach Satz 5.6, c) jetzt unter der Voraussetzung von (ZVU) mit 0 = (1Ω) > 0 oder eines 
Numéraires B mit deterministischem BT ein positiver Bewertungsvektor  

 YT := 0QT  0

T
 M  = T

A ,            

sodass T
A    gilt. Der Preis (XT) = v0(h) eines sf-duplizierbaren Zahlungsprofils 

XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  = VT im ursprünglichen Marktmodell berechnet sich zu  

 (XT)  = YT
TXT.                

Würde man in der Voraussetzung (ZVU) zunächst nur 0  0 fordern, so bedingt das Hinzu-
nehmen von positiven Bewertungsvektoren YT (YT,1,…,YT,K > 0) dann doch die Vorzeichen-
bedingung 0 > 0:   
 0 = (1Ω) = YT

T1Ω = (YT) = YT,1 +…+ YT,K > 0.                 
Im nachfolgenden Abschnitt 5.3.11, 1) wird begründet, warum die positiven Bewertungsvek-

toren TQ   1
T
 M  und YT  0

T
 M  auch als Diskontvektoren bezeichnet werden können.  

Analog zur Schlussweise in Abschnitt 5.3.3, wo bei gültigem LOP die Existenz eines Bewer-
tungsprozesses Ψ  MT

1  A und dann mit dessen T-ter Komponente ΨT die Existenz eines 

Bewertungsvektors begründet wird, kann auch die Existenz eines positiven Bewertungsvek-
tors T bewiesen werden: Bei Vorliegen der allgemeinen Arbitragefreiheit (AF) existiert 

 
48  Ein konvexes Polyeder ist definiert als Durchschnitt von endlich vielen affinen Halbräumen. Aus-

führlichere Betrachtungen und Literaturangaben zum konvexen Polyeder und den Polyederdarstel-
lungssatz von Weyl-Minkowski findet man bei Pleier (2021), S. 393f.   
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nach Abschnitt 3.6.1 ein Diskontierungsprozess (positiver Bewertungsprozess)   M1+ 

 A+ und mit dessen T-ter Komponente T ein Diskontvektor (positiver Bewertungsvektor).     

Wie in der Abbildung 5.8 in Abschnitt 5.3.3 in einem Schema der Zusammenhang zwischen 
den verschiedenen Versionen LOP und LOPsfT des Law of One Price und der Existenz eines 
Bewertungsprozesses Ψ oder Bewertungsvektors ΨT dargestellt ist, so wird jetzt in der nach-
folgenden Abbildung 5.11 der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Versionen AF 
und AFsf der Arbitragefreiheit und der Existenz eines Diskontierungsprozesses (positiven 
Bewertungsprozesses) , eines Diskontvektors (positiven Bewertungsvektors) T oder eines 
positiven MT-Normalenvektors QT beschrieben.  

Die Definition der Menge A+ := A  {X > 0}  der positiven Bewertungsprozesse als Teil-

menge von A und ihre Übereinstimmung mit der Menge M1+ := M  {X0 = 1, X > 0} der 

Diskontierungsprozesse wird in Abschnitt 3.6.1 unter der Voraussetzung (AWSδ) angegeben. 

Die Definition der Menge T
A  := AT  {XT > 0} der positiven Bewertungsvektoren als Teil-

menge von AT und deren Gleichungsdarstellung T
A  = 0

T

 M  unter der Voraussetzung 

(ZVU) wird oben angegeben. Die Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) zur Existenz 
eines positiven Normalenvektors QT von MT folgt aus dem Beweis von Satz 5.6, a) in Ab-

schnitt 5.1.12. Die Folgerung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) aus der Existenz eines Diskont-

vektors T  T
A   T

M erhält man, da dieser Diskontvektor (positiver Bewertungsvektor) 

ebenfalls ein positiver M-Normalenvektor ist. Die umgekehrte Schlussweise von der sf-Ar-

bitragefreiheit (AFsf) auf die Existenz eines Diskontvektors YT  0

T
 M = T

A  ergibt sich 

unter der Voraussetzung (ZVU) aus der in Abschnitt 5.3.8 begründeten Gleichungsdarstel-

lung AT = 0

T
M .   

Ein entsprechendes Schema für das Einperiodenmodell findet man in Abschnitt 6.2.3.    
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Abb. 5.11 Zusammenhang zwischen dem LOP, den Versionen AF und AFsf der Arbitragefreiheit und 

der Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ, normierten M-Normalenvektors Ψ, Diskontie-

rungsprozesses , Diskontvektors T oder positiven MT-Normalenvektors QT                   

Nach den Sätzen 5.8 und 5.9 von Abschnitt 5.2 erhält man noch die folgenden Aussagen über 
die Maximalanzahl affin unabhängiger Diskontvektoren. Insbesondere erfolgt dabei (für p 
= 0) auch die Charakterisierung der sf-Vollständigkeit eines sf-arbitragefreien Marktmodells 
durch die Existenz von genau einem Diskontvektor.      

Maximalanzahl affin unabhängiger Diskontvektoren: Im Marktmodell liege die sf-Arbit-

ragefreiheit (AFsf) vor und es sei p := dim *ker sf
TV  = dim *ker sf

TV  die Dimension des Kerns 

der linearen Abbildung *sf
TV  bzw. *sf

TV .  

Im relativen Marktmodell ist p + 1 die Maximalanzahl affin unabhängiger relativer Dis-
kontvektoren (positiver Bewertungsvektoren)    

 i
TQ   1

T
 M   (i = 0,…,p).     

Im ursprünglichen Marktmodell ist bei Vorliegen der Voraussetzung (ZVU) oder speziel-
ler der Existenz eines Numéraires B mit deterministischem BT p + 1 die Maximalanzahl affin 
unabhängiger Diskontvektoren  

 i
TY   0

T
 M   (i = 0,…,p).     

 

  
 



5.3 Law of One Price und Bewertungsvektoren   327  

5.3.11 Interpretationen der Preisberechnung mittels eines Diskontvek-
tors  

1) Interpretation der Bewertung als Diskontierung bzw. Barwertberechnung  

Unter der Voraussetzung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) und der Voraussetzung von (ZVU) 
oder spezieller eines Numéraires B mit deterministischem BT berechnet sich der Preis (XT) 
eines sf-duplizierbaren Zahlungsprofils XT  VT des ursprünglichen Marktmodells als der 

Barwert der stochastischen Zahlungen XT,k = XT(ωk) (k = 1,…,K), wobei der positive Bewer-

tungsvektor YT = 0QT  0

T
 M  (0 > 0) die Rolle des stochastischen Diskontvektors spielt 

bzw. dessen Komponenenten ,T kY   = ( )T kY   (> 0) die Rolle der stochastischen Diskontie-

rungsfaktoren übernehmen:  

 (XT) = YT
TXT = , ,

1

K

T k T k
k

Y X


 .   

Ökonomische Interpretation der Bewertung als Glattstellung: Diese zunächst rein rech-
nerische Ermittlung des Preises (X)  durch eine Barwertberechnung (Diskontierung, Abzin-

sung) aus den Zahlungen XT,k = XT(k) von XT  VT = ( )sf
T NV H  bzw. von X = (0,…,0,XT)T 

 L( sf
NH ) kann analog zu Abschnitt 4.3 unter den zusätzlichen Voraussetzungen (AF) und 

(VSsf) ( , kT 1   ( )sf
NL H  für k = 1,…,K) auch noch als spezielle Replizierung (Glattstellung, 

additive Ergänzung) mit einer Linearkombination Z von Ergänzungsgeschäften im Raum 
L(HN) des Marktmodells ökonomisch interpretiert werden. Die Transposition der Zahlungen 

XT,k vom Zeitpunkt t = T und von den Zuständen ωk  Ω aus auf den Zeitpunkt s = 0 kann 

dabei tatsächlich durch die Kombination von X  L( sf
NH ) mit einem indifferenten Kapital-

marktgeschäft Z  M durchgeführt werden: X + Z = 0,( )X  1 :   

Aufgrund der vorausgesetzten sf-Vollständigkeit (VSsf) W(T) = L( sf
NH ) sind nämlich insbe-

sondere die in Abschnitt 3.8.1 betrachteten zu den Zuständen ωk  Ω gehörigen stochasti-
schen AD-Papiere  

 ,T k  = , kT 1  = (0,...,0, )
k

1 T
  W(T)  (t = T, 

k1  = ek  K) 

sf-duplizierbar. Wegen der Arbitragefreiheit (AF) existiert ein Diskontierungsprozess  

 M1+, mit dem sich dann der Preis von ,T k  berechnet:  

 dT,k := ( ,T k ) = , kT  1T
 = 

kT  1T
 = T k eT  = T,k.   

Da hier auch die zu (VSsf) äquivalente sf-Vollständigkeit (VSsfT) K = ( )sf
T NV H  vorliegt, 

kann dieser Preis nach Abschnitt 5.3.2 auch als Preis des AD-Zahlungsprofils 
k1  

 ( )sf
T NV H  mit dem Bewertungsvektor YT  0

T

 M  bestimmt werden:  

 dT,k = ( ,T k ) = (
k1 ) = 

kTY 1T
 = T kY eT  = YT,k.   

Wie schon in Abschnitt 3.6.1 dargestellt wurde, können die Diskontierungsfaktoren  
 YT,k = YT(ωk) = T,k = T(ωk)  
auch als Zustandspreise und der Diskontvektor  
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 YT = T  = (T(ω1),…,T(ωK))T 49 
auch als Zustandspreisvektor bezeichnet werden.       

Nach Abschnitt 3.7.3 sind die mit dem Erwerb der AD-Papiere ,T k  verbundenen Zahlungs-

profile      

 ,T k


 = - ( ,T k ) 0,1  + ,T k  = - dT,k  0,1  + 
, kT 1  

  = ,(- ,0,...,0, )
kT kd  1 1 T

  

Kapitalmarktgeschäfte: ,T k


  M. Demzufolge ist auch die nachfolgend damit gebildete Li-

nearkombination Z ein Kapitalmarktgeschäft. Außerdem gilt       

 Z  := - ,
,

1

tk
T k

T k
k

X 




    

  = , ,
1

K

T k T k
k

d X


  0,1  - , ,
1

k

K

T k T
k

X 


 1   

  = , ,
1

K

T k T k
k

Y X

  0,1  - X  

  = (X) 0,1  - X  M   ((XT) = (X)),   

sodass mit diesem Kapitalmarktgeschäft Z  M der Zahlungsstrom X = (0,…,0,XT)T 

 ( )sf
NL H  im Raum L(HN) glattgestellt werden kann auf den Zahlungsstrom, der im Zeit-

punkt 0 den Preis (X) = (XT) liefert:     
 X + Z = (X) 0,1 .  

Analog berechnet sich bei vorliegender Arbitragefreiheit (AFsf) und nur unter der zusätzli-
chen Voraussetzung eines Numéraires (für die Existenz des relativen Marktmodells) der re-

lative Preis ( )TX  eines sf-duplizierbaren relativen Zahlungsprofils TX   T
V  als Barwert 

der stochastischen Zahlungen ,T kX  = ( )T kX   (k = 1,…,K) mit dem stochastischen Diskont-

vektor TQ   1
T
 M  bzw. den stochastischen Diskontierungsfaktoren ,T kQ  = ( )T kQ   (> 0):  

 ( )TX   = T TQ X T  = , ,
1

K

T k T k
k

Q X


   .              

Die positiven Bewertungsvektoren YT  0

T
 M  und TQ   1

T
 M  können demzufolge als 

Diskontvektoren und wegen ihrer Verwendung für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile 
auch als sf-Diskontvektoren bezeichnet werden.   

2)  Interpretation des Preises als Erwartungswert bezüglich eines formalen W-Maßes 
im relativen Marktmodell  

Unter der Voraussetzung eines Numéraires B für die Existenz des relativen Marktmodells 
und Voraussetzung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) ist mit einem (zu P) äquivalenten W-Maß 

 
49  Die Übereinstimmung der Diskontvektoren YT und T ergibt sich auch nach Satz 5.9, a) in Ab-

schnitt 5.2.5, da hier die Voraussetzungen (AFsf), (VSsf) und (ZVU) erfüllt sind und es demnach 
genau einen Diskontvektor gibt.    
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TQ   1
T
 M  im dividendenversehenen relativen Marktmodell bzw. mit einem (zu P) äqui-

valenten Martingalmaß 
TQ   1

T
 M  im dividendenlosen relativen Marktmodell (Existenz 

nach Satz 5.5 a, b der relative Preis ( )TX   eines relativen Zahlungsprofils 
TX   

T
V  nach 

Abschnitt 5.3.8 (bei der Darstellung 
T
A  = 1

T
M ) gleich dem Erwartungswert der stochasti-

schen Zahlung 
TX  bezüglich dieses formalen W-Maßes 

TQ .  

Weiter ist im ursprünglichen Marktmodell nach Abschnitt 5.3.8 (bei der Preisberechnung im 
ursprünglichen Marktmodell mit einem relativen Bewertungsvektor) der Preis (XT) eines 
Zahlungsprofils XT  VT des ursprünglichen Marktmodells gleich dem mit B0 „aufgezinsten“ 

Erwartungswert der mit BT „abgezinsten“ stochastischen Zahlung XT bezüglich dieses forma-

len W-Maßes TQ .  

Unter der Voraussetzung eines Numéraires B mit deterministischem BT ist der Preis (XT) 
eines Zahlungsprofils XT  VT gleich dem mit B0/BT „aufgezinsten“ Erwartungswert von  XT 

bezüglich dieses formalen W-Maßes TQ .  

Unter der Voraussetzung eines Numéraires B und der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) erhält man 

mit dem relativen W-Maß TQ   1
T
 M  den Preis als Erwartungswert:     

 ( )TX   = 
1

( ) ( )
K

T k T k
k

Q X 


    =  
T

TQ
E X

 ,  

 (XT) = B0
1

( )
( )

( )

K
T k

T k
k T k

X
Q

B





   = B0

T

T

Q
T

X
E

B

 
 
 

 .      

Bei deterministischem BT ist  

 (XT) = 0

1

( ) ( )
K

T k T k
kT

B
Q X

B
 


   =  0

T
TQ

T

B
E X

B
 .     

Eine analoge Interpretation eines positiven Bewertungsvektors QT  T
A  = 0

T

 M  als äqui-

valentes W-Maß und der Preisberechnung von XT  VT im ursprünglichen Marktmodell als 

QT-Erwartungswert von XT (Existenz von QT nach Abschnitt 5.1.12, Satz 5.6 unter den Vo-
raussetzungen (ZVU) und (AFsf)) ist nicht möglich, da im Allgemeinen der Wert 0 = (1Ω) 
von 1 verschieden ist.      

5.3.12 Weitere Charakterisierungen des LOPsfT  

Unter Verwendung des Hilfssatzes 5.11 von Abschnitt 5.3.6 können nun noch weitere Cha-
rakterisierungen des LOPsfT hergeleitet werden. Die nachfolgend im Satz aufgelisteten Cha-
rakterisierungen erfolgen unter anderem mittels spezieller Lagebeziehungen von Unterräu-
men, spezieller Unterraumstrukturen, Dimensionsgleichungen und der Existenz eines Bewer-
tungsvektors mit der Gültigkeit von Preisgleichungen. Eine geometrische Veranschaulichung 
der dabei angegebenen Strukturen und Lagebeziehungen von Vektorunterräumen bei ungül-
tigem und bei gültigem LOPsfT erfolgt in den Abbildungen 5.12 und 5.13 mit den nachfol-
genden Erläuterungen.    
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Satz 5.12 Charakterisierungen des Law of One Price (LOPsfT) für endfällige Zah-

lungsprofile im Mehrperiodenmodell mit den Räumen sf
NH  und Ω            

Für die im Teil I) aufgeführten Bedingungen 7) – 27) im ursprünglichen Modell sei (ZVU) 
oder spezieller die Existenz eines Numéraires B = SN > 0 mit deterministischer T-ter Kompo-
nente BT vorausgesetzt. Der Wert 0 := v0(k) > 0 sei der Startkapitaleinsatz einer sf-Duplika-
tionsstrategie k von 1Ω = (1,…,1)T  Ω im ursprünglichen Marktmodell.  
Für die Aussagen im Teil II) für das spezielle relative Marktmodell wird nur die Existenz 
eines Numéraires B = SN > 0 und nicht die Voraussetzung (ZVU) oder ein deterministisches 
BT benötigt.  
Das LOPsfT gilt im Marktmodell ((S,δ),F) genau dann, wenn eine der folgenden Bedingun-

gen erfüllt ist:  

I) Bedingungen im ursprünglichen Marktmodell:  

1) (LOPsfT)   XT  ( )sf
T NV H : V0(h) konstant für alle h  sf

NH   VT
-1({XT })   

2) (LOP1sfT)  XT  ( )sf
T NV H :  R0(h) konstant für alle h  sf

NH   VT
-1({XT })   

3)   XT  ( )sf
T NV H : V0(h) konstant für alle h  sf

NH   VT
-1({XT })     

4) V0(f) = 0 für alle f  sf
NH  mit VT(f) = 0   (Bed. 3 mit XT  = 0  VT) 

5)  kersf VT   kersf V0   (Inklus. d. Kerne, z. B. bei inj. VT bzw. kersf VT = O),  
 ker L  ker V0     (Inklus. d. Kerne wie in Satz 3.3, 5)   

6)  * ( )sf
TV    *

0 ( )sfV       (Inklus. d. Bildräume) 

7)  V0  MT = O    (trivialer Durchschnitt von V0 und MT) 

8)  VT  = V0  MT      (VT als direkte Summe) 

9)   XT  VT  1 additive Zerlegung XT = YT + ZT mit YT  V0, ZT  MT  (Ex.&Einz. Zerl.) 

10)   XT  VT: 1 additive Zerlegung XT = YT + ZT mit YT  V0, ZT  MT   

11)  V0 = ET   MT  bzw. 1Ω  MT   (Nichtinklusion) 

12)  MT
  ET

 = {(XT) = 0}    (Nichtinklusion) 

13)  MT
  ET

  MT
 = *ker sf

TV      (Nichtinklusion) 

14)  dim VT  = dim MT + 1   (Dimensionsgleichung) 

15)  MT ist Hyperebene von VT   (MT echte Teilmenge von VT) 

16) dim *ker sf
TV  = dim MT

 - 1  (Dimensionsgleichung) 

17)  *ker sf
TV  ist Hyperebene von MT

  ( *ker sf
TV  echte Teilmenge von MT

) 

18)   YT  MT
 \ *ker sf

TV   (nichtleere Differenz) 

19)  MT
 = *ker sf

TV   lin {ZT} mit ZT  MT
 \ *ker sf

TV  = MT
  {(XT)  0} (MT

 dir. S.) 

20)   YT  0

T
M  := MT

  {(XT) = 0}  (-norm. MT-Normalenvektor) 

21)  1 T   0

T

M   VT        (sf-dupl. -norm. MT-Normalenv.) 

22)  * ( )sf
T TV M   O      (Maximal. bzw. Eindim. von * ( )sf

T TV M ) 

23) * ( )sf
T TV M  ist Hyperebene von * ( )sf

TV            (echte Teilmenge) 

24)  * ( )sf
TV   = *( )sf

T TV M   D  mit dim D = 1        ( *( )sf
TV   als direkte Summe) 

25)  * ( )sf
TV   \ *( )sf

T TV M         (nichtleere Differenz) 
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26)  (NEPGYT)  YT  Ω  {(XT) = 0} mit ( )T TY V hT  = 0   h  kersf V0 

27) (PGYT)   YT  Ω ( {(XT) = 0}) mit ( )T TY V hT  = 0 ( )v h   h  sf
NH  

   (Bewertungsvektor m. Preisgleichungen) 

II) Bedingungen im relativen Marktmodell:  
Die oben unter I) aufgeführten Charakterisierungen 1) – 27) für das LOPsfT gelten analog 
im relativen Marktmodell, sogar ohne die Voraussetzung von (ZVU) oder eines determinis-
tischen BT. Der in den Bedingungen 20) und 21) und in den Preisgleichungen 26) und 27) 

auftretende relative Bewertungsvektor 
TY  bzw. 

T  besitzt jetzt jedoch die Komponenten-

summe ( TY ) = 0  = 1:  

20)   TY   1
T
M  := T

M   {(XT) = 1}  (relat. -norm. T
M -Normalenvektor) 

21)  1 T   1
T
M   T

V          (sf-dupl. rel. -norm. T
M -Normalenv.) 

26)  (NEPG TY )  TY   Ω  {(XT) = 1} mit ( )T TY V h T  = 0   h  kersf V0 

27) (PG TY )   TY   Ω ( {(XT) = 1}) mit ( )T TY V h T  = 0 ( )v h   h  sf
NH   

   (rel. Bewertungsvektor m. Preisgleichungen) 
Zusätzlich erhält man noch die folgende charakteristische Bedingung:   

28)    TY   Ω  {(XT) = 1}  mit * ( )sf
T TK Y   = 0        

Erläuterungen zum Satz 5.12 und zu den Abbildungen  
Der Beweis des Satzes 5.12 erfolgt im Anschluss an diese Erläuterungen. Zur Charakterisie-
rung des LOPsfT werden in diesem Satz nicht nur Preisgleichungen (in den Punkten 26 und 

27) für die Zahlungsprofile XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  und ZT = VT(g)  0(ker )sf

TV V  = MT an-

gegeben, sondern auch Lagebeziehungen und Dimensionsgleichungen für bestimmte Unter-

räume von Ω und sf
NH . Die gegenseitige Lage der wichtigen Unterräume im Raum Ω der 

reellwertigen Zustandsfunktionen, nämlich der Unterräume VT := ( )sf
T NV H , *ker sf

TV  = VT
, 

V0 := 0 ( )sf
NV H  = ET = lin 1Ω, MT := 0(ker )sf

TV V , ET
 und MT

, und die gegenseitige Lage 

der wichtigen Unterräume im Raum sf
NH  der selbstfinanzierenden Handelsstrategien, näm-

lich *( )sf
TV  , ker sf

TV , 0ker sfV , *( )sf
T TV M  und C := * ( )sf

T TV M , wird bei ungültigem 

LOPsfT in Abbildung 5.12 und bei gültigem LOPsfT in Abbildung 5.13 dargestellt. Der Vor-
teil derjenigen Charakterisierungen des LOPsfT in Satz 5.12, welche die Struktur und Lage-
beziehungen von Vektorunterräumen beschreiben, besteht darin, dass sie geometrisch veran-
schaulicht werden können. So lässt sich der Vektorraum Ω darstellen als direkte Summe der 

orthogonalen Komplemente VT und VT
 = *ker sf

TV  und auch als direkte Summe von MT und 

MT
. Dabei liegt stets MT in VT und *ker sf

TV  in MT
. Der Vektorraum sf

NH  wird dargestellt 

als direkte Summe der orthogonalen Komplemente *( )sf
TV   und ker sf

TV  = *( )sf
TV    und 

der Bildraum *( )sf
TV   von *sf

TV  als direkte Summe von *( )sf
T TV M  und C := * ( )sf

T TV M .  
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Abb. 5.12 Die verschiedenen Unterräume der Vektorräume sf
NH  und Ω, der schwach positive Orthant 

0




  von Ω und die linearen Abbildungen VT  und *sf
TV  bei ungültigem LOPsfT  

 

Abb. 5.13 Die verschiedenen Unterräume der Vektorräume sf
NH  und Ω, der schwach positive Orthant 

0




  von Ω, die linearen Abbildungen VT, *sf
TV  und , ein -normierter Normalenvektor 

YT zu MT bei gültigem LOPsfT und ein positiver -normierter Normalenvektor QT bei sf-

Arbitragefreiheit (AFsf)  
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Beim Vergleich der Situation der Unterräume in Ω bzw. in sf
NH  bei ungültigem LOP mit 

der Situation bei gültigem LOP ist zu beachten, dass die Dimension der Bildräume 

VT = ( )sf
T NV H  und *( )sf

TV   der Abbildung VT  bzw. der dazu adjungierten Abbildung *sf
TV  

gleich ist (dim ( )sf
T NV H  = dim *( )sf

TV   nach den allgemeinen Feststellungen zur adjun-

gierten Abbildung in Abschnitt 2.10.1). Die Abbildung 5.12 veranschaulicht, dass in Ω un-
ter der Voraussetzung (ZVU) bei Nichtgültigkeit des LOPsfT die Aussagen V0   MT  O 

bzw. V0 = ET = lin 1Ω  MT und   

 MT = ( )sf
T NV H    

gelten, also MT den ganzen Bildraum ( )sf
T NV H  ausfüllt, und dass   

 *ker sf
TV  = MT

  

gilt, also der Kern *ker sf
TV  der Abbildung *sf

TV  den gesamten Unterraum MT
 ausfüllt. Jedes 

duplizierbare Zahlungsprofil XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  kann dann auch mit einem h  kersf V0, 

also mit einem Startkapitaleinsatz V0(h) = 0, dupliziert werden. Insbesondere existiert dann 
in V0 = ET  VT = MT das spezielle Zahlungsprofil  1Ω = (1,…,1)T  MT  

0




  einer sf-

Arbitragegelegenheit g  kersf V0 (Definition in Abschnitt 5.1.2). Damit ist schon begründet, 
dass unter der Voraussetzung (ZVU) das LOPsfT eine notwendige Folgerung aus der sf-Ar-
bitragefreiheit (AFsf) ist. 
Eine weitere Begründung dieser notwendigen Bedingung LOPsfT erhält man unter dieser 
Voraussetzung (ZVU) mit Satz 5.6, c) von Abschnitt 5.1.12, nach dem bei vorliegender sf-
Arbitragefreiheit (AFsf) ein Diskontvektor (positiver Bewertungsvektor) existiert und dann 
nach Abschnitt 5.3.3 das LOPsfT gilt.  
Falls im ursprünglichen Marktmodell ein Numéraire B existiert (Voraussetzung (NM)) und 
damit das relative Marktmodell definiert ist, folgt ohne die Voraussetzung (ZVU) nach Satz 
5.5, a) von Abschnitt 5.1.11 aus der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) die Existenz eines relativen 
Diskontvektors, daraus nach Abschnitt 5.3.3 das LOPsfT im relativen Marktmodell und nach 
Abschnitt 5.3.4 dann auch das LOPsfT im ursprünglichen Marktmodell.   

 (ZVU) , (AFsf)  ⇒  (LOPsfT);  
 (NM) , (AFsf)   ⇒  (LOPsfT).     

Weiter zeigt die Abbildung 5.12, dass in sf
NH  bei ungültigem LOPsfT der Unterraum C 

:= * ( )sf
T TV M  mit dem Nullraum O zusammenfällt und der Unterraum * ( )sf

T TV M  den ge-

samten *sf
TV -Bildraum *( )sf

TV   ausfüllt. Der Kern ker sf
TV  der Abbildung VT liegt nicht 

im Kern 0ker sf V  der Abbildung V0.     

Die Abbildung 5.13 dagegen illustriert, dass mit der Einstellung des LOPsfT im VT-Bild-

raum VT = ( )sf
T NV H  der Unterraum MT genau um eine Dimension kleiner ausfällt als der 

Unterraum VT und dann VT die direkte Summe seiner beiden Unterräume V0 und MT ist:  

 VT = V0  MT.      

Im Beweisteil E) des Satzes 5.12 wird dargestellt, dass der triviale Durchschnitt V0  MT 

= O der Unterräume V0 und MT bedeutet, dass jedes sf-duplizierbare Zahlungsprofil XT  VT 

nur eine einzige additive Zerlegung   
 XT = W0 + MT  mit W0  V0 und MT  MT  
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besitzt. Diese Zerlegung für XT = VT(h)  VT wird in Abschnitt 5.3.7 im Beweisteil 2a) und 

in Abschnitt 5.3.8 im Beweisteil a) für die Gleichungsdarstellung AT = 0

T
M  mit W0 

= V0(h)/0 und MT = XT - W0 angegeben (0 := (1Ω). In Abschnitt 5.3.7 wird in Beweisteil 
2a) damit bewiesen, dass die Einzigkeit dieser additiven Zerlegung der sf-duplizierbaren Zah-
lungsprofile auch die Konstanz des Startkapitaleinsatzes aller sf-Duplikationsstrategien be-
deutet, also die Gültigkeit des LOPsfT mit der daraus resultierenden Möglichkeit der Preis-
definition nach dem Duplikationsprinzip.   

Bei gültigem LOPsfT wird also der VT-Bildraum VT direkt zerlegt in den eindimensionalen 

Unterraum V0 der Startkapitaleinsätze der sf-Handelsstrategien und den Unterraum MT der 

indifferenten NE-Zahlungsprofile. Mit der Einengung von MT auf eine Hyperebene des 

Raums VT vergrößert sich im Gegenzug in Ω das orthogonale Komplement MT
 ausgehend 

von *ker sf
TV = MT

  {(XT) = 0} =: MT
0 genau um eine Dimension und enthält dann einen 

Vektor  

 YT  MT
 \ *ker sf

TV  = MT
  {(XT)  0},  

sodass MT
 die direkte Summe des Unterraums *ker sf

TV  und eines eindimensionalen Unter-

raums lin {YT} ist:  

 MT
 = *ker sf

TV   lin {YT} mit YT  MT
  {(XT)  0}.     

Der Unterraum *ker sf
TV  ist dann eine Hyperebene von MT

. Mit der Normierung des MT-

Normalenvektors YT auf die Komponentensumme (YT) = 0 := (1Ω)  0 ist YT ein Bewer-
tungsvektor für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT = VT(h)  VT: In Abschnitt 5.3.8 

erhält man nämlich bei Beweis von AT = 0

T
M  durch die Multiplikation der additiven Zer-

legung  
 XT = W0 + MT   (W0 = v0(h)1Ω/0  V0, MT = XT - W0  MT)  

mit dem Vektor YT  0

T
M  den Preis von XT:  

 T TY XT   = 0TY WT  + T TY MT   

  = v0(h)(YT)/0   
  = (XT).        

Die Linearform (das lineare Funktional)  

 YT
T : XT  Ω # T TY XT     

ist zwar als lineare Nutzenfunktion auf ganz Ω definiert, liefert aber nur auf VT  den eindeu-

tig bestimmten Preis gemäß der Preisgleichung  

(PGYT)  ( )T TY V hT  = 0 ( )v h    h  sf
NH .      

Die Linearität der Preisfunktion  : XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  # 0 ( )v h    kann auch aus der 

Linearität von VT und V0 geschlossen werden (man vergleiche dazu den Beweis für die die 
Linearität der Preisfunktion  auf L(HN) in Abschnitt 3.3.3).  

Der Wert (XT) = T TY XT  der Preisfunktion  ist für die XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  auch unab-

hängig von der Wahl des Bewertungsvektors YT  0

T
M : In Abschnitt 5.3.8 wird nämlich 

gezeigt, dass mit einem beliebigen Bewertungsvektor YT  0

T
M  das Skalarprodukt T TY XT  
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gleich dem für alle sf-Duplikationsstrategien konstanten Startkapital 0 ( )v h , also gleich dem 

Preis (XT)  von XT ist. Bei gültigem LOPsfT erhält man also durch (XT) = T TY XT  mit be-

liebigem YT  0

T
M  ein auf VT = ( )sf

T NV H  eindeutig bestimmtes Bewertungsfunktional  

  : VT   .   

Wie schon in Abschnitt 3.3.2 bei der Definition des Preises (X) mittels des LOP erwähnt 
wurde, so ist auch hier wieder ersichtlich, dass in die Preisbestimmung die tatsächlichen Ein-
trittswahrscheinlichkeiten der Ereignisse At,k  Pt, die bei der mathematischen Modellierung 

des Preisprozesses S auftreten, nicht eingehen. Es wird hier nur der innerhalb des Marktmo-

dells ermittelte Bewertungsvektor YT  0

T
M  verwendet.  

Im relativen Marktmodell berechnet sich in Abschnitt 5.3.8 mit einem auf die Komponen-

tensumme ( TY ) = 1 -normierten Normalenvektor TY   1
T
M  = 1

T
K  der Wert der auf 

sf
NH  definierten deterministischen linearen Nutzenfunktion  

 0 ( )V h  = 0( )v h 1Ω = 0 0S h T 1Ω   

für alle sf-Duplikationsstrategien h von TX  = ( )TV h   ( )sf
T NV H  als das Skalarprodukt von 

TY  und TX . Dieser Wert ist also nur abhängig vom Zahlungsprofil TX  und unabhängig von 

den sf-Duplikationsstrategien h  sf
NH   ṼT

-1({ TX }):    

 T TY X T  = 0 ( )v h .  

Durch die Multiplikation mit dem Vektor TY   1
T
M  wird also aus der eindeutigen additi-

ven Zerlegung  

 TX  = ( )TV h  = 0 ( )V h  + ( )TK h   0
V    T

M   

eines sf-duplizierbaren relativen Zahlungsprofils TX  = ( )TV h   ( )sf
T NV H  das relative Start-

kapital 0( )v h  der sf-Duplikationsstrategie h herausgelöst. Der relative Preis ( )TX  von TX  

 ( )sf
T NV H  als Bewertungsmaßstab für TX  kann also eindeutig durch den deterministischen 

Startkapitaleinsatz 0 ( )V h  seiner sf-Duplikationsstrategien definiert werden und als Skalar-

produkt ( )TX   = T TY X T  unabhängig von einer sf-Duplikationsstrategie berechnet werden. 

Ein derartiger Vektor TY   1
T
M  wird als Bewertungsvektor für die sf-duplizierbaren rela-

tiven Zahlungsprofile TX   ( )sf
T NV H  bezeichnet.     

Die bei gültigem LOPsfT in sf
NH  außerdem gültige Inklusion  

 kersf VT  kersf V0  
(Satz 5.12, 5) bedeutet, dass das spezielle Null-Zahlungsprofil XT = VT(0) = 0  Ω nur durch 
ein Zahlungsprofil VT(g) mit g  kersf VT  kersf V0 nachgebildet werden kann, also nur mit-

tels einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie g  sf
NH  ohne Startkapitaleinsatz (V0(g) = 0) 

dupliziert werden kann. Für alle sf-Duplikationsstrategien g von XT = 0 ist also der Startka-
pitaleinsatz konstant: V0(g) = V0(0) = 0. Diese Inklusion beschreibt also das LOPsfT speziell 
für das Zahlungsprofil XT = 0.  
Weiter bedeutet diese Relation, dass ein beliebiges Zahlungsprofil XT = VT(h)  VT nur durch 

ein Zahlungsprofil VT(k)  VT nachgebildet werden kann, dessen Startkapitaleinsatz V0(k) mit 
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dem Startkapitaleinsatz V0(h) der sf-Duplikationsstrategie h von X übereinstimmt, dass also 
das LOPsfT gilt: Mit f := k - h folgt nämlich aus 0 = VT(k) - VT(h) = VT(f) wegen kersf VT  
kersf V0 auch 0 = V0(f) = V0(k) - V0(h) bzw. V0(k) = V0(h).   
Ein Sonderfall für die Gültigkeit des LOPsfT ist der Fall, dass die lineare Abbildung VT in-

jektiv ist: Aus ker sf
TV  = O folgt nämlich ker sf

TV  = O  0ker sf V  und damit das LOPsfT. 

In diesem Sonderfall besitzt jedes sf-duplizierbare Zahlungsprofil XT  ( )sf
T NV H  nur eine 

einzige Duplikationsstrategie h. 

Mit der Einstellung des LOPsfT vergrößert sich im Vektorraum sf
NH  das *sf

TV -Bild 
* ( )sf

T TV M  des Unterraums MT
 durch die Hinzunahme des Vektors  

 * ( )sf
T TV Y  = c     

vom Nullraum O aus auf den eindimensionalen Unterraum C := lin {c} (c := * ( )sf
T TV Y   0, 

YT  0

T
M ). Im Gegenzug verkleinert sich wegen des Verdrängungseffekts von C auf 

* ( )sf
T TV M  (C  *( )sf

T TV M  = O) das Bild *( )sf
T TV M  des Unterraums MT ausgehend vom vol-

len Bildraum *( )sf
TV   genau um eine Dimension auf eine Hyperebene von * ( )sf

TV  . Der 

gesamte *sf
TV -Bildraum *( )sf

TV   ist dann die direkte Summe des Unterraums * ( )sf
T TV M  

und des eindimensionalen Unterraums C:  

 *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M   C.  

Da der Wert v0(h) des Startkapitals einer sf-Duplikationsstrategie von XT = VT(h)  ( )sf
T NV H  

auch als Skalarprodukt der sf-Duplikationsstrategie h und der festen sf-Handelsstrategie 

c := *sf
TV (YT) ( 0, YT  0

T
M ) berechnet werden kann,  

 v0(h) = YT
TVT(h) = * ( )sf

T TV Y hT  = cTh,   

kann die in sf
NH  gelegene sf-Handelsstrategie c auch als Bewertungsprozess zur Nutzen-

funktion v0(h) für die sf-Handelsstrategien angesehen werden. In Beweisteil E) von Hilfs-

satz 5.11 in Abschnitt 5.3.6 wird gezeigt, dass der Funktionswert c = *sf
TV (YT) unabhängig 

von der Wahl des YT  0

T
M  ist. Der stochastische Bewertungsprozess c  sf

NH  tritt hier 

bei gültigem LOPsfT somit an die Stelle des deterministischen Bewertungsprozesses b  HN 

für die Handelsstrategien h  HN  in Abschnitt 3.3.1.      

Beweis des Satzes 5.12:  
Der Beweis der Charakterisierungen 1) – 27) für das LOPsfT erfolgt im ursprünglichen Marktmodell. 
Sie gelten analog auch im relativen Marktmodell, dabei ohne zusätzliche Voraussetzung von (ZVU) 
oder eines deterministischen BT. Für die in der -Normierung des Bewertungsvektors abweichenden 
Charakterisierungen 20, 26 – 28 im relativen Marktmodell wird noch in Teil K) ein Beweis unter Ver-

wendung der Mengenidentität T
M  = T

K  angegeben.         

A)  „1) LOPsfT  2) LOP1sfT“:  
Die Äquivalenz dieser beiden Aussagen 1) und 2) wird bereits in Abschnitt 5.3.2 begründet.  

B)  „1) LOPsfT  3)  4)  5) kersf VT   kersf V0“:  

Zu beliebigem fest vorgegebenen XT  ( )sf
T NV H  ist die allgemeine Lösung der inhomogenen linearen 

Gleichung  
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 VT(h) = XT  mit h  sf
NH     

gegeben durch die Menge aller  

 h = h‘ + f  sf
NH    

mit einer speziellen Lösung h‘  sf
NH  der inhomogenen Gleichung VT(h) = XT und der allgemeinen 

Lösung f  sf
NH  der homogenen Gleichung  

 VT(f) = 0.  

„“: Bei Gültigkeit des LOPsfT (Bedingung 1) auf dem Vektorraum ( )sf
T NV H  ( ) ist zumindest für 

ein XT  ( )sf
T NV H  für alle sf-Duplikationsstrategien h = h‘ + f von XT (mit festem h‘ 

 sf
NH   VT

-1({XT}) und beliebigem f  sf
NH   VT

-1({0})) der zum Zeitpunkt t = 0 in das Portfolio ein-

gebrachte Startkapitaleinsatz V0(h) konstant (Bed. 3):  

 V0(h‘) + V0(f) = V0(h) = V0(h‘)   h, h‘  sf
NH   VT

-1({X}).  

Dies ist wiederum äquivalent dazu, dass für jede Lösung f  sf
NH  der homogenen linearen Gleichung   

 VT(f) = 0,    

also für jedes f  sf
NH   VT

-1({0}) =: kersf VT , auch  

 V0(f) = 0  

ist (Bed. 4), also f  sf
NH   V0

-1({0}) =: kersf V0 gilt. Die Bed. 4 [V0(f) = V0(0) = 0  f  sf
NH  mit 

VT(f) = VT(0) = 0] entspricht der Bed. 3 für das spezielle X = 0 = VT(0)  L(HN). In der Mengenschreib-

weise bedeutet dies für die Kerne der Abbildungen VT und V0 die Inklusion (Bed. 5)   
  kersf VT   kersf V0.        

„“: Umgekehrt ist beim Vorliegen dieser Bed. 5) kersf VT   kersf V0 dann auch bei jedem beliebigen 

XT = VT(h)  ( )sf
T NV H für alle sf-Duplikationsstrategien  

 h  h‘ + kersf VT   h‘ + kersf V0,  h‘  sf
NH   VT

-1({XT }),  

der Startkapitaleinsatz V0(h) = V0(h‘) konstant, also das LOPsfT (Bed. 1) gültig.    

Anmerkung zur Bed. 5): Wegen  

 ker L = ker L0  …  ker LT-1  ker LT = sf
NH   ker VT =: kersf VT    

und damit ker L  sf
NH  ist die Bed. 5)  

 ker L = kersf VT   kersf V0 := sf
NH   ker V0,    

welche das LOPsfT charakterisiert, gleichbedeutend zu der Bedingung in Satz 3.4, 5)  
 ker L  ker V0,  
welche das LOP charakterisiert. Damit wird wieder offensichtlich, wie schon in Abschnitt 5.3.2 be-
gründet wurde, dass das LOPsfT äquivalent zum LOP ist.  

C)  „5) kersf VT   kersf V0  6) *( )sf
TV    *

0 ( )sfV  “: 

Aus der Definition des orthogonalen Komplements eines Unterraums ergibt sich, dass aus der Inklusion 

5) die Inklusion 6) folgt: *( )sf
TV   = (kersf VT)  (kersf V0) = *

0 ( )sfV  . Die umgekehrte Schluss-

weise erhält man, da für einen endlichdimensionalen Unterraum U die Übereinstimmung (U) = U 
gilt.50   

D)  „1) LOPsfT  7) V0  MT = O  8) VT  = V0  MT   14) dim VT  = 1 + dim MT   

15) MT Hypereb. von VT   16) dim MT
 = dim ker *sf

TV  + 1  17) ker *sf
TV  Hypereb. v. MT

 

 
50  Diese involutorische (selbstinverse) Eigenschaft des orthogonalen Komplements eines endlich 

erzeugbaren Unterraums findet man z. B. bei Kowalsky (1967), S. 134, Wagner (1981), S. 180–
182 (siehe auch Fußnote zu Beweisteil C von Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1).  
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 18) MT
  {(XT)  0} = MT

 \ *ker sf
TV     19) MT

 = *ker sf
TV   lin {ZT} mit ZT 

 MT
 \ *ker sf

TV   20) 0

T
M   “:  

Die Äquivalenz der Aussagen wird in Abschnitt 5.3.7 für das ursprüngliche Marktmodell unter der 
Voraussetzung (ZVU) oder eines deterministischen BT begründet. Verwendet werden dabei die Defini-
tion der direkten Summe, wobei hier speziell einer der Unterräume eindimensional ist, die Definition 
der Dimension eines linearen Unterraums als die eindeutig bestimmte Länge einer Basis des Unter-
raums bzw. als die Maximalzahl unabhängiger Elemente, die Definition einer Hyperebene und die in 
Abschnitt 5.3.7 hergeleiteten Dimensionsgleichungen.  

E)  „8) VT  = V0  MT   9)  10)“:  

Die hier für die speziellen Unterräume V0 = ET und MT formulierte Aussage gilt allgemein für die di-

rekte Summe zweier beliebiger Unterräume eines Vektorraums.51 Ein Beweis wird auch in Beweis-
teil E) von Satz 3.3 in Abschnitt 3.4.1 angegeben. Die hierbei für ein Zahlungsprofil XT = VT(h)  VT 

auftretende einzige speziellere additive Zerlegung XT = VT(h) = W0(h) + MT(h) wird in Abschnitt 5.3.7, 
Beweisteil 2a) gegeben mit W0(h) = V0(h)/0  V0 und MT(h) = VT(h) - W0(h)  MT.  

F)  „7) V0  MT = O  11) V0 = ET   MT  12) MT
  ET

 = {(XT) = 0}“:  

Die Äquivalenz der Aussagen 7) und 11) folgt aus der Eindimensionalität von V0 = ET, die Äquivalenz 

von 11) und 12) mit der Definition des orthogonalen Komplements U eines Unterraums U und der 
involutorischen Eigenschaft U = U des orthogonalen Komplements für endlichdimensionale Unter-
räume U.   

G)  „12) MT
  ET

 = {(XT) = 1Ω
TXT = 0}  13) MT

  ET
  MT

  = *ker sf
TV   20) 0

T
M   “:     

Allgemein ist A  B äquivalent zu A  B  A für beliebige Mengen A und B. Damit ist insbesondere 
MT

  ET
 äquivalent zu MT

  ET
  MT

 und dann MT
  ET

 äquivalent zu MT
  ET

  MT
. Da 

nach Hilfssatz 5.11, I, 7 c von Abschnitt 5.3.6 noch die Übereinstimmung  

 *ker sf
TV  = T

M   ET
 = MT

0  

gilt, folgt die Äquivalenz von 12) und 13). Die Bedingung 13MT
  MT

0 ist äquivalent zu 

MT
  {(XT)  0}   und zu 0

T
M    (Bed. 20).               

H)  „18) MT
 \ *ker sf

TV     19) MT
 = *ker sf

TV   lin {ZT} mit ZT  MT
 \ *ker sf

TV  

= MT
  {(XT)  0}  20)  YT  0

T
M   21) 1 T   0

T
M   VT “: 

Die Übereinstimmung der Mengen MT
 \ *ker sf

TV  und MT
  {(XT)  0} gilt nach Hilfssatz 5.11, I, 

7d). Die Äquivalenz von 18), 19) und 20) wird in Abschnitt 5.3.8 mittels der Normierung eines MT-

Normalenvektors YT   MT
  {(XT)  0} auf die Komponentensumme (YT) = 0 gezeigt. Dabei ist 

0 := v0(h) > 0 der Startkapitaleinsatz einer sf-Duplizierung VT(h) = 1Ω gemäß der Voraussetzung 
(ZVU). Durch diese Normierung wird der Normalenvektor zum Bewertungsvektor. Die Äquivalenz 
von 20) zu 21) wird ebenfalls in Abschnitt 5.3.8 unter Verwendung von Hilfssatz 5.11, I, 7c) bewiesen.  

I)  „7) V0  MT = O  22) C  = *( )sf
T TV M   0  23)  24)  25)“:  

Die Äquivalenz der Aussagen 7) und 22) folgt nach Hilfssatz 5.11, I, 6) mit der Fallunterscheidung 
nach Hilfssatz 5.11, 8a) und 12a), wonach   

 *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M   *( )sf
T TV M   

gilt und der Unterraum C  = *( )sf
T TV M  genau dann von O verschieden und eindimensional ist, wenn 

 
51  Diese Charakterisierung der direkten Summe von linearen Unterräumen durch die eindeutige addi-

tive Zerlegung der Elemente der Unterraumsumme findet man bei Wagner (1981), S. 27, Kowalsky 
(1967), S. 217, Kowalsky u. Michler (2003), S. 37, Bröcker (2004), S. 35.       
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das LOPsfT gilt. Die Äquivalenz von 22) zu 23), 24) und 25) ergibt aus der angegebenen additiven 

Zerlegung von *( )sf
TV   und der Definition einer Hyperebene.     

J) „20)  YT  0

T
M   

 26) (NEPGYT)  YT  Ω  {(XT) = 0} mit ( )T TY V hT  = 0  h  kersf V0  

 27) (PGYT)  YT  Ω mit ( )T TY V hT  = 0( )v h   h  sf
NH “:  

a) „20)  26)“: Nach der Definition des Unterraums MT := 0(ker )sf
TV V  gilt die Inzidenz   

 i) YT  MT
  

genau dann, wenn für YT die folgenden Gleichungen erfüllt sind:   

 ii) ( )T TY V hT  = 0  h  kersf V0       (MT = 0(ker )sf
TV V ). 

Nimmt man zu jeder dieser beiden Bedingungen i) und ii) jeweils noch die -Normierung (YT) = 0 
von YT dazu, so erhält man schon die Äquivalenz der Bedingungen 20 und 26.  

b) „20)  27)“:   

„“: Diese Beweisrichtung mit dem Nachweis der Preisgleichung für ein beliebiges Zahlungsprofil 
XT = VT(h)  VT  wird bereits in Abschnitt 5.3.8 unter der Voraussetzung (ZVU) oder eines Numéraires 

B mit deterministischem BT mit einem normierten MT-Normalenvektor YT  0

T
M  und der additiven 

Zerlegung von XT = W0 + MT  V0  MT gezeigt. Anzumerken ist hier, dass die Gültigkeit der Preis-

gleichung (PGYT) in Abschnitt 5.3.3 mit YT = ϑT  VT  auch allgemeiner ohne zusätzliche Vorausset-

zung aus dem LOPsfT hergeleitet werden kann.    
„⇐“: Es existiere ein YT  Ω, mit dem für alle sf-Handelsstrategien die Preisgleichung (PGYT) gültig 

ist. Für ein beliebiges sf-duplizierbaren Zahlungsprofil XT = VT(h)  VT  (h  sf
NH ) folgt unmittelbar 

aus der Preisgleichung  

 v0(h) = ( )T TY V hT  = YT
TXT 

die Konstanz des Startkapitaleinsatzes v0(h) für alle Duplikationsstrategien h von XT, also das  LOPsfT 
und die Preisberechnung (XT) = YT

TXT für alle XT  VT. Nach Abschnitt 5.3.5 ist mit der Voraussetzung 

(DPsfT1Ω+) der Preis von 1Ω  VT mit 0 gegeben. Damit folgt für die Komponentensumme von YT   

 (YT) = TY 1T  = (1Ω) = 0.    

Aus der Gültigkeit der Preisgleichungen für beliebige h  sf
NH  folgen insbesondere für die h  kersf V0 

die Preisgleichungen  

 ( )T TY V hT  = 0 

und daher die Inzidenz YT  MT
. Insgesamt folgt dann die Inzidenz  

 YT  0

T
M ,  

also die Bedingung 20.   

K)  Aussagen im relativen Marktmodell:  

 „20)  TY   1
T
M   

  26) (NEPG TY )  TY   Ω  {(XT) = 1} mit ( )T TY V h T  = 0  h  kersf V0  

 27) (PG )TY   TY   Ω mit ( )T TY V h T  = 0( )v h   h  sf
NH   

  28)  TY   Ω  {(XT) = 1} mit *( )sf
T TK Y   = 0“:  

a) Äquivalenz der Bedingungen 20, 26 und 28: Da nach Hilfssatz 5.11, II, 2) im relativen Marktmodell 
die Mengenidentitäten   

 T
M  = T

K  = *ker sf
TK     

gelten, ist die Bedingung  
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 TY   T
M   

gleichbedeutend zu jeder der beiden folgenden Bedingungen   

 ( )T TY V h T  = 0   h  kersf V0       ( T
M  = 0(ker )sf

TV V ), 

 TY   *ker sf
TK  bzw.  *( )sf

T TK Y   = 0.        

Nimmt man zu jeder dieser drei Bedingungen jeweils noch die -Normierung (XT) = 1 von TY  dazu, 

so erhält man schon die Äquivalenz der drei Bedingungen 20, 26 und 28.  

b) Äquivalenz der Bedingungen 20 und 27: Für alle TY   Ω und alle h  sf
NH  gilt nach (SFṼ) von 

Abschnitt 5.1.5 die Gleichung   

 ( )T TY V h T   = 0 ( )TY V h T   + ( )T TY K h T    

   = 0( ) ( )TY v h     + ( )T TY K h T  ( 0 ( )V h  = 0( )v h1  , 
TY 1 T  = ( )TY  ) 

   = 
0( ) ( )TY v h     + * ( )sf

T TK Y h  T  (Def. v. *sf
TK  in Abschnitt 5.3.6).  

   
Speziell für die -normierten 

TY   {(XT) = 1} und die h  sf
NH gilt darüberhinaus   

 ( )T TY V h T  = 0( )v h  + * ( )sf
T TK Y h  T .     

Somit folgt für die 
TY   {(XT) = 1} aus der Bedingung 

TY   
T
M  = 

T
K  = *ker sf

TK  bzw. * ( )sf
T TK Y   

= 0 die Gültigkeit der Preisgleichungen        

(PG )TY    ( )T TY V h T  = 0( )v h   h  sf
NH .    

Daher ergibt sich für die 
TY   

T
M   {(XT) = 1} die Gültigkeit von (PG

TY ) und es ist die Schlussfol-

gerung „20)  27)“ gezeigt.  

Es wird jetzt noch die umgekehrte Schlussweise „27)  20)“ ohne die Voraussetzung ( )TY   = 1 be-

gründet: Falls nun für ein beliebiges festes 
TY   Ω  (ohne die Voraussetzung ( )TY   = 1) die Preisglei-

chungen (PG
TY ) gelten, sind insbesondere auch die Bedingungen  

 ( )T TY V h T  = 0   h  kersf V0,   

 
T TY Z T  = 0   

TZ  = ( )TV h   
0(ker )sf

TV V  = 
T
M ,   

somit die Inzidenz 
TY   

T
M  = 

T
K  = *ker sf

TK  und auch die Bedingung * ( )sf
T TK Y   = 0 erfüllt.  

Außerdem kann noch die -Normierung von TY  gefolgert werden: In Abschnitt 5.3.5, Beweisteil a) 

wurde für das deterministische Zahlungsprofil 1Ω  ET = 0
V   T

V  mittels Satz 5.2 a) eine relative sf-

Duplikationsstrategie k  sf
NH  mit dem relativen Startkapitaleinsatz 0( )v k  = 1 angegeben. Zusammen 

mit der Preisgleichung (PG )TY  für 1Ω = ( )TV k  (k  sf
NH ) erhält man damit       

 1 = 0( )v k  =  ( )T TY V k T  = TY 1 T = ( )TY  ,  

also die Normierung ( )TY   = 1. Diese -Normierung von TY  muss also in der Bedingung 27 (PG )TY  

nicht extra mit vorausgesetzt werden. Damit folgt aus der Gültigkeit der Preisgleichungen (PG )TY  mit 

einem TY   Ω  ohne Voraussetzung der -Normierung auch die Bedingung 20)  TY   1
T
M .    

In der nachfolgenden Tabelle 5.1 wird für einen Überblick eine Zusammenstellung der Cha-
rakterisierungen verschiedener Begriffe, nämlich der sf-Duplizierbarkeit, der sf-Vollständig-
keit, des Law of One Price (LOPsfT) und der sf-Arbitragefreiheit (AFsf), für endfällige Zah-
lungsprofile im Mehrperiodenmodell gegeben. Bei der Charakterisierung des LOPsfT und 
der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) werden Lagebeziehungen und Dimensionsgleichungen für be-
stimmte Unterräume in Ω  und ,sf

NH  die Existenz eines Bewertungsvektors mit Preisglei-

chungen für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile angegeben. Einige Charakterisierungen 
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der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) können aus den Charakterisierungen des LOPsfT mittels eines 
-normierten MT-Normalenvektors gewonnen werden, indem man verwendet, dass die sf-

Arbitragefreiheit durch die Existenz eines positiven -normierten MT-Normalenvektors cha-

rakterisiert wird. Charakterisierungen der sf-Arbitragefreiheit werden damit sowohl mit ei-
nem positiven -normierten MT-Normalenvektor bzw. einem Diskontvektor des ursprüngli-

chen oder relativen Marktmodells als auch mit einem äquivalenten Martingalmaß des divi-
dendenlosen relativen Marktmodells angegeben.    

Tab. 5.1  Charakterisierungen der sf-Duplizierbarkeit (DPsfT), der sf-Vollständigkeit (VSsfT), des 
Law of One Price (LOPsfT) und der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) für endfällige Zahlungspro-
file X = (0,…,0,XT)T  L( sf

NH ) bzw. XT  ( )sf
T NV H  im Mehrperiodenmodell unter der Vo-

raussetzung von (ZVU) oder spezieller eines Numéraires B mit deterministischem BT        

sf-Duplizierbar-
keit (DPsfT) 
 

Zahlungsprofil XT  Ω ist sf-duplizierbar   
  h  sf

NH  mit XT = VT(h)    

 X = (0,…,0,XT)T  W(T) ist duplizierbar  

 X = (0,…,0,XT)T  L(HN) bzw.  L( sf
NH )   (X ist L-Bild) 

 XT = VT(h)  ( )sf
T NV H     (XT ist sf

TV -Bild) 

sf-Vollständigkeit 
(VSsfT)  

Marktmodell ((S,δ),F) ist sf-vollständig     

 VT( sf
NH ) = Ω   (VT = sf

TV  : sf
NH   Ω surjektiv)             

 ker *sf
TV  = O ( *sf

TV  injektiv)   

Law of One Price  
(LOPsfT) 
 

 XT  VT( sf
NH ) ist V0(h) = 0 0S h T  konstant  h  sf

NH   VT
-1({XT})  

  XT  VT( sf
NH ) ist R0(h) = 0 1S hT  konstant  h  sf

NH   VT
-1({XT})  

  XT  ( )sf
T NV H : V0(h) konstant  h  sf

NH   VT
-1({XT }) 

 V0(f) = 0 für alle f  sf
NH  mit VT(f) = 0    

 ker L = kersf VT   kersf V0     (Inklus. d. Kerne, z. B. bei inj. sf
TV )    

 *( )sf
TV    *

0 ( )sfV       (Inklusion der Bildräume) 

 V0  MT = O bzw. V0 = ET   MT  (trivialer Durchschnitt) 

 VT = V0  MT     (VT als direkte Summe) 

  XT  VT : 1 addit. Zerlegung XT = YT + ZT mit YT  ET, ZT  MT   

  XT  VT : 1 addit. Zerlegung XT = YT + ZT mit YT  ET, ZT  MT   

 V0 = lin 1Ω = ET  MT    (Nichtinklusion) 

 MT
  ET

 = {(XT) = 0}    (Nichtinklusion) 

 T
M   ET

  T
M  = *ker sf

TV    (Nichtinklusion) 

 dim VT = dim MT + 1   (Dimensionsgleichung) 

 MT ist Hyperebene von VT (echte Teilmenge) 

 dim *ker sf
TV  = dim MT

 - 1  (Dimensionsgleichung) 

 *ker sf
TV  ist Hyperebene von MT

    (echte Teilmenge) 

  YT  MT
 \ *ker sf

TV  bzw. *ker sf
TV ⊊ MT

   (nichtleere Differenz) 

 MT
 = *ker sf

TV   lin {YT} mit YT  MT
 \ *ker sf

TV = MT
  {(XT)  0}   

  (MT
 als direkte Summe)  
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  YT  0

T
M  := MT

  {(XT) = 0} (-norm. MT-Normalenv.)              

 1 T   0

T
M   VT          (sf-dupliz. -norm. MT-Normalenv.)              

 * ( )sf
T TV M   O   (Maxim. u. Eindim. von * ( )sf

T TV M ) 

 *( )sf
T TV M  ist Hyperebene von *( )sf

TV               (echte Teilmenge)    

 *( )sf
TV   = *( )sf

T TV M   D  mit dim D = 1 ( *( )sf
TV   als dir. Summe) 

 *( )sf
TV   \ *( )sf

T TV M       (nichtleere Differenz) 

 (NEPGYT)   YT  Ω  {(XT) = 0} mit ( )T TY V hT  = 0  h  kersf V0   

 (PGYT)    YT  Ω ({(XT) = 0}) mit ( )T TY V hT  = 0( )v h   h  sf
NH  

  (Bewertungsvektor m. Preisgleich.) 

LOPsfT ungültig 
 
 

 XT  VT( sf
NH ): V0(h) = 0 0S h T  nicht konstant  h  sf

NH   VT
-1({XT})   

  f  sf
NH  mit VT(f) = 0 , V0(f)  0   

 kersf VT   kersf V0     (Nichtinklusion der Kerne) 
 V0  MT      (Inklusion) 

 MT = VT     (Maximalität von MT) 

 MT
  ET

 = {(XT) = 0}       (Inklusion) 

 T
M  = ET

  T
M  = *ker sf

TV    (Übereinstimmung) 

 * ( )sf
T TV M  = O      (Trivialität von * ( )sf

T TV M ) 

 *( )sf
T TV M  = *( )sf

TV          (Maximalität von *( )sf
T TV M ) 

(VSsfT) , 
LOPsfT 

VT = Ω  ,  MT ist Hyperebene von VT       (max. VT u. nichtmax. MT ) 

 VT  = MT  MT
 mit dim MT

 = 1   

 VT  = MT  MT
  ,  MT

 = lin YT mit (YT) = 0     

  AT =  0

T
M  = 1          

(VSsfT) , 
LOPsfT ungültig 

 

MT = VT  = Ω         (Maximalität von VT u. MT) 

 MT
 = *ker sf

TV   , *ker sf
TV  = O   (Minimalität von MT

 u. *ker sf
TV ) 

 MT
 = O    (Trivialität von MT

) 

sf-Arbitragefrei-
heit (AFsf)  

 

± h  HN mit V0(h) = 0, Lt(h) = 0 für t = 0,…,T-1 und VT(h) 


 0       

 ± h  sf
NH  mit V0(h) = 0 und KT(h) 


 0       

 MT  {XT 


 0} =         (leerer Durchschnitt) 

  T  MT
   {XT > 0}  (pos. MT-Normalenvektor) 

  QT  0

T
 M := MT

  {(XT) = 0, XT > 0}(pos. -norm. MT-Norm.v.)  

  TQ   1
T
 M  (rel. pos. -norm. T

M -Norm.v. od. äquiv. Martingalmaß)  

  QT  Ω  {XT > 0, (XT) = 0} mit ( )T TQ V hT  = 0  h  kersf V0  

  QT  Ω  {XT > 0, (XT) = 0} mit ( )T TQ V hT  = 0( )v h   h  sf
NH    

    (Diskontvektor m. Preisgleich.) 
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(VSsfT) , (AFsf)  
 

 

VT( sf
NH ) = Ω  ,   T  MT

   {XT > 0}  

 VT( sf
NH ) = Ω = MT  MT

 mit MT
 = lin T , T > 0   

 
T
A  =  0

T
 M  = 1                  

 

5.3.13 Berechnung eines Bewertungsvektors  

Bewertungsvektoren und sf-Bewertungsprozesse     
In Abschnitt 5.3.2 wurde bereits festgestellt, dass das spezieller definierte Law of One Price 
LOPsfT für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile äquivalent zum allgemeiner definierten 
LOP für die duplizierbaren Zahlungsprofile ist. Weiter erhält man nach Abschnitt 5.3.3 aus 
einem Bewertungsprozess Ψ  A mit der T-ten Komponente ΨT auch einen Bewertungsvek-

tor ΨT  MT
, durch dessen Preisgleichungen   

(PGΨT)  ΨT
TVT(h) = v0(h)  h  sf

NH     

das LOPsfT charakterisiert wird und die Preise der Zahlungsprofile XT = VT(h)  VT berech-

net werden können.  

In Abschnitt 5.3.8 wurde gezeigt, dass bei gültigem LOPsfT die Menge  

 AT = {YT  Ω : (PGYT) ( )T TY V hT  = v0(h)   h  sf
NH }  

der Bewertungsvektoren für die Zahlungsprofile XT  VT (Definition von AT in Abschnitt 

5.3.3) durch den affinen Unterraum  

 ϑT + *ker sf
TV  ( MT

),  

gegeben ist, wobei der spezielle Bewertungsvektor ϑT beispielsweise der eindeutig bestimmte 

Bewertungsvektor in VT ist und der lineare Unterraum *ker sf
TV  die Richtung (der Translati-

onsunterraum) des affinen Unterraums AT ist.  

Unter der zusätzlichen Voraussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires mit deterministi-
schem BT ist nach Abschnitt 5.3.8 die Menge AT der Bewertungsvektoren gleich dem affinen 

Unterraum  

 0

T
M  := MT

   {(XT) = 0} ( Ω) 

der 0-normierten MT-Normalenvektoren mit der Richtung MT
0 = *ker sf

TV . Ein Bewer-

tungsprozess Ψ  A = M1 (Voraussetzung (AWSδ)), d. h. ein Normalenvektor Ψ  M von 

M mit der Normierung X0 = 1 in der 0-ten Komponente Ψ0, dessen T-te Komponente ΨT stets 

ein Bewertungsvektor ist, weist dann also auch noch die -Normierung (XT) = 0 (= (1Ω) 
= (1T,Ω)) in der Komponente ΨT auf. 

Nach Abschnitt 5.1.1 entsprechen die endfälligen Kapitalmarktgeschäfte  
 Z = (0,…,0,ZT)T  M(T) = L(kersf V0) = M  W(T),  

W(T) := {X0 =…= XT-1 = 0}, bijektiv den NE-Zahlungsprofilen  

 ZT  MT = TV (kersf V0).  
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Demzufolge gilt für ein beliebiges Y  W die Inzidenz  

 Y = (Y0,…,YT-1,YT)T  ( )T M ,    

d. h. T TY ZT  = Y ZT  = 0  Z = (0,…,0,ZT)T  M(T), genau dann, wenn die Inzidenz  

 YT  MT
      

bei beliebigen übrigen Komponenten tY   Wt,1 vorliegt (t = 0,…,T-1; Definition der Xt 

 Wt,N als Ft-messbare N-wertige Zustandsfunktionen in Abschnitt 2.6.3). Insbesondere gilt 

dann auch die Aussage für die entsprechend eingeschränkten Teilmengen: Die Inzidenz  

 Y = (Y0,…,YT-1,YT)T  ( ) TT  AM  := ( )T M   {XT  AT} ( W)   

ist äquivalent zur Inzidenz   
 YT  AT  ( MT

)                  

bei beliebigen übrigen Komponenten tY   Wt,1 (t = 0,…,T-1). Zu jedem Bewertungsvektor 

YT  AT gehört also die Menge der (unendlich vielen) Prozesse  

 Y = (Y0,…,YT-1,YT)T  ( ) TT  AM ,     

die zur Bewertung bzw. Preisberechnung speziell der endfälligen sf-duplizierbaren Zah-

lungsprofile X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH )

 
(mit XT  ( )sf

T NV H ) verwendet werden können. Für 

diese Zahlungsprofile X ist nämlich das Skalarprodukt  
 YTX  = YT

TXT  = (XT)  = (X)     

der Preis von X bzw. von XT. Ein Prozess Y  ( ) TT  AM  wird nun zur Unterscheidung von 

einem Bewertungsprozess Ψ  A = M1, der für die Bewertung und Preisberechnung aller 

duplizierbaren Zahlungsprofile X  L(HN) verwendet wird, hier als sf-Bewertungsprozess 

nur für die endfälligen sf-duplizierbaren Zahlungsprofile X = (0,…,0,XT)T  L( sf
NH )

 
bezeich-

net. In der Abbildung 5.14 werden bei vorliegendem LOPsfT im Raum W die Lage eines 

Bewertungsprozesses Ψ  A = M1 und die Lage eines sf-Bewertungsprozesses Y 

 ( ) TT
 AM  veranschaulicht.    
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Abb. 5.14 Die Unterräume M(T)  M  L(HN), die zugehörigen orthogonalen Komplemente 

  M  ( )T M , ein Bewertungsprozess Ψ  M  {X0 = 1} und ein sf-Bewer-

tungsprozess Y  ( )T M   {(XT) = 0} bei gültigem LOPsfT              

Falls im Marktmodell nicht nur das LOP, sondern auch die Arbitragefreiheit (AF) gilt, erhält 
man als Spezialfall aus einem Diskontierungsprozess (positiven Bewertungsprozess)  
   A+ = M1+ = M  {X0 = 1, X > 0}  (Vor. (AWSδ)) 

mit der T-ten Komponente  
 T  AT

+ := AT  {XT > 0} ( MT
+) 

einen positiven Bewertungsvektor (Diskontvektor), dessen Preisgleichungen       
(PGT)  T

TVT(h) = v0(h)  h  s f
NH     

die Preisberechnung für die Zahlungsprofile XT = VT(h)  VT gestatten.    

Umgekehrt erhält man zu den Diskontvektoren YT  AT
+  mit den Prozessen  

 Y = (Y0,…,YT-1,YT)T
 
 ( ) TT

AM  := ( )T M   {XT  AT
+} 

bei beliebigen übrigen Komponenten tY   Wt,1 (t = 0,…,T-1) die sf-Bewertungsprozesse mit 

positiver Komponente YT, die zur Bewertung der endfälligen sf-duplizierbaren Zahlungspro-
file X  L( s f

NH )
 
verwendet werden können.  

Unter der zusätzlichen Voraussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires B mit deterministi-
schem BT stimmt nach Abschnitt 5.3.10 die Menge AT

+ der Diskontvektoren (positiven Be-

wertungsvektoren) überein mit dem teilweise offenen konvexen Polyeder  
 0

T
 M  = MT

  {(XT) = 0, XT > 0}.  

Im ursprünglichen Marktmodell wird unter der Voraussetzung (ZVU) durch die Existenz ei-
nes Diskontvektors QT  0

T
 M  nach Satz 5.6 von Abschnitt 5.1.12 in einem echten Mehr-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

W  
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*ker L
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periodenmodell (T  2) nur die speziellere sf-Arbitragefreiheit (AFsf) charakterisiert, nicht 
aber die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) und die Existenz eines Diskontierungsprozesses 
. Der Sonderfall des Einperiodenmodells wird in Abschnitt 6.2.3 behandelt.  
Weiter wird im relativen Marktmodell nach Satz 5.5 von Abschnitt 5.1.11 ohne zusätzliche 
Voraussetzung durch die Existenz eines relativen Diskontvektors 

TQ   1
T
M  und speziell 

im dividendenlosen Marktmodell durch die Existenz eines äquivalenten Martingalmaßes 
TQ  

 1
T
M  auch nur die speziellere sf-Arbitragefreiheit (AFsf) charakterisiert.    

Speziell für die Laufzeit T = 1 wird in Abschnitt 6.2.2 bei der Behandlung des Einperioden-
modells gezeigt, dass man hier auch umgekehrt aus einem Bewertungsvektor  
 Ψ1  A1  = ϑ1 + *

1ker sfV   

   = ϑ1 + ker D = D-1({S0}) ( K)  
auf einfache Weise einen normierten Bewertungsprozess Ψ = (1,Ψ1)T  M1  A erhält: Man 

ergänzt dazu Ψ1 durch Ψ0 = 1 zum normierten Bewertungsprozess Ψ = (Ψ0,Ψ1)T  M1  A. 

Sowohl die Existenz eines Bewertungsprozesses als auch die Existenz eines Bewertungsvek-
tors charakterisiert im Einperiodenmodell also das LOP bzw. das LOPsfT.  
Ebenso kann im Einperiodenmodell ein Diskontvektor (positiver Bewertungsvektor)  
 1  A1

+ = A1  {X1 > 0}  

zu einem normierten Diskontierungsprozess  = (1,1)T  M1+  A+ ergänzt werden. Beide 

charakterisieren im Einperiodenmodell die allgemeine Arbitragefreiheit (AF).  
In Abschnitt 6.2.4 (Satz 6.5) wird für das Einperiodenmodell mit (GI) eine hinreichende Be-
dingung angegeben, unter der aus der spezielleren sf-Arbitragefreiheit (AFsf) auch die allge-
meine Arbitragefreiheit (AF) folgt. Spezialfälle von (GI) sind die DT-Duplizierbarkeit des 
konstanten Zahlungsprofils 1Ω = (1…,1)T  K mit positivem Startkapitaleinsatz, die Exis-
tenz eines Finanzinstruments S j des Einperiodenmodells mit positivem Anfangswert und 
schwach positivem Endwert oder die Existenz eines Numéraires SN = B = (B0,B1) > 0.   

In einem echten Mehrperiodenmodell mit einer Laufzeit T  2 ist diese Aussage zur Äqui-
valenz von (AFsf) und (AF) nicht mehr richtig. Hier wird auch unter der zusätzlichen Vo-
raussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires B mit deterministischem BT nach Satz 5.6, c 
durch die Existenz eines positiven -normierten MT-Normalenvektors (eines Diskontvektors)  

 QT  0

T
 M  = AT

+    

nur die sf-Arbitragefreiheit (AFsf) und nicht die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) charakte-
risiert. Anzumerken ist hier noch, dass nach Satz 5.3 in Abschnitt 5.1.9 die sf-Arbitragefrei-
heit des Mehrperiodenmodells mit Numéraire äquivalent ist zur sf-Arbitragefreiheit aller ent-
haltenen Einperiodenmodelle und dass nach Satz 3.10 in Abschnitt 3.6.3 die allgemeine Ar-
bitragefreiheit (AF) des Mehrperiodenmodells äquivalent ist zur Arbitragefreiheit (AF) aller 
enthaltenen Einperiodenmodelle. In einem Mehrperiodenmodell mit Numéraire, das sf-arbit-
ragefrei und nicht arbitragefrei ist, existiert demnach ein Einperiodenmodell, das sf-arbitra-
gefrei und nicht arbitragefrei ist (siehe Folgerung in Abschnitt 5.1.9).          

Berechnung eines Bewertungsvektors, Diskontvektors und äquivalenten Martingalma-
ßes     
Nach den obigen Überlegungen lässt sich bei gültigem LOPsfT bzw. LOP ein Bewertungs-
vektor YT  AT für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT  ( )sf

T NV H  bestimmen, indem 
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man einen normierten Bewertungsprozess Ψ  M1  A für die duplizierbaren Zahlungspro-

file X  L(HN) berechnet und dessen T-te Komponente ΨT als Bewertungsvektor nimmt. Das 

rekursive Berechnungsschema zur Bestimmung eines Bewertungsprozesses Ψ ist in Ab-
schnitt 3.4.3 angegeben: Ausgehend von der Anfangsbedingung Ψ0(A0) = 1 löst man dazu 
sukzessive für die Zeitpunkte t = 1,…,T und die Knoten At-1,k  Pt-1, k = 1,…,kt-1, des Infor-

mationsbaums jeweils das zugehörige lineare Gleichungssystem (GSΨAt-1,k) 
 

, 1 ,

,
, ,( ) ( )

t m t k

j
t t m t t m

A A

S A A 


  = 
1 1,( )t t kA   1 1,( )j

t t kS A 
  (j = 1,…,N).  

Ebenso berechnet man bei gültiger Arbitragefreiheit (AF) einen Diskontvektor (positiven Be-
wertungsvektor) T  AT

+ als T-te Komponente eines normierten Diskontierungsprozesses 

  M1+  A+. Im dividendenlosen relativen Marktmodell führt diese Berechnung auf einen 

relativen Diskontvektor 
T   1

T
 M  bzw. ein äquivalentes Martingalmaß.  
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6 Einperiodenmodell   

Es werden zunächst einige der im Mehrperiodenmodell entwickelten Ergebnisse für den 
Spezialfall des Einperiodenmodells formuliert, dann aber auch noch weitere Aussagen in 
der speziellen Schreibweise des Einperiodenmodells mit niedrigerdimensionalen Räumen 
hergeleitet.  

Die Darstellungsmatrizen von L und L* im Spezialfall des Einperiodenmodells  
Im Einperiodenmodell ergibt sich nach Abschnitt 2.8.2 für die lineare Abbildung  

L : 2N  1+K

zum Auszahlungswert L(h) die Darstellung               

L0(h) = V0(h) - R0(h) = 0 0S h T  - 0 1S hT ,   

L1(h) = V1(h) = 1 1S h (Prod. der Zustandsfunkt. 1S   u. h1) 

= 

1 1 1

1 1

( )

.

.

( )K

S h

S h









 
 
 
 
  
 

T

T

 = DTh1 (Prod. v. Matr. DT = 

1 1

1

( )

.

.

( )K

S

S









 
 
 
 
  
 

T

T

 u. Vekt. h1 = 

1
1

1

.

.
N

h

h

 
 
 
 
  
 

),  

also die Matrixschreibweise  

L(h) = 0

1

( )

( )

L h

L h

 
 
 

 = 
00 0

1

-

0

hS S

hD

   
   
  

T T

T
 = Lh

mit der (1+K)2N-Darstellungsmatrix (Abbildungsmatrix)  

L = 0 0-

0

S S

D

 
 
 

T T

T
 (1+K)2N 

bezüglich der Standardbasen des 1+K und 2N. 1

Die zur linearen Abbildung L : 2N  1+K (wegen dim 2N = 2N < ) eindeutig be-
stimmte adjungierte Abbildung2

L* : 1+K  2N

mit der definierenden Eigenschaft  
(LTX)Th = XTLh = L*(X)Th  X  1+K, h  2N

besitzt die Darstellungsmatrix3

1  Diese Matrizendarstellung kann man auch direkt den Gleichungssystemen (DPA0,1) und (DPA-1,1) 
entnehmen, die man in Abschnitt 3.2 bei der Berechnung einer Duplikationsstrategie im 
Spezialfall T = 1 (h2 = 0) erhält.  

2  Literatur zur Einzigkeit und Existenz der adjungierten Abbildung bei endlichdimensionalem Ori-
ginalraum der Abbildung L wird in einer Fußnote von Abschnitt 2.10 angegeben.   

3  Aus der Eigenschaft [L*(X) - LTX]Th = 0  h  2N folgt wegen der positiven Definitheit des Ska-
larprodukts die Übereinstimmung L*(X) = LTX.  
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L* = LT = 0

0

0

-

S

S D

 
 
 

 2N(1+K).      

Neben den Matrizen L und LT werden noch die Teilmatrizen  

V‘ = 0

0

S 
 
 

T

,  L‘ = 0- S

D

 
 
 

T

T
 (1+K)N

und     

V‘T = ( 0S  ,0),  L‘T = (-S0,D)  N(1+K)

verwendet.4 Für die additive Zerlegung5 der linearen Abbildungen L und L* = LT in deter-
ministischen und stochastischen Anteil erhält man im Einperiodenmodell die Matrix-
darstellungen   

L  = (V‘,L‘)  = (V‘,0) + (0,L‘)  = V


 + L


,   

LT = 
'

'

V

L

 
 
 

T

T
  = 

'

0

V 
 
 

T

 + 
0

'L

 
 
 

T
  = V


T  + L


T

mit  

V


  = 0 0

0 0

S 
 
 

T

,  L


  = 00 -

0

S

D

 
 
 

T

T
,  

V


T  = 0 0

0 0

S 
 
 

,  L


T   = 
0

0 0

- S D

 
 
 

.              

Die Darstellungsmatrizen in den niedrigerdimensionalen Räumen 
Das Einperiodenmodell ist nicht nur ein Spezialfall des Mehrperiodenmodells, sondern 
nimmt auch mit seiner in der Literatur gebräuchlichen speziellen Formulierung eine Son-
derstellung ein. An die Stelle der Abbildungen L und LT in den Räumen 2N und 1+K kön-
nen wie in der Literatur üblich die Abbildungen  

DT, S0
T und D

in den niedrigerdimensionalen Räumen N und K treten. Diese niedrigerdimensionale 
Darstellung wird ermöglicht durch die drei folgenden Eigenschaften:  

1)  Die Handelsstrategien h = (h0,h1)T  HN = 2N sind deterministisch, also die Zustands-

funktionen h0 und h1 auf Ω konstant und somit als N-Tupel h0, h1  N zu beschreiben.  
2)  Im Zahlungsprofil X = (X0,X1)T  W =   K = 1+K ist die Zustandsfunktion 

X0 : Ω   deterministisch, also konstant auf Ω, sodass das zugehörige K-Tupel 

4  Bei Kremer (2006), S. 29, 56, (2011), S. 35, 53, werden die Matrizen L‘ und L‘T mit L = Db
T

= (-bT,DT)T und LT = Db = (-b,D) bezeichnet. Bei Sandmann (2010), S. 20–49, werden für die 
KN-Matrix DT und den Zeilenvektor S0

T  N die Bezeichnungen D und qT verwendet. Bei 
Kremer und Sandmann werden nur endfällige Zahlungsprofile X = (X0,X1)T  1+K mit X0 = 0 
bzw. die zum Endzeitpunkt T = 1 gehörigen Zahlungsprofile X1  Ω behandelt, sodass der Preis 
von X bzw. X1 gleich V0 = R0 = S0

Th1 ist.               
5  Die additive Zerlegung von L und L* in deterministischen und stochastischen Anteil im Mehrperi-

odenmodell wird behandelt in den Abschnitten 2.8.3 und 2.10.3.  
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(X0,1,…,X0,K)T  K identische Komponenten X0,1 = … = X0,K = X0 besitzt und als Skalar 
X0   beschreibbar ist. Die Zustandsfunktion X1 : Ω   ist stochastisch und durch 
das K-Tupel (X1,1,…,X1,K)T  K darstellbar.     

3)  Da aufgrund der ersten Duplikationsgleichung 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0 der Wert der Nut-

zenfunktion V0(h) = 0 0S h T  für die Duplikationsstrategien h von X  L(2N) sich auch 

mittels R0(h) = 0 1S hT  berechnen lässt, kann man in der additiven Zerlegung L = V


 + L


von L den deterministischen Bewertungsterm V


 = (V‘,0) mit V‘ = ( 0S  T,0)T außer Acht 

lassen und statt L zunächst nur die deterministische Abbildung S0
T (zur Berechnung von 

R0(h) und V0(h) = R0(h) + X0) und die stochastische Abbildung L


 = (0,L‘) mit L‘ 
= (-S0

T,DT)T und schließlich nur noch die Abbildungen S0
T und DT betrachten.         

Will man wie in Abschnitt 5.1.5 die Abbildungen V0, R0 : HN   nicht mit dem Zielraum 

, sondern (zur möglichen Verrechnung mit den anderen stochastischen Abbildungen Vt(h), 
Rt(h), Lt(h), Kt(h) und At(h), hier t = 1) mit dem Zielraum Ω betrachten, also die Bilder 
V0(h) und R0(h) nicht als reelle Zahlen, sondern als Zustandsfunktionen V0(h), R0(h)  Ω

behandeln, so erhält man die Darstellungen 

V0(h) = 1Ωv0(h) = 0 0S h
1 T  = V0h0,  

R0(h) = 1Ωr0(h) = 0 1S h1 T  = R0h1

mit dem K-Tupel 1Ω = (1,…,1)T  K und den Matrizen  

V0  := 0S 
1 T   = 

0

0

.

.

.

S

S





 
 
 
 
 
 
 
 

T

T

  = 

,1 ,
0 0

,1 ,
0 0

. .

. .

. .

. .

. .

N

N

S S

S S

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 KN, 

R0  := 0S1 T   = 

0

0

.

.

.

S

S

 
 
 
 
 
 
 
 

T

T

  = 

1
0 0

1
0 0

. .

. .

. .

. .

. .

N

N

S S

S S

 
 
 
 
 
 
 
 

 KN,  

R0
T = 0S 1 T   = (S0,…,S0) = 

1 1
0 0

0 0

. . .

. .

. .

. . .N N

S S

S S

 
 
 
 
  
 

 NK.    

Mit den Bildräumen und Kernen der linearen Abbildungen  
DT : N  K und  D : K  N, 

R0 = 0S1 T  : N  K  und  R0
T = 0S 1 T  : K  N
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lassen sich die Vektorräume N und K als direkte Summen von orthogonalen Komple-
menten darstellen:6

K = ker D  DT(N)  mit  (ker D)  = DT(N),    
N = ker DT  D(K) mit  (ker DT)  = D(K),  
K = ker R0

T  R0(N) mit  (ker R0
T)  = R0(N),    

N = ker R0  R0
T(K) mit   (ker R0)  = R0

T(K).    
Die erste dieser orthogonalen Summen (orthogonalen additiven Zerlegungen) wird  in Ab-
schnitt 6.2.1 beim Beweis der Charakterisierung der Vollständigkeit in den niedrigerdimen-
sionalen Räumen N (Raum der Portfoliovektoren h1) und K (Raum der zum Zeitpunkt 
t = 1 gehörigen Zahlungsprofile X1) verwendet.    

6.1 Einperiodenmodell als Spezialfall des Mehrperiodenmo-
dells mit den Räumen 2N und 1+K

Ausgehend von den in Kapitel 3 für das Mehrperiodenmodell angegebenen Charakterisie-
rungen der Vollständigkeit (englisch: complete market model)  
(VS)  L(HN) = W

des Marktmodells ((S,δ),F), der Gültigkeit des Law of One Price (Gesetz des eindeutig be-

stimmten Preises, Abk.: LOP)  

(LOP)  Für jedes X  L(HN) gilt: V0(h) = 0 0S h T  konstant  h  L-1({X})  

und der Arbitragefreiheit (englisch: No-Arbitrage Principle, Arbitrage-Free Condition, 
Abk.: AF, NA)  

(AF)  ± h  HN mit 0( )V h  = 0 0S h T  = 0  , L(h) 


 0 7

können diese insbesondere als Charakterisierungen für den Spezialfall des Einperiodenmo-
dells (T = 1) formuliert werden: Dazu ersetzt man einfach die Begriffe HN bzw. m, W bzw. 

1n , b = 0 0,( )S 
  = 0S  10,Ω  HN, 0,1  W, E = lin 0,1  und L* durch 2N, 1+K, b

= 0( ,0)S  T  2N, 0,1  = (1,0)T  1+K, E = lin 10,Ω und LT. Diese Charakterisierungen 

werden vorneweg in Tabelle 6.1 aufgelistet. Dabei werden noch die folgenden Unterräume 
von 2N bzw. 1+K und Orthanten von 1+K verwendet:  

B := lin {b},  B = ker bT = ker V0,   

M := 0(ker )L V  = L‘(N)  L(2N),  M = (LT)-1(B) = ker L‘T,  

V  := 2( )NV


  = { 0 0, 0 0 0,( )v h S h
   1 1T  : h  2N},  

E := lin 0,1  = lin {L(b)} = L(B)  L(2N), E = {X  1+K : X0 = 0},  

6  Die entsprechende Darstellung für die lineare Abbildung L und ihre adjungierte Abbildung L* mit 
Literaturhinweisen wird in Abschnitt 2.10.1 angegeben. Dabei steht die Abkürzung ker L für den 
Kern (Urbildmenge des Nullvektors; englisch: kernel) L-1({0}) einer linearen Abbildung und die 
Abkürzung Im L für den Bildraum bzw. das Bild (englisch: image) L(HN) von HN bei der Abbil-

dung L.   
7  Ein Zahlungsprofil X  W wird als schwach positiv bezeichnet, wenn X 


 0, d. h. X  0 und 

X  0, gilt.  
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1
0
K




  = {X  1+K : X  0 , X  0},  1
0
K

  = {X  1+K : X > 0}.  

Die gegenseitige Lage der wichtigen Unterräume in 2N und 1+K wird dabei in den Abbil-
dungen 6.1 und 6.2 dargestellt, die im Mehrperiodenmodell den Abbildungen 3.7, 3.6 und 
3.12 entsprechen. Anschließend werden in Tabelle 6.2 von Abschnitt 6.2.4 aber auch noch 
Aussagen für das Einperiodenmodell mittels der in der Literatur üblichen speziellen Dar-
stellungsweise mit den linearen Abbildungen DT, S0

T und D der niedrigerdimensionalen 
Räume N und K angegeben. Diese werden entweder aus den Aussagen des Mehrperio-
denmodells abgeleitet oder extra im Einperiodenmodell bewiesen. Die resultierenden Er-
gebnisse können auch noch mit den Aussagen von Satz 5.12 bzw. Tabelle 5.1 in Abschnitt 
5.3.12 für die endfälligen Zahlungsprofile verglichen werden, wenn diese auf das Einperio-
denmodell spezialisiert werden. Man erhält damit sowohl bekannte Aussagen, wie sie bei-
spielsweise in der Behandlung des Einperiodenmodells bei Kremer (2011) zu finden sind8, 
als auch weitere neue Aussagen.     

Tab. 6.1 Die im Mehrperiodenmodell (T  ) entwickelten Charakterisierungen der Duplizierbar-
keit, der Vollständigkeit, des Law of One Price und der Arbitragefreiheit in der Formulie-
rung für das Einperiodenmodell (T = 1) mit den Abbildungen L und LT der Räume 2N

und 1+K

Duplizierbarkeit 
(DP) 

X  1+K ist duplizierbar 
 h  2N mit X = Lh
 X  L(2N)    
 X  ker LT

Vollständigkeit  
(VS)         

Das Marktmodell ist vollständig 
 L(2N) = 1+K (L surjektiv)             
 ker LT = O  (LT injektiv) 

Law of One Price 
(LOP) 

 X  L(2N) ist  V0(h) = 0 0S h T  konstant für alle h  2N mit Lh = X

 X  L(2N):  R0(h) = 0 1S hT  konstant für alle h  2N mit Lh = X

 X  L(2N):  V0(h) konstant für alle h  L-1({X})   

 V0(f) =  b fT
 = 0 für alle f  L-1({0}) = ker L

 ker L  ker V0 = B (Inklusion der Kerne; z. B. bei injektivem L)   

 B  (ker L) = 
1( )KL T  (Inklusion von B im LT-Bildraum) 

 Ψ  1+K mit LTΨ = b (LT-Urbild von b) 
 Ψ  M mit Ψ0 = 1  (norm. M-Normalenvektor)  

 Ψ  M \ ker LT (nichtleere Differenz)

 Ψ  (M \ ker LT ) 1+K: M = ker LTlin {Ψ} (Strukt. von M )  

 ker LT ist eine Hyperebene von M  (echte Teilmenge) 

 LT(M ) = B (Maximal. u. Eindimens. von LT(M ))  

 LT(1+K) = B  LT(M)        (LT(1+K) als direkte Summe)  

 LT(M) ist Hyperebene von LT(1+K)    (echte Teilmenge)  

8  Kremer (2011), S. 3–71,  verwendet für S0 auch die Bezeichnung b. In der hier vorliegenden Dar-

stellung wird b aber für die Handelsstrategie b = (b0,0)T mit b0 = 0S   = S0 + δ0 verwendet.  
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 X  L(2N)  1 additive Zerlegung X = Y + Z mit Y  V, Z  M

 X  L(2N): 1 additive Zerlegung X = Y + Z mit Y  V, Z  M

 V  M = O   (trivialer Durchschnitt) 

 E = V  M (Nichtinklusion) 

 M  E = {X0 = 0}    (Nichtinklusion) 

 L(2N) = V  M (L(2N) als direkte Summe) 

 dim L(2N) = dim M + 1   (Dimensionsgleichung) 

 M ist eine Hyperebene von L(2N)      (echte Teilmenge) 

 dim M = dim ker LT + 1      (Dimensionsgleichung) 

 (PGΨ)  Ψ  1+K mit  Lh T  =  b hT  h  2N  [Ψ0 = 1]   

(Bewertungsproz. m. Preisgleich.) 

LOP nicht gültig  X  L(2N): V0(h) nicht konstant für alle h  L-1(X)  
 f  2N mit L(f) = 0 , V0(f)  0   
 ker L  0kerV  = B (Nichtinklusion der Kerne) 

 B  1( )KL T  (Nichtinklusion von B im LT-Bildraum) 

 V  M  O (nichttrivialer Durchschnitt) 

 E = V  M (Inklusion) 

 M  E (Inklusion) 

 M = L(2N)  (Maximalität von M ) 

 M = M  E = ker LT (Übereinstimmung) 

 LT(M ) = O (Trivialität von LT(M )) 

 LT(M) = LT(1+K)  (Maxim. von LT(M)) 

(VS) , LOP L(2N) = 1+K , M ist Hyperebene von L(2N) (max. L(2N) u. nichtmax. M) 

 L(2N) = M  M mit dim M = 1   

1 Ψ  1+K mit LTΨ = b

(VS) , 2N = 1+K L surjektiv , 2N = 1+K
 L ist ein Isomorphismus   
 LT ist ein Isomorphismus       

(VS) ,
LOP ungültig  

M = L(2N) = 1+K (Maximalität von M u. L(2N)) 

 M = ker LT ,  ker LT = O

 M = ker LT = O

 M = O (Trivialität von M ) 

Arbitragefreiheit 
(AF)  

± h  2N mit 0 ( )V h  = 0 , Lh 


 0       (keine Arbitragegelegenheit) 

 ± h  2N mit Lh





 0        

 M  1
0
K




  =  (leerer Durchschnitt) 

   M mit  > 0 (0 = 1)  (pos. M-Normalenvektor) 

   M   {X0  0} = M \ ker LT mit  > 0 (0 = 1)  (nichtleere Diff.) 

   1+K mit LT = b,  > 0 (0 = 1) (pos. LT-Urbild von b)
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 (PG)     1+K mit  > 0,  Lh T  =  b hT  h  2N  [0 = 1] 

(Diskontierungsproz. m. Preisgleich.)  

(VS) , (AF)  L(2N) = 1+K ,    M  1
0
K



 L(2N) = 1+K = M  M mit M = lin ,  > 0           

1   1+K mit LT = b ,  > 0        

sf-Arbitragefreiheit 
(AFsf)  

± h  2N mit 0 ( )V h  = L0(h) = 0 , V1(h) = 1 1S h 


 0  (keine sf-Arb.geleg.) 
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Abb. 6.1 Die verschiedenen Unterräume von 2N und 1+K, der schwach positive Orthant 1
0
K






von 1+K und die linearen Abbildungen L und LT a) bei gültigem LOP mit Bewertungs-
prozess Ψ bzw. Diskontierungsprozess  ; b) bei ungültigem LOP.      

ker V0 = B

0

b 

 =  = ΨT

L 

ker L

LT(1+K) 

ker LT

Ψ

LT

B

M



M 

2N

1+K

LT(M) 

L(2N) 

V

V

ker V0 = B

b

L  
L(H

)

ker L

LT

V

B LT(1+K) = LT(M) 
L(2N) = M

V

2N

1+K

ker LT = M 

V

b) LOP ungültig:  

a) LOP gültig:  



6.1  Einperiodenmodell als Spezialfall         357 

Abb. 6.2 Die verschiedenen Unterräume von 2N und 1+K, der schwach positive Orthant 1
0
K






von  1+K und die linearen Abbildungen L und LT in den drei Fällen a) VS und AF, b) VS 
und LOP und c) VS mit ungültigem LOP.       

M  = []  

ker LT = O
ker V0 = B

0

b 

L 
L(2N) = 1+K

ker L

B

LT(M) 

M

V

 =  = ΨT

V = [10,Ω]

2N

LT(1+K) 

LT



M  = [Ψ]  
ker LT = O

ker V0 = B

0

b 

L 
L(2N) = 1+K

ker L
Ψ 

B

LT(M) 

M

V

 =  = ΨT

V = [10,Ω]

2N

LT(1+K) 

LT

M = L(2N) = 1+K

M  = ker LT = O 

ker V0 = B

b 

L 

ker L

LT

B
VLT(1+K) = LT(M) 

V 

2N

a) VS und AF gültig:  

b) VS und LOP gültig:  

c) VS gültig und LOP ungültig:  
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6.2 Einperiodenmodell in der speziellen Darstellung mit den 
niedrigerdimensionalen Räumen N und K

6.2.1 Charakterisierungen der Duplizierbarkeit und der Vollständigkeit 

Duplizierbarkeit eines Zahlungsprofils  
In der Darstellung des Einperiodenmodells mit der Abbildung L : 2N  1+K heißt ein 
Zahlungsprofil  

X = (X0,X1)T = (X0,X1(ω1),…, X1(ωK))⊤  1+K,  
duplizierbar (erreichbar, absicherbar; englisch: attainable, hedgeable, marketable), wenn 
das Zahlungsprofil X  1+K das bei der Abbildung L : 2N  1+K sich ergebende Bild Lh
einer Handelsstrategie h  2N ist. Die Übereinstimmung der stochastischen Prozesse 
X und Lh soll dabei für beide Zeitpunkte t = 0, 1 und im Zeitpunkt t = 1 für alle Zustände 
ωk  Ω (k = 1,…,K) gelten, somit P-sicher erfüllt sein (P ist das W-Maß auf Ꮘ(Ω)). X ist 

also genau dann duplizierbar, wenn das gestaffelte inhomogene lineare Gleichungssystem  

(DP) 
00 0

1

-

0

hS S

hD

   
   
  

T T

T
 = Lh = X = 0

1

X

X

 
 
 

nach h0 und h1 auflösbar ist. Für die Duplizierung benötigt man also einen Portfoliovektor 
h1  N mit  
(DPA0,1)   DTh1  = X1

(Bezeichnung des Gleichungsblocks DPAt-1,k siehe Abschnitt 3.2) und dazu noch einen 
Portfoliovektor h0  N mit  

(DPA-1,1) 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0.   

Die Bestimmung einer Duplikationsstrategie h = (h0,h1)T von X  L(2N) erfolgt also linear-
algebraisch durch das Lösen eines linearen Gleichungssystems und nicht wahrscheinlich-
keitstheoretisch.9 Die tatsächlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten P(ω) der Zustände ω  Ω
werden nicht benötigt. Da bei gültigem LOP jedes duplizierbare Zahlungsprofil X  L(2N) 
durch den für seine Duplikationsstrategien h  L-1({X}) konstanten und deterministischen 

Wert (X) := V0(h) = 0 0S h T  des Startkapitals bewertet wird, ist diese Bewertung von X

ebenfalls linearalgebraisch und nicht wahrscheinlichkeitstheoretisch. Es handelt sich außer-
dem um einen relativen Bewertungsansatz, da hierzu eine spezielle Auswahl von Wert-
papieren S j (j = 1,…,N) zugrunde gelegt ist und die Bewertung auf die mittels Handels-
strategien h duplizierbaren Zahlungsprofile X eingeschränkt ist.   

Unter der im Allgemeinen für Marktmodelle vorliegenden, also mehr mathematisch-techni-
schen Voraussetzung  

(AWSδ)  0S   0 = (0,…,0)T  N

ist die im Gleichungssystem (DP) auftretende Gleichung (DPA-1,1) 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0 für 

9  Zur Bezeichnung „wahrscheinlichkeitstheoretisch (w-theoretisch)“ werden in einer Fußnote von 
Abschnitt 3.3.2 eine Erklärung, ein Literaturhinweis und Beispiele angegeben.  
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beliebige X0  , h1  N stets nach h0 auflösbar. Wie schon in Abschnitt 3.2.2 dargestellt 
wurde, hat dies zur Folge, dass im Einperiodenmodell die verschiedenen Versionen (DP), 
(DPDT), (DPsf), (DPsfT) der Duplizierbarkeit zueinander äquivalent sind. So ist die L-
Duplizierbarkeit (L-Bild-Darstellung) eines Zahlungsprofils X = (X0,X1)T  1+K,  

(DP) X = (X0,X1)T = Lh  mit einem h = (h0,h1)T  2N,  

bei beliebiger Wahl von X0   gleichbedeutend zur Lösbarkeit von DTh1 = X1, also zur 

1 -S   bzw. DT-Duplizierbarkeit (DT-Bild-Darstellung) des speziellen nur im Endzeitpunkt 

t = 1 definierten Zahlungsprofils X1  K:    

(DPDT) X1 = 1 1S h  = DTh1  mit einem h1  N.  

Für X = (X0,X1)T  1+K bzw. X1  K sind also die beiden Versionen der Duplizierbarkeit 
zueinander äquivalent:  

Unter der Voraussetzung (AWSδ) gilt:  
(DP)  X = (X0,X1)T  L(2N) mit beliebigem X0  

 (DPDT)  X1  DT(N).   

Dabei sind folgende zwei Aussagen festzuhalten:  
1) Eine L-Duplikationsstrategie h = (h0,h1)T  2N von X = (X0,X1)T  1+K liefert mit der 

Komponente h1 eine DT-Duplikationsstrategie von X1. 
2) Eine DT-Duplikationsstrategie h1  N von X1  K kann unter der Voraussetzung 

(AWSδ) 0S   0 bei beliebig vorgegebenem  X0   mit einer geeignet gewählten Kom-

ponente h0  N (nämlich als Lösung von 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0) zu einer L-Duplikati-

onsstrategie h = (h0,h1)T von X = (X0,X1)T ergänzt werden.  
Die Voraussetzung (AWSδ) wird dabei für den Schluss „(DPDT) ⇒ (DP)“ benötigt. Die 
beiden Aussagen 1) und 2) werden in Abschnitt 6.2.2 auch beim Beweis der Äquivalenz der 
Formulierungen (LOP1) und (LOPDT) für das LOP verwendet.                 

Im Einperiodenmodell tritt bei der Duplizierbarkeit (DP) die unter der Voraussetzung 

(AWSδ) stets erfüllbare Bedingung V0(h) = 0 0S h T  = Z0 der „V0-Duplizierbarkeit“ von Z0

= X0 + S0
Th1 somit in den Hintergrund und es wird statt (DP) die dazu äquivalente DT-Du-

plizierbarkeit (DPDT) verwendet. Beispielsweise steht bei der in Abschnitt 3.2.3 erfolgen-
den Charakterisierung der Duplizierbarkeit in einem Mehrperiodenmodell durch die Dupli-
zierbarkeit in den enthaltenen Einperiodenmodellen dort nur die Duplizierung einer zu fes-
tem Zeitpunkt t und bestimmten Ereignissen At,m  At-1,k betrachteten Zustandsfunktion Zt

im Blickpunkt: (DPAt-1,k) , 1, ,( ) ( ) ( )t t m t t k t t mS A h A Z A
 T . Ebenso verhält es sich bei den Be-

weisen für die Sätze 3.1 und 5.7, die jeweils einen Zusammenhang zwischen den Vollstän-
digkeitsbegriffen (VS) bzw. (VSsfT) im Mehrperiodenmodell und der DT-Vollständigkeit 
(VSDT) in allen enthaltenen Einperiodenmodellen beschreiben.  

Weiter ist dann speziell auch die sf-Duplizierbarkeit (DPsf) eines endfälligen Zahlungspro-
fils X = (0,X1)T  W(1) = 1+K  {X0 = 0} mittels der Abbildung L und einer sog. selbst-

finanzierenden Handelsstrategie h  sf
NH  = 2N  {L0(h) = 0} (zur Definition der Unter-

räume sf
NH , W(T) = W  {X0 = … = XT-1 = 0}, M(T) = W(T)  M und MT = LT(kersf V0) 

und der sf-Duplizierbarkeit für beliebiges T   siehe Abschnitte 5.1 und 5.2), also   
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(DPsf)  X = (0,X1)T  = (L0(h),L1(h))T = Lh  L( sf
NH )  

 W(1) = 1+K  {X0 = 0},    

jetzt mit der speziellen Wahl von X0 = 0 gleichbedeutend zur oben angegebenen 1 -S   bzw. 

DT-Duplizierbarkeit  
(DPDT)  X1 = DTh1  DT(N) ( K)       
des zugehörigen Zahlungsprofils X1  K.  
Außerdem ist nach Abschnitt 5.1.1 die sf-Duplizierbarkeit (DPsf) eines endfälligen Zah-
lungsprofils X = (0,X1)T  1+K mittels der Abbildung L und einer sf-Handelsstrategie 

h  sf
NH  ( 2N) äquivalent zur sf-Duplizierbarkeit (DPsfT) des zum Endzeitpunkt T = 1 

gehörigen Zahlungsprofils X1  K mittels der Abbildung  V1 = L1:    

(DPsfT) X1 = L1(h) = V1(h)  V1(
sf
NH ) ( K).   

Da die Bedingung (DPsf) äquivalent zur Bedingung (DPsfT) ist und da die Bedingungen 
(DPsf) und (DP) jeweils äquivalent zur Bedingung (DPDT) sind (siehe nachfolgendes 
Schema), folgt auch, dass im Einperiodenmodell die L-Duplizierbarkeit (DP) eines Zah-
lungsprofils X = (X0,X1)T  1+K mit beliebigem X0  K gleichbedeutend ist zur sf-
Duplizierbarkeit (DPsf) des zugehörigen endfälligen Zahlungsprofils X = (0,X1)T  W(1) 

= O  K und zur sf-Duplizierbarkeit (DPsfT) des zugehörigen Zahlungsprofils X1  K. 
Hinter der Äquivalenz der sf-Duplizierbarkeit (DPsfT) zur DT-Duplizierbarkeit (DPDT) von 

X1  K steht die nachfolgend noch bewiesene Übereinstimmung 1( )sf
NV H  = DT(N).  Für X

= (X0,X1)T  1+K bzw. X1  K sind also die hier aufgeführten Versionen der Dupli-
zierbarkeit im Einperiodenmodell alle zueinander äquivalent:  

Unter der Voraussetzung (AWSδ) gelten die Äquivalenzen:   

Zu beachten ist, dass in den Bedingungen (DPsf) und (DPsfT) der sf-Duplizierbarkeit neben 
der DT-Duplizierbarkeit (DPDT) X1 = DTh1 von X1 auch noch die Selbstfinanzierungsbedin-
gung  

(SF)  L0(h) = V0(h) - R0(h) = 0 0S h T  - 0 1S hT  = 0  

der Handelsstrategie h = (h0,h1)T  sf
NH  erfasst ist. Da aber diese Bedingung (SF) L0(h) = 0 

und auch die in (DP) verwendete allgemeinere Bedingung L0(h) = X0 bzw. 

0 0S h T  = 0 1S hT  + X0 (X0   beliebig) bei der Berechnung einer Duplikationsstrategie unter 

der Voraussetzung (AWSδ) durch die Wahl von h0 stets erfüllbar ist, können sie im Ein-
periodenmodell bei der Beschreibung der Duplizierbarkeit außer Acht gelassen werden. 
Aufgrund der Äquivalenz dieser Duplizierbarkeitsbegriffe im Einperiodenmodell wird 
meist nur die einfacher handhabbare DT-Duplizierbarkeit verwendet.             

Spezielle Darstellungen der Unterräume V1, 
*

1ker sfV , V0, M1, M1
 von K

Es wird nun gezeigt, dass im Einperiodenmodell der Unterraum V1 := 1( )sf
NV H  ( K) der 

mittels V1 sf-duplizierbaren Zahlungsprofile mit dem Unterraum DT(N) der DT-duplizier-

In 1+K:  (DP) (DPsf) 

In K: (DPDT) (DPsfT)
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baren Zahlungsprofile übereinstimmt. Demzufolge stimmt dann auch der Kern ker *
1

sfV

( K) der adjungierten Abbildung  
*

1
sfV  : K  sf

NH

von 1
sfV  = V1 : 

sf
NH  K mit dem Kern ker D der Abbildung D überein. Weiter wird be-

gründet, dass auch der Unterraum M1 ( K) der NE-Zahlungsprofile, der als V1-Bild des 

Kerns der Abbildung V0 = 0
sfV  : sf

NH  K bzw. v0 : 
sf
NH   definiert ist, überein-

stimmt mit dem DT-Bild des Kerns der Abbildung S0
T. Der Unterraum V0 ( K) der Start-

kapitaleinsätze der sf-Handelsstrategien stimmt unter der mathematisch-technischen Vo-
raussetzung  
(AWS)  S0  0 = (0,…,0)T  N

(vgl. allgemeinen Fall T   in Abschnitt 5.3.5, Beweisteil c V0 = ET) mit den eindimensio-

nalen Unterräumen R0(N) und E1 = lin 1Ω von K überein.            

Stets gilt  

a) M1 := 1 0( ker )sf
NV VH  = DT(ker S0

T) = DT([S0]),  

b) M1
 = D-1([S0]).  

c) V1 := 1( )sf
NV H  = DT(N),  

d) V1
 = ker *

1
sfV  = ker D,  

e)      V0 := 0 ( )sf
NV H  = R0(N).    

Unter der Voraussetzung (AWS) S0  0 gilt:   
f)  R0(N)  = lin 1Ω =: E1.      

Beweis:
a) M1 = DT(ker S0

T): Für eine beliebige Laufzeit T   wird der Unterraum MT der NE-Zahlungspro-

file in Abschnitt 5.1 bei der Behandlung endfälliger Zahlungsprofile definiert durch das VT-Bild  

MT := 0(ker   )sf
TV V

des Kerns der Abbildung V0 : 
sf
NH  , also des HN-Unterraums  

kersf V0 := sf
NH  ker V0 = {h  HN : L0(h) = … = LT-1(h) = V0(h) = 0}.    

Es wird jetzt gezeigt, dass speziell im Einperiodenmodell (T = 1) der Unterraum M1 der NE-Zah-

lungsprofile auch durch das DT-Bild von ker S0
T = S0

 gegeben ist. Im Einperiodenmodell erhält man  
M1  = V1({h  2N : L0(h) = 0 , V0(h) = 0}) 

 = {V1(h) = 1 1S h  = DTh1 : h  2N mit R0(h) = V0(h) = 0} 

 = {DTh1 : h1  N, S0
Th1 = 0} (Begründung folgt) 

 = DT(ker S0
T).  

Begründung der vorletzten Mengengleichung: „“: Da für den zu einer Handelsstrategie h = (h0,h1)T

 kersf V0 = {R0(h) = S0
Th1 = 0, V0(h) = 0 0S h T  = 0} gehörigen Portfoliovektor h1 die Inzidenz h1

 {S0
Th1 = 0} gilt und die Funktionswerte V1(h) und DTh1 übereinstimmen, gilt die Inklusion   

V1({R0(h) = V0(h) = 0})  DT({S0
Th1 = 0}).  

„“: Da es zu jedem Portfoliovektor h1  {S0
Th1 = 0} eine Handelsstrategie h = (h0,h1)T  2N gibt, 

die neben der Gleichung R0(h) = S0
Th1 = 0 auch der stets lösbaren Gleichung V0(h) = 0 0S h T  = 0 (z. B. 

mit h0 = 0) genügt und dafür DTh1 = V1(h) ist, gilt auch die Inklusion  
DT({S0

Th1 = 0})  V1({R0(h) = V0(h) = 0}).    
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b) M1
 = D-1([S0]): Es ist Y1  M1

 genau dann, wenn für beliebiges g1  [S0] bzw. DTg1

 DT([S0]) = M1 (siehe Teil a) die Gleichung    

(DY1)Tg1 = Y1
TDTg1 = 0,             

erfüllt ist, also für Y1  K die Relation DY1  [S0] bzw. DY1  [S0] = [S0] und somit Y1

 D-1([S0]) gilt. Damit ist M1
 = D-1([S0]).    

c1) V1 := 1( )sf
NV H  = DT(N): Im Einperiodenmodell erhält man  

1( )sf
NV H   = V1({h  2N : L0(h) = V0(h) - R0(h) = 0}) 

= {V1(h) = 1 1S h  = DTh1 : h  2N mit V0(h) = R0(h)} 

= {DTh1 : h = (h0,h1)T  2N mit 0 0S h T  = S0
Th1} 

= {DTh1 : h1  N}    (Begründung folgt) 
= DT(N).      

Begründung der vorletzten Mengengleichung:  Zum Nachweis der nichttrivialen Inklusion „“ wer-

den die beiden Fälle i) 
0S   0 und ii) 

0S   = 0 unterschieden.  

Im Fall i) (AWSδ) 
0S   0 gibt es zu jedem vorgegebenen Portfoliovektor h1  N einen Portfolio-

vektor h0  N als Lösung der stets lösbaren Gleichung 0 0S h T  = S0
Th1 (Voraussetzung 0S   0) und 

damit auch eine Handelsstrategie h = (h0,h1)T  2N mit L0(h) = 0 gibt. Damit ist DTh1

= V1(h)  1( )sf
NV H  und DT(N)  V1.      

Im Sonderfall ii) 0S   = S0 + 0 = 0 ist wegen S0 ≥ 0, 0 ≥ 0 auch S0 = 0 und daher  

L0(h) = 0 0S h T  - 0 1S hT  = 0  h  HN.  

Demnach gilt in diesem Fall sf
NH  = HN und mit Beweisteil c2) 1( )sf

NV H  = V1(HN) = DT(N).    

c2) V1(HN) = DT(N): Die mittels der Portfoliovektoren h1  N DT-duplizierbaren Zahlungsprofile XT

 DT(N) liefern nicht nur die mittels der sf-Handelsstrategien h  sf
NH V1-duplizierbaren Zahlungs-

profile V1(h), sondern auch die mittels beliebiger Handelsstrategien h  HN = 2N V1-duplizierbaren 

Zahlungsprofile V1(h): „“: Für jedes h  2N ist nämlich V1(h) = DTh1  DT(N), sodass die In-
klusion V1(HN)  DT(N) folgt. „“: Umgekehrt ist für jedes h1  N und beliebiges h0  N mit h

=(h0,h1)T  2N = HN auch DTh1 = V1(h)  V1(HN) und es folgt die Inklusion DT(N)  V1(HN).          

d) ker *
1
sfV  = ker D: Nach Abschnitt 5.3.5 ist ker *sf

TV  = ( )sf
T NV H  für T  . Speziell für die Lauf-

zeit T = 1 folgt dann mit c1) (auch ohne die Voraussetzung (AWSδ)) und mit der zu Beginn von Kapi-
tel 6 angegebenen orthogonalen Zerlegung von K

ker *
1

sfV  = 1( )sf
NV H  = DT(N) = ker D.     

e) V0 = R0(N): Im Einperiodenmodell gilt    

0 ( )sf
NV H  = {V0(h) : h  2N mit L0(h) = V0(h) - R0(h) = 0} 

= {R0(h) : h  2N mit V0(h) = R0(h)}  

= R0(
sf
NH )  

= {R0(h) = 0 1S h1 T  : h = (h0,h1)T  2N mit 0 0S h T  = S0
Th1}   

= {R0h1 = 0 1S h1 T  : h1  N}     (Begründung folgt) 

= R0(N).      
Begründung der vorletzten Mengengleichung: „“: Da mit dem zu einer Handelsstrategie h = (h0,h1)T

 { 0 0S h T  = S0
Th1} gehörigen Portfoliovektor h1 die Funktionswerte R0(h), R0h1  K übereinstim-

men, ist der Bildraum    

R0(
sf
NH ) = {R0(h)  K : h  2N mit 0 0S h T  = S0

Th1}  



6.2  Das Einperiodenmodell in der speziellen Darstellung     363 

der Abbildung R0 : h = (h0,h1)T  sf
NH # R0(h) = 0 1S h1 T  K enthalten im Bildraum  

R0(N) = {R0h1 : h1  N}  
der durch die Matrix R0 gegebenen Abbildung R0 : h1  N # R0h1 = 1ΩS0

Th1  K.       

 „“: Im Fall i) 0S   0 gibt es zu jedem Portfoliovektor h1  N einen Portfoliovektor h0  N als 

Lösung der Gleichung 0 0S h T  = S0
Th1 und damit auch eine Handelsstrategie h = (h0,h1)T  2N, wel-

che die Gleichung 0 0S h T  = S0
Th1 erfüllt. Da diese Handelsstrategie h  sf

NH den Funktionswert 

R0(h) = 0 1S h1 T  = R0h1 besitzt, gilt auch die Inklusion  

R0(N)  R0(
sf
NH ).    

Im Fall ii) 0S   = 0 ist nach Beweisteil c1) auch S0 = 0, daher  

R0h1 = 0 1S h1 T  = 0   h1  N,  

R0(h) = V0(h) = 0 0S h T  = 0  h  sf
NH  = { 0 0S h T  = S0

Th1}  

und damit R0(N) = O = R0(
sf
NH ).           

In den beiden Fällen i) und ii) ist also 0 ( )sf
NV H  = R0(

sf
NH ) = R0(N).                    

f) R0(N) = E1: Es gilt stets R0(N)  lin 1Ω =: E1, da R0h1 = 0 1S h1 T  E1 für jedes h1  N gilt. 

Falls noch (AWS) S0  0 vorausgesetzt ist, gibt es zu jedem p1Ω  E1 ein h1  N mit 0 1S hT  = p, so-

dass  

p1Ω = 0 1S h1 T  = R0h1  R0(N)  

gilt. Es ist also auch E1  R0(N) und insgesamt R0(N) = E1. Im Fall S0 = 0 ist dagegen  

R0(N) = O  E1.       

Für den Unterraum V0 werden in Abschnitt 5.3.5 (für beliebige Laufzeit T  ) unter bestimmten Vo-

raussetzungen die Übereinstimmung  
V0 = E1

und die Inklusion       
V0  V1

gezeigt. Für die Übereinstimmung V0 = E1 genügt im Einperiodenmodell nach e) und f) die Voraus-

setzung (AWS) S0  0. Für die Inklusion V0  V1 werden die Voraussetzungen (AWSδ), (AWS) und 

1Ω  V1 = DT(N) oder die Voraussetzung eines deterministischen Numéraires B verwendet.  

Anmerkung zur Bezeichnung NE-Geschäfte für die Ẑ = (0,Z1)T  M(1) in 1+K und zur Bezeich-

nung NE-Zahlungsprofile für die Z1  M1 in K: Es wird nun ein Zusammenhang zwischen den 

Zahlungsprofilen Z1  M1 und den endfälligen Kapitalmarktgeschäften Ẑ  M(1) := M  {X0 = 0} 

aufgezeigt und damit die Bezeichnung der Ẑ = (0,Z1)T  M(1) als Nulleinsatz-Kapitalmarktgeschäfte 

(NE-Geschäfte) und der Z1  M1 als Nulleinsatz-Zahlungsprofile (NE-Zahlungsprofile) plausibel ge-

macht. Zunächst besteht eine bijektive Beziehung zwischen den zum Zeitpunkt t = 1 auftretenden 
Zahlungsprofilen Z1  K und den endfälligen Zahlungsprofilen Ẑ = (0,Z1)T  W(1) := 1+K

 {X0 = 0} mit Z0 = 0:   

Z1  K
Bijektion

 Ẑ = Ẑ(Z1) := (0,Z1)T  W(1) = E (E = lin 10,Ω).  

Weiter ist Ẑ = (0,Z1)T  W(1) genau dann L-duplizierbar, wenn Z1  K DT-duplizierbar ist (Äquiva-

lenz von DPsf und DPDT):    

Ẑ  L( sf
NH ) = L(2N)  {X0 = 0}  Z1  DT(N).   
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Es besteht also eine bijektive Beziehung zwischen den DT-duplizierbaren Zahlungsprofilen Z1

 DT(N) und den mittels L sf-duplizierbaren Zahlungsprofilen Ẑ  L( sf
NH ): 

Z1  DT(N)  
Bijektion

 Ẑ = (0,Z1)T  L( sf
NH ).        

Außerdem gilt für Ẑ = (0,Z1)T  L(2N)  {X0 = 0} die Inzidenz Ẑ  M(1) = L(ker V0)  {X0 = 0}, 

d. h.       
0 = Z0 = L0(h) = V0(h) - R0(h)  mit V0(h) = 0,  
Z1 = L1(h) = V1(h) = DTh1,   

genau dann, wenn Z1 = DTh1 mit R0(h) = S0
Th1 = 0 ist, also Z1  M1 = 0(ker )D ST T  gilt (siehe oben 

M1 = 1 0( ker )sf
NV VH  = DT(ker S0

T)). Es besteht also auch eine bijektive Beziehung zwischen den 

Zahlungsprofilen Z1  M1 und den endfälligen Kapitalmarktgeschäften Ẑ = (0,Z1)T  M(1):    

Z1  M1

Bijektion

 Ẑ = (0,Z1)T  M(1).        

Ein Zahlungsstrom Ẑ  M(1) ist ein Kapitalmarktgeschäft, bei dessen Duplizierung zum Zeitpunkt 

t = 0 neben einem Startkapitaleinsatz V0(h) = 0 auch noch der (Re-)Investitionswert R0(h) = 0 ist. Es 

liegt also zum Zeitpunkt t = 0- zunächst ein Portfolio h0 mit dem Vermögenswert V0(h) = 0 0S h T  = 0 

vor. Nach der zum Zeitpunkt t = 0δ (0- < 0δ < 0+) erfolgenden Dividendenzahlung wird dann zum 
Zeitpunkt t = 0+ das Portfolio h0 umgeschichtet in ein Portfolio h1, für das auch der Reinvestitionswert 

R0(h) = 0 1S hT  = 0 und damit auch die (Aus-)Zahlung Z0 = L0(h) = V0(h) - R0(h) = 0 ist (h ist eine sog. 

selbstfinanzierende Handelsstrategie). Demzufolge wird ein Ẑ = (0,Z1)T  M hier als Nulleinsatz-

Kapitalmarktgeschäft (Abk.: NE-Kapitalmarktgeschäft, NE-Geschäft) bezeichnet. Weiter wird das 
bei einem NE-Geschäft Ẑ im Zeitpunkt t = 1 auftretende stochastische Zahlungsprofil Z1  M1 hier 

Nulleinsatz-Zahlungsprofil (Abk.: NE-Zahlungsprofil) genannt. Bei gültigem LOP ist der Preis (Z1) 
eines NE-Zahlungsprofils Z1  M1 definitionsgemäß gleich dem Preis des zugehörigen NE-Geschäfts 

Ẑ = (0,Z1)T und somit wegen Ẑ  M gleich Null:  

(Z1) = (Ẑ) = 0.      ó

Vollständigkeit des Einperiodenmodells  
Im Einperiodenmodell bedeutet die Vollständigkeit (VS) des Marktmodells, dass jedes
Zahlungsprofil X = (X0,X1)T  1+K L-duplizierbar ist, und die speziellere sf-Vollständigkeit 
(VSsf), dass jedes endfällige Zahlungsprofil X = (0,X1)T  W(1) = 1+K  {X0 = 0} mittels 

L sf-duplizierbar ist, die sf-Vollständigkeit (VSsfT), dass jedes zum Zeitpunkt 1 auftretende 
Zahlungsprofil X1  K mittels V1 sf-duplizierbar ist, und die DT-Vollständigkeit (VSDT), 
dass jedes X1  K DT-duplizierbar ist. Aufgrund der oben für das Einperiodenmodell be-
gründeten Äquivalenz der L-Duplizierbarkeit (DP) mit der DT-Duplizierbarkeit (DPDT) und 
der sf-Duplizierbarkeit (DPsf) und (DPsfT) ergibt sich im Einperiodenmodell unter der Vo-
raussetzung (AWSδ) auch die Äquivalenz der allgemeinen Vollständigkeit (VS) mit der DT-
Vollständigkeit (VSDT) und der sf-Vollständigkeit (VSsf) bzw. (VSsfT):  

 (VS)  L(2N) = 1+K

 (VSDT)  DT(N) = K

 (VSsf)  L( sf
NH ) = W(1) = 1+K  {X0 = 0}  

 (VSsfT)  L1(
sf
NH ) = V1(

sf
NH ) = K.  

Aufgrund der Äquivalenz dieser Vollständigkeitsbegriffe im Einperiodenmodell wird hier 
meist nur die einfacher handhabbare speziellere DT-Vollständigkeit (VSDT) verwendet. Die 
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Vollständigkeit des Einperiodenmodells wird in den niedrigerdimensionalen Räumen N

und K also charakterisiert durch die Surjektivität der linearen Abbildung  
DT : h1  N # DTh1  K.            

Wegen der Darstellung von K als direkte Summe  
K = Im DT  ker D,  (Im DT) = ker D,      

der orthogonalen Komplemente Im DT und ker D ist die Vollständigkeit (VS) bzw. (VSDT) 
dann auch noch äquivalent zu ker D = O = {0}, also zur Injektivität der linearen Abbil-
dung  

D : X1  K # DX1  N.10

Im Gegensatz zum Einperiodenmodell liegt im echten Mehrperiodenmodell (T  2) die 
Äquivalenz der allgemeinen Vollständigkeit (VS) zur spezielleren sf-Vollständigkeit (VSsf) 
im Allgemeinen nicht vor. Dies wird durch das Beispiel 5.1 in Abschnitt 5.2.2 gezeigt. Erst 
unter der zusätzlichen Voraussetzung von (WS1,T-1) und dass in allen enthaltenen Einperi-
odenmodellen das LOP gilt, folgt aus der sf-Vollständigkeit des Mehrperiodenmodells auch 
die Vollständigkeit (Satz 5.7, b in Abschnitt 5.2.2).    

6.2.2 Charakterisierungen des Law of One Price

Unterraum M der Kapitalmarktgeschäfte und sein orthogonales Komplement M in 

1+K

Mit der deterministischen Handelsstrategie  

b := (b0,0)T := ( 0S  ,0)T  HN bzw.  2N

erhält man den davon aufgespannten eindimensionalen Unterraum B := lin {b} ( 0S   0) 

von HN bzw. 2N, die deterministische Linearform   

v0 : h  2N # v0(h) = 0 0S h T  =  b hT ,   

deren Kern  

ker v0 = ker bT = {h  2N :  b hT  = 0} = B

und dessen L-Bild    
M = L(ker v0) = L(B)  

als den Unterraum der Kapitalmarktgeschäfte in 1+K.11 Im Einperiodenmodell gibt es für 
den Unterraum M und dessen orthogonale Komplement M  die folgende Darstellung:  

10  Diese letzten beiden Charakterisierungen der Vollständigkeit (VS) durch die Surjektivität von DT

und die Injektivität von D findet man bei Kremer (2011) auf S. 31 (Satz 1.29), 44f (Satz 1.53), 68 
(Tab. 1.1).  

11  Im Mehrperiodenmodell ergibt sich jedes Zahlungsprofil Z = L(h)  M = 0(ker )L V  aus einer 

Handelsstrategie h mit dem Startkapitaleinsatz V0(h) = 0 beim Zeitpunkt t = 0, also durch reinen 
Handel mit den Wertpapieren S j gemäß der Folge ht der Portfoliovektoren (t = 1,…,T). Der Han-
del besteht dabei aus dem Kauf des zu ht gehörigen Portfolios zum Wert Rt-1(h) = 1t tS h  im Zeit-

punkt t-1 und dem Verkauf dieses Portfolios zum zufallsabhängig eingestellten Wert Vt(h) = t tS h

im Zeitpunkt t. In Abschnitt 3.7.2 wird gezeigt, dass jedes Z  M eine Linearkombination der 

Forwardgeschäfte Ft,j,k  M ist, bei denen jeweils das j-te Wertpapier S j genau zum Zeitpunkt 

s = t-1 und im Ereignis At-1,k zum Preis 1 1,( )j
t t kS A   gekauft und genau zum darauffolgenden Zeit-
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Im Einperiodenmodell gilt  
M  = Im L‘ = L‘(N),  

M   = ker L‘T = {Y = (Y0,Y1)T  1+K : DY1 = S0Y0}.      

Beweis: a) M = Im L‘:     

M  = L(ker v0) = {Lh = V ‘h0 + L‘h1 : h  2N mit v0(h) = 0} 

 = {L‘h1 : h1  N} (Begründung folgt)  
 = L‘(N) = Im L‘.      

Begründung der nichttrivialen Inklusion „“ für die vorletzte Mengengleichung: Da es zu jedem Port-
foliovektor h1  N eine Handelsstrategie h = (h0,h1)T  2N gibt, die auch der stets lösbaren Glei-

chung v0(h) = 0 0S h T  = 0 (z. B. mit h0 = 0) genügt, gilt 

L‘h1 = 0
1

- S
h

D

 
 

 

T

T
 = 0 0 0 1

1

-S h S h

D h

 
 
 

T T

T
 = 00 0

1

-

0

hS S

hD

   
   
  

T T

T

= Lh  mit v0(h) = 0,   
folglich auch die Inzidenz L‘h1  L({v0(h) = 0}) und die Inklusion L‘(N)  L({v0(h) = 0}) = M.    

b) M  = ker L‘T: Aufgrund der Darstellung des Raums 1+K als direkte Summe  

1+K = Im L‘  ker L‘T,  (Im L‘) = ker L‘T,      
der orthogonalen Komplemente Im L‘ und ker L‘T zu den (zueinander adjungierten) Abbildungen L‘ 
: N  1+K und L‘T  : 1+K  N erhält man zu M = Im L‘ (nach Teil a) das orthogonale Komple-

ment M  durch   

M   = (Im L‘) = ker L‘T

= {Y  1+K : L‘TY = (-S0,D)Y = 0}  
= {Y = (Y0,Y1 )T  1+K : DY1 = S0Y0}.   

Anmerkung zur Bezeichnung Kapitalmarktgeschäfte für die Zahlungsprofile Z  M im Einperio-

denmodell: Im Einperiodenmodell hat Z  M die Darstellung  

Z  = L‘h1 = (-S0
Th1,DTh1)T = , ,

0 1 1 1 1 1 1
1 1 1

- , ( ) ,..., ( )
N N N

j j j j j j
K

j j j

S h S h S h  
  

 
 
 
  

T

=  , ,
1 0 1 1 1

1

- , ( ),..., ( )
N

j j j j
K

j

h S S S  



T

 = 
1,

1
1

N
j j

j

h F


 (h1  N) 

und ist Z somit eine Linearkombination der Kassageschäfte  
1, jF  =  , ,

0 1 1 1- , ( ),..., ( )j j j
KS S S  

T

           (Darstellung von ,
1

jS  als K-Tupel) 

= ,
0 1

1

- , ( )
m

K
j j

m
m

S S




 
 

 
 1

T

 M (Darst. von ,
1

jS als Zustandsfunktion)  

(mit der Bezeichnung 
1, jF  := 

1, ,0jF  von Abschnitt 3.7.2, da für t = 1 nur das Ereignis At-1,k = A0,1 = Ω

auftritt), bei denen jeweils das j-te Wertpapier S j zum Zeitpunkt t = 0 (sicher) zum Preis 0
jS

= 0 ( )jS   gekauft und zum Zeitpunkt t = 1 in einem der dann möglichen Ereignisse ωm  Ω zum zu-

gehörigen Preis ,
1 ( )j

mS    verkauft wird. Z ist also der Zahlungsstrom zu einer Handelsstrategie h 

= (h0,h1)T  2N, bei der zum Zeitpunkt t = 0 der Startkapitaleinsatz v0(h) = 0 0S h T  = 0 ist (wobei h0

punkt s = t in einem der dann noch möglichen Ereignisse At,m (At,m  At-1,k) zum zugehörigen Preis 
,

,( )j
t t mS A  verkauft wird. Z ist also der Zahlungsstrom eines Kapitalmarktgeschäfts.       
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eine beliebige Lösung dieser Gleichung ist) und bei der gemäß dem Portfoliovektor h1  N bei t = 0 
das Portfolio der Wertpapiere S j (j = 1,…,N) mit dem deterministischen (Re-)Investitionswert r0(h) 
= 0 1S h  = S0

Th1 gekauft und bei t = 1 das Portfolio mit dem sich zufallsabhängig entwickelten Ver-

mögenswert V1(h) = 1 1S h   = DTh1 verkauft wird, also der Zahlungsstrom eines Kapitalmarktge-

schäfts:  

Z0 = L0(h) = v0(h) - r0(h)  = - 0 1S hT , 

Z1 = L1(h) = V1(h)  = 1 1S h .       ó

Verschiedene Unterräume im Raum N der Portfoliovektoren h1 und im Raum  1+K der 
Zahlungsprofile X = (X0,X1)T und deren Bilder bei den linearen Abbildungen L‘ 
: N  1+K und L‘T : 1+K  N sind in der Abbildung 6.3 a) bei gültigem LOP und b) 
bei ungültigem LOP dargestellt.   
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Abb. 6.3 Die verschiedenen Unterräume von N und 1+K, der schwach positive Orthant 1
0
K




  von 

1+K und die linearen Abbildungen L‘ und L‘T: a) bei gültigem LOP mit Bewertungs-
prozess Ψ bzw. bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) mit Diskontierungsprozess ; 
b) bei ungültigem LOP   
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a) LOP gültig:  

b) LOP ungültig:  
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Charakterisierungen des LOP durch die Existenz eines Bewertungsvektors, die Exis-
tenz eines D-Urbilds von S0 und die Lage der Unterräume [S0] und D(K), ker DT und
ker S0

T in N

Im nachfolgenden Satz 6.1 werden einige Charakterisierungen des LOP im Mehrperioden-
modell speziell für das Einperiodenmodell zunächst in den Räumen 2N und 1+K formu-
liert und dann noch in die Schreibweise für die niedrigerdimensionalen Räume N und K

übersetzt:12

Satz 6.1 Charakterisierungen des Law of One Price im Einperiodenmodell      

(LOP)  
 Ψ  M1  A  (norm. M-Norm.v. = norm. Bew.proz. m. Preisgl.; A  {X0 = 1} )  

 Ψ  (LT)-1({b})  {X0 = 1}  (norm. LT-Urbild von b) 
 Ψ  (L‘T)-1({0})  {X0 = 1} (norm. L‘T-Urbild von 0) 

 (PGΨ1
TDT)  Ψ1  K : 1 1D h T T = 0 1S hT  h1  N  (Bew.vektor m. Preisgl.; A1 ) 

 Ψ1  D-1({S0}), d. h.  Ψ1  K mit DΨ1 = S0 (D-Urbild von S0) 
 S0  D(K) = Im D (S0 ist D-Bild) 
 S0  ker DT (S0 orthogonal zu ker DT) 
 ker DT  ker S0

T (Inklusion der Kerne von DT und S0
T, z. B. bei inj. DT) 

 ker DT = ker L‘  (Übereinstimmung der Kerne von DT und L‘) 

Zunächst werden hier im nachfolgenden Beweisteil 1 aus den in Abschnitt 3.3.3 für das 
Mehrperiodenmodell angegebenen Preisgleichungen (PGΨ) eines Bewertungsprozesses Ψ
 W für die Zahlungsprofile in L(HN) entsprechende Preisgleichungen13 (PGΨ1

TDT) mit 

einem Bewertungsvektor Ψ1  K für die Zahlungsprofile in DT(N) hergeleitet. Ein ana-
loges Vorgehen wird in Abschnitt 5.3.3 mit Preisgleichungen (PGΨT) und einem Bewer-

tungsvektor ΨT  Ω für die Zahlungsprofile in ( )sf
T NV H  durchgeführt.    

Die Aussage, dass bei gültigem LOP ein Bewertungsprozess Ψ des Mehrperiodenmodells 

ein L*-Urbild von b = ( 0S  ,0,…,0)T  HN ist (siehe unten Beweisteil 2 a) bzw. gleichbedeu-

tend dazu als ein normierter M-Normalenvektor Ψ  M1 = M  {X0 = 1} gewählt wer-

den kann (siehe Beweisteil 2 b), liefert hier jeweils die Aussage, dass ein Bewertungsvektor 
Ψ1 des Einperiodenmodells ein D-Urbild von S0 ist: Ψ1  D-1({S0}). Die Charakterisierung 

des LOP durch die Inzidenz 0S  D(K) bedeutet auch, dass bei gültigem LOP im Kern 

12  Die Charakterisierungen des LOP durch die Existenz eines Bewertungsvektors Ψ1 mit Preisglei-
chungen (PGΨ1

TDT), die Existenz eines D-Urbilds Ψ1 von S0 bzw. die Inzidenz S0  D(K) und 
die Orthogonalität von S0 zum Unterraum ker DT gibt Kremer (2011) auf S. 29 (Satz 1.25), 68 
(Tab. 1.1).  

13 Eine Plausibilisierung der Bezeichnung Preisgleichung für (PGΨ1
TDT) und der Bezeichnung Be-

wertungsvektor für den Vektor Ψ1  K folgt auch noch unten im Anschluss an die verschiedenen 
äquivalenten Formulierungen für das LOP bei der Preisdefinition für die DT-duplizierbaren Zah-
lungsprofile. Die Charakterisierung des LOP durch die Preisgleichungen (PGΨ1

TDT) bzw. (PGΨ) 
für die duplizierbaren Zahlungsprofile behandelt Kremer (2011) für das Einperiodenmodell auf 
S. 29, Satz 1.25, 4), S. 30, (1.16), S. 68, Tab. 1.1, und für das Mehrperiodenmodell auf S. 171, 
Satz 3.48. Bei Kremer werden im Einperiodenmodell nur die speziellen endfälligen Zahlungs-
profile X = (X0,X1)T  1+K mit X0 = 0, X1 = DTh1  DT(N) bzw. die zum Zeitpunkt t = 1 gehöri-

gen Zahlungsprofile X1 mit dem Preis (X1) = 0 1S hT  behandelt.   
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von L‘T = (-S0,D) ein nichttrivialer Vektor Ψ = (Ψ0,Ψ1)T  1+K mit der ersten Komponente 
Ψ0 = 1 existiert. Weiter bedeutet dies, dass die erste Spalte -S0 der Matrix L‘T schon im 

Spaltenraum der Matrix D =  1 1 1( ),..., ( )KS S    liegt bzw. dass der zum Zeitpunkt t = 0 

gehörige deterministische Preisvektor S0 linear abhängig ist von den Kursen 1 ( )kS    des 

Preisvektors  S, die zum Zeitpunkt t = 1 und zu den dann möglichen Zuständen ωk  Ω
(k = 1,…,K) gehören:  

S0  lin { 1 1( )S   ,…, 1 ( )KS   } = D(K). 14

Zur Inzidenz S0  D(K) wird dann noch die äquivalente Relation S0  ker DT, die Inklusi-
on ker DT  ker S0

T bzw. die Übereinstimmung ker DT = ker L‘ mittels der Unterräume 
ker L‘, ker DT und ker S0

T bewiesen.      

Die oben angegebenen Charakterisierungen des LOP im Einperiodenmodell werden zu-
nächst aus dem Mehrperiodenmodell hergeleitet, dann aber auch noch in den Beweisteilen 
A) und I) von Satz 6.3 innerhalb der Räume N und K bewiesen. Eine grafische Veran-
schaulichung dieser geometrischen Situation im Raum N der Portfoliovektoren h1 wird in 
der Abbildung 6.4 gegeben: Bei gültigem LOP liegt S0 im Bildraum D(K) von D und ist S0

orthogonal zum Unterraum ker DT = D(K). Weiter ist ker DT enthalten in ker S0
T. Eine 

entsprechende Darstellung für ein in einem Mehrperiodenmodell enthaltenes Einperioden-
modell  liefert die Abbildung 3.3.   

Abb. 6.4 Die Lage des Vektors S0 und der Unterräume Im D und ker DT im N bei gültigem LOP     

14  In den Abschnitten 3.2.4 und 3.4.4 (im Beweis von Satz 3.4) wird diese Charakterisierung für ein 
in einem Mehrperiodenmodell enthaltenes Einperiodenmodell verwendet: Für das zum Ausgangs-
knoten At-1,k gehörige Einperiodenmodell gilt das LOP genau dann, wenn die Preisprozesskompo-

nente 1 1,( )t t kS A   des Ausgangsknotens At-1,k linear abhängig ist von den Preisprozesskompo-

nenten ,( )t t mS A  seiner Nachfolgerknoten At,m  At-1,k und somit ein Bewertungsvektor ψt für die-

ses Einperiodenmodell existiert.     

o 

  S0
T

ker DT

S0

Im D = D(K)

0  

N

  [S0]
 = ker S0

T
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Beweis von Satz 6.1 mit den LOP-Charakterisierungen im Einperiodenmodell durch die Herleitung 
aus dem Mehrperiodenmodell: 

1) (LOP)  (PGΨ1
TDT):  

Das LOP im Mehrperiodenmodell ist nach Abschnitt 3.3.3 stets (auch ohne die Voraussetzung 
(AWSδ)) äquivalent zur Existenz eines normierten M-Normalenvektors  

Ψ  M1  A

und damit eines normierten Bewertungsprozesses Ψ  A, mit dem die Preisgleichungen (PGΨ) für die 

mittels L duplizierbaren (erreichbaren) Zahlungsprofile X = L(h)  L(HN) gelten:                   

 Ψ  W  {X0 = 1} mit (PGΨ)   L h T  =  b hT  h  HN.      

Speziell im Einperiodenmodell ist nun die Existenz eines normierten Bewertungsprozesses  
Ψ = (Ψ0,Ψ1)T = (1,Ψ1)T  M1  A

mit den Preisgleichungen (PGΨ)   

0 0S h T   = 0 0  b hT =  b hT =  Lh T

= (Ψ0,Ψ1) 0 0 0 1

1 1

-S h S h

S h





 
 
 

T T

= 1 0 0S h T  - 1 0 1S hT  + 1 1D h T T  h = (h0,h1)T  2N (Ψ0 = 1) 

äquivalent zur Existenz eines sog. Bewertungsvektors Ψ1  K mit den Preisgleichungen (PGΨ1
TDT) 

für die DT-duplizierbaren Zahlungsprofile X1 = DTh1  DT(N):       

(PGΨ1
TDT)   Ψ1  K mit 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N.  

Im Einperiodenmodell ist also das LOP äquivalent zur  
 Existenz eines normierten Bewertungsprozesses Ψ mit den Preisgleichungen (PGΨ),   
 Existenz eines Bewertungsvektors Ψ1 mit den Preisgleichungen (PGΨ1

TDT) und damit auch zur  

 Gültigkeit des unten noch formulierten (LOPDT) für die X1  DT(N). 

Aus einem normierten Bewertungsprozess Ψ = (1,Ψ1)T  1+K erhält man mit der Komponente Ψ1

 K einen Bewertungsvektor. Umgekehrt erhält man zu einem Bewertungsvektor Ψ1  K im Ein-
periodenmodell nur durch die Ergänzung um Ψ0 = 1 mit Ψ  = (1,Ψ1)T  1+K einen normierten Bewer-
tungsprozess. Das LOP wird also im Einperiodenmodell neben den Preisgleichungen (PGΨ) mit ei-
nem Bewertungsprozess Ψ auch noch durch Preisgleichungen (PGΨ1

TDT) mit einem Bewertungs-
vektor Ψ1 charakterisiert.   

Anmerkung zur Charakterisierung der Arbitragefreiheit im nachfolgenden Abschnitt 6.2.3:  
Im obigen Beweis ist ersichtlich, dass die bijektive Beziehung zwischen einem normierten Bewer-
tungsprozess Ψ und einem Bewertungsvektor Ψ1 analog für einen positiven normierten Bewertungs-
prozess Ψ und einen positiven Bewertungsvektor Ψ1 gilt:  

Ψ  = (1,Ψ1)T  M1+  A+ ↔ Ψ1  A1
+, d. h. Ψ1 > 0 , (PGΨ1

TDT).    

2) (LOP)  S0  D(K): Für diese Charakterisierung des LOP werden zwei Beweise angegeben. 
Einmal wird von der Existenz eines normierten L*-Urbilds Ψ von b ausgegangen und das andere Mal 
von der Existenz eines normierten M-Normalenvektors Ψ  M1.   

a) 1. Beweis: Im Mehrperiodenmodell ist das LOP nach Abschnitt 3.3.3 äquivalent zur Existenz eines 
Ψ  M1  A = L*-1({b}),  

also eines normierten L*-Urbilds Ψ von b. Speziell im Einperiodenmodell bedeutet somit das LOP die 
Existenz eines Ψ = (Ψ0,Ψ1)T = (1,Ψ1)T  1+K mit  

00

10

0

-

S

S D

 



  
  

  
 = LTΨ = b = 0

0

S 
 
 

bzw. in der Komponentenschreibweise  
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0S  1  = 0S  ,  

- S01 + DΨ1  = 0,  
also die Existenz eines Ψ = (Ψ0,Ψ1)T = (1,Ψ1)T  1+K mit  

L‘TΨ = (-S0,D)Ψ = 0   
bzw. mit   

Ψ0 = 1  , DΨ1 = 0S .  

Im Einperiodenmodell ist daher das LOP äquivalent zur Existenz  
 eines normierten LT-Urbilds Ψ = (1,Ψ1)T von b,  
 eines normierten L‘T-Urbilds Ψ = (1,Ψ1)T von 0 und  
 eines D-Urbilds Ψ1 von S0.     
Aus einem normierten LT-Urbild Ψ = (Ψ0,Ψ1)T = (1,Ψ1)T von b erhält man mit der Komponente Ψ1 ein 
D-Urbild Ψ1 von S0 und umgekehrt kann ein D-Urbild Ψ1 von S0 allein mit der Hinzunahme von Ψ0

= 1 zu einem normierten LT-Urbild Ψ = (1,Ψ1)T von b ergänzt werden. Das hier auftretende Glei-
chungssystem (GSΨA0) DΨ1 = S0 für den Bewertungsvektor Ψ1 wird auch schon in Abschnitt 3.4.3 
bei der Berechnung eines Bewertungsprozesses Ψ für den Zeitpunkt t = 1 angegeben.    

b) 2. Beweis: Die Charakterisierung des LOP im Einperiodenmodell durch die Inzidenz S0  D(K) 
bzw. die Existenz eines D-Urbilds Ψ1 von S0 ergibt sich auch daraus, dass allgemein im Mehrperio-
denmodell nach Abschnitt 3.3.3 das LOP äquivalent ist zur Existenz eines Prozesses Ψ  M1, d. h. 

eines auf X0 = 1 normierten Normalenvektors Ψ von M. Es gilt somit im Einperiodenmodell    

(LOP)   Ψ  M = ker L‘T mit Ψ0 = 1   

 Ψ  1+K mit Ψ0 = 1  , L‘TΨ = (-S0,D)Ψ = 0  
 Ψ  1+K mit Ψ0 = 1  , DΨ1 = S0    

 Ψ1  K mit DΨ1 = S0   

 Ψ1  D-1({S0})              

 0S  D(K) = Im D. 

Im Einperiodenmodell ist also das LOP äquivalent zur Existenz  
 eines normierten M-Normalenvektors Ψ,  

 eines normierten L‘T-Urbilds Ψ von 0 und  
 eines D-Urbilds Ψ1 von S0.  
Aus einem normierten M-Normalenvektor Ψ = (Ψ0,Ψ1)T = (1,Ψ1)T  M1 erhält man mit dessen 

Komponente Ψ1 ein D-Urbild Ψ1 von S0 und umgekehrt kann ein D-Urbild Ψ1 von S0 allein durch die 
Hinzunahme von Ψ0 = 1 zu einem normierten M-Normalenvektors Ψ = (Ψ0,Ψ1)T = (1,Ψ1)T ergänzt 

werden.    

Anmerkung zur Charakterisierung der Arbitragefreiheit in Abschnitt 6.2.3:  
Im vorhergehenden Beweis 2a ist ersichtlich, dass die bijektive Beziehung zwischen einem normier-
ten L*-Urbild Ψ von b und einem D-Urbild Ψ1 von S0 analog für ein positives normiertes L*-Urbild Ψ
von b und ein positives D-Urbild Ψ1 von S0 gilt:  

Ψ  = (1,Ψ1)T  L*-1({b})  {X > 0} ↔ Ψ1  D-1({S0})  {X1 > 0}.    
Weiter ist in Beweis 2b ersichtlich, dass die bijektive Beziehung zwischen einem normierten M-Nor-

malenvektor Ψ und einem D-Urbild Ψ1 von S0 analog für einen positiven normierten M-Normalen-

vektor Ψ und ein positives D-Urbild Ψ1 von S0 gilt:  
Ψ  = (1,Ψ1)T  M1+ ↔ Ψ1  D-1({S0})  {X1 > 0}.    

Außerdem wird in den Beweisteilen 2a und 2b deutlich, dass die Existenz eines positiven normierten 
L*-Urbild Ψ von b bzw. eines positiven normierten M-Normalenvektor Ψ äquivalent ist zur Existenz 

eines positiven normierten L‘T-Urbilds Ψ von 0.    

3) (LOP)  ker DT  ker S0
T  ker L‘ = ker DT:  

Aufgrund der obigen Charakterisierung des LOP durch die Inzidenz S0  Im D und wegen der Dar-
stellung des Raums N der Portfoliovektoren h1 als direkte Summe  
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N = Im D  ker DT,  Im D = (ker DT),       
der orthogonalen Komplemente Im D und ker DT ist das LOP auch äquivalent zur Relation   

S0  ker DT

bzw. zur Inklusion   
ker DT  [S0] = ker S0

T

und damit zur Übereinstimmung   
ker L‘ = ker (-S0

T,DT)T = ker S0
T  ker DT = ker DT.      

Anmerkung zum mathematischen Sonderfall S0 = (0,…,0)T = 0  N: 
Die mathematischen Sonderfälle S0 = 0 und U1 := DTS0 = 0 werden im nachfolgenden Satz 6.3 aus-
geschlossen, um die Äquivalenz des LOP mit dem Auftreten des trivialen Durchschnitts der Unter-
räume U1 := lin U1 und M1 zu sichern. Oben wurde bereits gezeigt, dass das LOP äquivalent ist zur 

Auflösbarkeit des Gleichungssystems DΨ1 = S0 nach Ψ1. Im Sonderfall S0 = 0 gibt es für dieses Glei-
chungssystem stets die triviale Lösung Ψ1 = 0  K, die aber als Bewertungsvektor für alle duplizier-

baren Zahlungsprofile X1 = DTh1  DT(N) nur den Preis 1(X1) = 1 1X T  = 1 1D h T T = 0 1S hT  = 0, al-

so nur eine nichtssagende Bewertung liefern würde und für einen Vergleich der Zahlungsprofile X1

nicht verwendet werden kann. Eine nichttriviale Lösung Ψ1 von DΨ1 = 0 würde nur dann existieren, 

wenn die Spalten 1 ( )kS   (k = 1,…,K) der Matrix D linear abhängig sind.   ó

Äquivalente Formulierungen des LOP  
Zunächst erhält man nach den Ergebnissen des Mehrperiodenmodells in den Abschnitten 
3.3.2 und 5.3.1, dass insbesondere auch im Einperiodenmodell die folgenden Formulierun-
gen des Law of One Price zueinander äquivalent sind:  

(LOP)  Für jedes X = (X0,X1)T  L(2N) ( 1+K) gilt:  

v0(h) = 0 0S h T  ist konstant  h = (h0,h1)⊤  L-1({X}) ( 2N).  

(LOP1)  Für jedes X = (X0,X1)T  L(2N) gilt:  

r0(h) = 0 1S hT  ist konstant  h = (h0,h1)⊤  L-1({X}).  

(LOPsf)  Für jedes X = (0,X1)T  L( sf
NH ) ( 1+K) gilt:  

v0(h) = 0 0S h T  ist konstant  h  L-1({X}) ( 2N).   

(LOPsfT) Für jedes X1  V1(
sf
NH ) ( K; sf

NH  = 2N  {L0(h) = 0}) gilt:  

v0(h) = 0 0S h T  ist konstant  h  sf
NH  V1

-1({X1}).  

(LOP1sf)  Für jedes X = (0,X1)T  L( sf
NH ) gilt:  

r0(h) = 0 1S hT  ist konstant  h  sf
NH  V1

-1({X1}).  

(LOP1sfT)  Für jedes X1  V1(
sf
NH ) gilt:  

r0(h) = 0 1S hT  ist konstant  h  sf
NH  V1

-1({X1}).   

In Abschnitt 6.2.1 wurden bei der Begründung der Äquivalenz von (DP) und (DPDT) noch 
zwei Aussagen 1) und 2) über die Beziehung der L-Duplikationsstrategien h zu den DT-
Duplikationsstrategien h1 festgehalten. Damit kann nun im Einperiodenmodell auch noch 
die Äquivalenz von (LOP1) zu einer Formulierung (LOPDT) des Law of One Price für die 
DT-duplizierbaren Zahlungsprofile X1  DT(N) bewiesen werden:    
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(LOPDT)  Für jedes X1  DT(N) ( K) gilt:  

0 1S hT  ist konstant  h1  (DT)-1({X1}) ( N).  

Beweis für die Äquivalenz von (LOP1) zu (LOPDT): 
„(LOPDT)  (LOP1)“: Für alle L-Duplikationsstrategien h = (h0,h1)T eines beliebig vorgegebenen 

X = (X0,X1)T  L(2N) sind nach der Anmerkung zur Äquivalenz von (DP) und (DPDT) in Abschnitt 
6.2.1 die Komponenten h1 jeweils DT-Duplikationsstrategien von X1. Bei gültigem Gesetz (LOPDT) 

ist dann der Wert 0 1S hT  konstant für alle DT-Duplikationsstrategien h1 von X1 und damit auch für alle 

L-Duplikationsstrategien h = (h0,h1)T von X. Es gilt also auch (LOP1).               

„(LOP1)  (LOPDT)“: 1. Beweis mit der Voraussetzung (AWSδ): Für beliebig vorgegebenes 
X1  DT(N) kann jede DT-Duplikationsstrategie h1 von X1 mit einer geeignet gewählten Komponente 

h0 (nämlich einer Lösung von 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0 = 0 1S hT , X0 = 0, Voraussetzung (AWSδ) 0S   0) 

zu einer L-Duplikationsstrategie h = (h0,h1)T von X = (0,X1)T ergänzt werden. Bei gültigem (LOP1) 

(oder LOPsf) ist der Wert 0 1S hT  konstant für alle L-Duplikationsstrategien h von X = (0,X1)T = Lh

 L(2N) und damit auch für alle DT-Duplikationsstrategien h1 von X1. Somit folgt auch das Gesetz 
(LOPDT).  
2. Beweis ohne die Voraussetzung (AWSδ): Bei gültigem (LOP1) bzw. (LOP) existiert nach Satz 6.1 
(siehe Beweisteil 1) ein Bewertungsvektor Ψ1  K mit seinen Preisgleichungen (PGΨ1

TDT). Damit 
ist für alle DT-Duplikationsstrategien h1 eines fest vorgegebenen X1  DT(N) (DTh1 = X1) der S0

T-
Wert konstant und somit (LOPDT) gültig:  

0 1S hT  = 1 1D h T T  = 1 1X T  konst.   h1  (DT)-1({X1}).     

Preisdefinition für die DT-duplizierbaren Zahlungsprofile  
Aufgrund der Äquivalenz von (LOP1sf) und (LOPDT) kann dann der Preis (X1) des zum 
Zeitpunkt T = 1 auftretenden DT-duplizierbaren Zahlungsprofils  

X1 = DTh1  DT(N)  
in Übereinstimmung mit dem Preis  

( X̂ ) = 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0 = S0
Th1

des L-duplizierbaren endfälligen Zahlungsprofils  

X̂  = (0,X1)T = Lh  L( sf
NH )  

(mit h  sf
NH  = 2N  {L0(h) = 0}, 0 = X0 = L0(h) = 0 0S h T  - 0 1S hT , X1 = L1(h) = DTh1) mit-

tels einer beliebigen DT-Duplikationsstrategie h1  N von X1 bzw. L-Duplikationsstrategie 

h  sf
NH  von X̂  durch den Reinvestitionswert 0 1S hT  definiert werden:  

(X1) := ( X̂ ) = 0 1S hT   für X1 = DTh1  DT(N).  

Bei bekanntem Bewertungsvektor Ψ1  A1 = D-1({S0}) erhält man nach obiger Preis-

gleichung (PGΨ1
TDT) den Preis ˆ( )X  von X̂  = (0,X1)T  L( sf

NH ) und den Preis (X1) von 

X1 = DTh1  DT(N) auch als das Skalarprodukt von Ψ1 und X1, ohne eine Duplikationsstra-
tegie berechnen zu müssen:  

1( )X  = ˆ( )X  = 0 1S hT  = 1 1D h T T  = 1 1X T .    

Demnach kann das Gleichungssystem (PGΨ1
TDT) als das System der Preisgleichungen für 

die mittels L duplizierbaren endfälligen Zahlungsprofile X̂  = (0,X1)T = Lh  L( sf
NH ) 

1+K bzw. für die mittels DT duplizierbaren Zahlungsprofile X1 = DTh1  DT(N)  K an-
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gesehen und der Vektor Ψ1  K als Bewertungsvektor für die Zahlungsprofile X1

 DT(N) bezeichnet werden.   

Im Einperiodenmodell bedeutet die Existenz eines Bewertungsvektors Ψ1  A1 die Gültig-

keit beispielsweise von LOPDT und LOPsfT für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile X1

 1( )sf
NV H  = DT(N) bzw. X = (0,X1)T  ( )sf

NL H  und auch die Gültigkeit des LOP für die 

L-duplizierbaren Zahlungsprofile X = (X0,X1)T  L(2N). Dabei kann der Bewertungsvektor 
Ψ1  A1 = D-1({S0}) allein durch die Hinzunahme der einen Komponente  Ψ0 = 1 zu einem 

Bewertungsprozess Ψ  = (1,Ψ1)T für die L-duplizierbaren Zahlungsprofile X  1+K ergänzt 
werden.  
In einem echten Mehrperiodenmodell mit der Laufzeit T  2 ist diese Aussage nicht mehr 
richtig, da nach Abschnitt 5.3.13 aus einem Bewertungsvektor YT  AT im Allgemeinen 

durch die Hinzunahme von beliebigen Ft-messbaren reellwertigen Zustandsfunktionen Yt

(t = 0,…,T-1) nur ein sog. sf-Bewertungsprozess Y  ( )T M  {XT  AT} für die endfälli-

gen sf-duplizierbaren Zahlungsprofile und nicht ein Bewertungsprozess für die L-duplizier-
baren Zahlungsprofile gewonnen werden kann. Aber dennoch folgt aus der Existenz eines 
Bewertungsvektors YT  AT bzw. der Gültigkeit des LOPsfT auch die Gültigkeit des allge-

meinen LOP für die Zahlungsprofile X  L(HN) (siehe Abschnitt 5.3.2).        

Vielfalt der Bewertungsvektoren im Einperiodenmodell mit LOP  
Analog zur Existenz und Vielfalt der Bewertungsprozesse und Diskontierungsprozesse für 
die allgemeinen Zahlungsprofile X  W (siehe Abschnitte 3.5.1 und 3.6.1 mit Satz 3.8 und 

Satz 3.9) und zur Existenz und Vielfalt der Bewertungsvektoren und der Diskontvektoren 
für die endfälligen sf-duplizierbaren Zahlungsprofile X  W(T) (Abschnitte 5.3.8 und 

5.3.10) erhält man hier im Einperiodenmodell entsprechende Aussagen.  

Für das Mehrperiodenmodell (T  ) der allgemeinen Zahlungsprofile X  W findet man 

in Abschnitt 3.3.3 die Charakterisierung des LOP durch die Existenz eines Bewertungspro-
zesses Ψ mit den Preisgleichungen (PGΨ) für die L-duplizierbaren Zahlungsprofile X
 L(HN) und durch die Existenz eines normierten M-Normalenvektors Ψ:    

LOP  A = {Ψ  W : (PGΨ) ΨTL(h) = v0(h)  h  HN}  

 M1 = M   {X0 = 1}  .  

Für die Menge A erhält man im Abschnitt 3.3.3 noch die Darstellungen   

A = L*–1({b}),  

A = M1 im Fall i) (AWSδ) 0S   0,  

A = M  ( )  im Sonderfall ii) 0S   = 0.   

Für das Mehrperiodenmodell der endfälligen Zahlungsprofile X  W(T) findet man die 

Charakterisierung des zu LOP äquivalenten LOPsfT durch die Existenz eines Bewertungs-
vektors ΨT mit den Preisgleichungen (PGΨT) für die sf-duplizierbaren Zahlungsprofile XT

 VT = ( )sf
T NV H  in Abschnitt 5.3.3. Demnach gilt das LOPsfT in VT genau dann, wenn die 

Menge AT der Bewertungsvektoren nichtleer ist:  
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LOPsfT  AT = {ΨT  Ω : (PGΨT) ΨT
TVT(h) = r0(h)  h  sf

NH }  .   

Für die Menge AT erhält man in Abschnitt 5.3.8 noch die Darstellung   

AT  = T + *ker sf
TV (T  AT  MT

) 

und unter der Voraussetzung (ZVU) die Darstellungen  

AT  = 0

T
M  = T

M  {(XT) = 0} 

 = * 1sf
TV  ({c}) (c := * ( )sf

T TV Y  mit YT  0

T

M ). 

Speziell im Einperiodenmodell (T = 1) sind nach Beweisteil 12a des folgenden Hilfssatzes 
6.2 für Ψ1  K die beiden Gleichungssysteme (PGΨ1)  (PGΨ1

TV1) und (PGΨ1
TDT) zuein-

ander äquivalent:  

(PGΨ1)  (PGΨ1
TV1) Ψ1

TV1(h) = v0(h) = r0(h)  h  sf
NH  = {h  2N : L0(h) = 0}   



(PGΨ1
TDT)  1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N.  

Demzufolge wird die Menge A1 der Bewertungsvektoren für die mittels V1 sf-duplizierba-

ren bzw. für die DT-duplizierbaren Zahlungsprofile X1  V1 =  1( )sf
NV H  = DT(N) (Begrün-

dung von V1 = DT(N) in Abschnitt 6.2.1) beschrieben durch      

A1  = {Ψ1  K : (PGΨ1
TV1) Ψ1

TV1(h) = r0(h)  h  sf
NH }   

  = {Ψ1  K : (PGΨ1
TDT) 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N}.   

Gemäß der oben in Beweisteil 1 bewiesenen Charakterisierung des LOP durch die Existenz 
eines Bewertungsvektors Ψ1 mit den Preisgleichungen (PGΨ1

TDT) ist das LOP und auch je-
de der weiteren unten noch extra für das Einperiodenmodell formulierten Versionen dieses 
Gesetzes genau dann gültig, wenn die Menge A1 der Bewertungsvektoren nichtleer ist:   

LOP  A1  .  

Im Einperiodenmodell wird das LOP also wie im Mehrperiodenmodell der endfälligen Zah-
lungsprofile charakterisiert durch die Existenz eines Bewertungsprozesses (A  ) und 

durch die Existenz eines Bewertungsvektors (A1  ).  

Nach Abschnitt 5.3.8 erhält man für A1 die Darstellung als Minkowski-Summe eines fest 

gewählten Bewertungsvektors 1  A1 und des linearen Unterraums *
1ker sfV  = ker D

( M1
), wobei diese Darstellung auch ohne die Voraussetzung (AWSδ) gilt.  

Außerdem ist A1 nach Beweisteil I „24) DΨ1 = S0  11) (PGΨ1
TDT)” des nachfolgenden 

Satzes 6.3 auch die D-Urbildmenge von S0: A1 = D-1({S0})  D-1([S0]) = M1
.     

Weiter folgt mit der Voraussetzung (ZVU) von Abschnitt 5.3.5 hier für T = 1:   

(AWSδ)  0S   0 = (0,…,0)T  N 15,

(AWS) 0S  0 = (0,…,0)T  N ,

15  Die Voraussetzung (AWSδ) 0S   0 bzw. 0S   = S0 + 0 


 0 folgt wegen 0 ≥ 0 auch schon aus 

der Voraussetzung (AWS) S0  0 bzw. S0 


 0.   
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(DPsfT1Ω+)  1Ω = V1(k)  V1  mit k  sf
NH  = 2N  {L0(h) = 0}  

und 0 := v0(k) = r0(k)  > 0      
oder mit der stärkeren Voraussetzung16 der Existenz eines Numéraires B mit deterministi-
schem BT = B1, d. h. hier eines insgesamt deterministischen Numéraires B = (B0,B1)T, nach 
Abschnitt 5.3.8 für die Menge A1 noch die Übereinstimmung mit dem affinen Unterraum 

0

1
M . Diese Übereinstimmung ergibt sich auch aus der Unterraumidentität D-1({S0}) 

= 0

1
M  nach dem folgenden Hilfssatz 6.2, 12 unter der Voraussetzung (ZVU).  

Außerdem ergibt sich unter der Voraussetzung (ZVU) bei gültigem LOP nach Hilfssatz 

5.11, I, 11 von Abschnitt 5.3.6 (T = 1) aus der Unterraumidentität * 1
1 ({ })sfV c  = 0

1
M  (c

= (c0,c1)T := *
1 1( )sfV Y  sf

NH  mit Y1 0

1 )M  für A1 noch eine weitere Urbilddarstellung.    

Darstellungen der Menge A1 der Bewertungsvektoren:

A1 = 1 + *
1ker sfV  = 1 + ker D ( M1

)  (aff. Unterr. m. add. Zerleg.) 

A1  = D-1({S0}) ( M1
) (D-Urbild-Darstellung).       

Unter der Voraussetzung (ZVU) gilt noch  

A1  = 0

1
M  = M1

  {(X1) = 0}  (Gleichungsdarstellung) 

 = * 1
1 ({ })sfV c ( *

1
sfV -Urbild-Darstellung).  

Die Berechnung eines Bewertungsvektors Ψ1 erfolgt durch die Lösung des linearen Glei-
chungssystems DΨ1 = S0 mit der N  K-Koeffizientenmatrix D. Die Menge A1 aller Bewer-

tungsvektoren Ψ1  K ist als Lösungsmenge17 D-1({S0}) des inhomogenen linearen Glei-
chungssystems DΨ1 = S0 ein affiner Unterraum des K, der gegeben ist durch die oben be-
reits angegebene Minkowski-Summe    

A1 = Ψ1‘ + ker D

mit einem speziellen Bewertungsvektor Ψ1‘ und dem Kern ker D = {DX1 = 0} der linearen 
Abbildung D : K  N. Die zu diesem nichtleeren affinen Unterraum gehörige Richtung 
(der Translationsunterraum mit den Verbindungsvektoren des affinen Unterraums) ist der 
lineare Unterraum ker D. Demnach gilt folgende Aussage hinsichtlich der Maximalanzahl 
affin unabhängiger18 Bewertungsvektoren (siehe entsprechende Aussage in Abschnitt 5.3.8 
für das Mehrperiodenmodell der endfälligen Zahlungsprofile):   

Die Maximalzahl affin unabhängiger Bewertungsvektoren im Einperiodenmodell mit 
LOP ist p + 1, wenn p := dim ker D = K - Rang D die Dimension des Unterraums ker D ist.  

Charakterisierung eines vollständigen Einperiodenmodells mit LOP  
In einem Einperiodenmodell mit gültigem LOP ist eine Lösung Ψ1 von DΨ1 = S0, d. h. ein   

Ψ1  Ψ1‘ + ker D

16  Dass die Existenz eines Numéraires B mit deterministischem BT auch die Bedingung (ZVU) bein-
haltet, wird in Abschnitt 5.3.5 bei den Ausführungen zum Preis von 1Ω gezeigt.   

17  Literatur zur Struktur der Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Wagner (1981), 
S. 99–104. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist definiert durch die Dimension des Spaltenraums.    

18  Literatur zur Definition der affinen Unabhängigkeit, linearen Unabhängigkeit, einer Basis und der 
Dimension eines Vektorraums: Lexikon der Mathematik, Bd. 1 (2000), S. 29, 169, 419, Bd. 3 
(2001), S.287f.       
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mit einer speziellen Lösung Ψ1‘ von DΨ1‘ = S0, genau dann eindeutig bestimmt, wenn 
p := dim ker D = 0, also nach der obigen Charakterisierung der Vollständigkeit (VS) in Ab-
schnitt 6.2.1 das Marktmodell auch noch vollständig ist:19

(LOP) , (VS) 1 Ψ1  K mit DΨ1 = S0

 A1 = 1.     

Eine grafische Darstellung der Unterraumstrukturen in den Räumen 2N und 1+K bzw. in 
N und K für ein vollständiges Marktmodell mit gültigem LOP wird in Abbildung 6.2 b in 
Abschnitt 6.1 und Abbildung 6.6 b in Abschnitt 6.2.2 gegeben.   

Spezielle Unterräume von N und K

Zur Formulierung und Begründung weiterer Charakterisierungen der Begriffe Law of One 
Price und Arbitragefreiheit in den niedrigerdimensionalen Räumen N, K und  werden 
noch die folgenden Unterräume von N bzw. K und Orthanten von K verwendet und der 
Hilfssatz 6.2 mit Beziehungen für diese Unterräume hergeleitet:   

[S0] := lin {S0},    [S0] = ker S0
T;    

M1 := 0(ker )D ST T  DT(N),  M1
  DT(N) = ker D,      

U1 := [U1] = lin {U1}  DT(N) mit U1 := DTS0,  U1
  DT(N) = ker D,          

0
K



  = {X1  K : X1  0 , X1  0},  0
K
  = {X1  K : X1 > 0}.  

Im nachfolgenden Satz 6.3 wird dabei noch die mathematisch-technische Voraussetzung  
U1 := DTS0  0  

bzw. S0  ker DT verwendet, um die Äquivalenz des LOP mit dem Auftreten des trivialen 
Durchschnitts der Unterräume U1 und M1 beweisen zu können (siehe Beweisteil C von 

Satz 6.3). Eine alternative Aussage könnte auch den eindimensionalen Unterraum V0

= 0 ( )sf
NV H  = E1 = lin 1Ω (Voraussetzung (AWSδ)) anstelle von U1 verwenden.    

Hilfssatz 6.2 Lagebeziehungen einiger Unterräume von K und N

Im Marktmodell sei für die Aussage 7) die mathematisch-technische Voraussetzung  
(AWS)  S0  0 = (0,…,0)T  N

erfüllt. Für die Aussage 11) sei die Voraussetzung   
(DPsfT1Ω+)  1Ω = DTk1 mit k1  N und 0 := S0

Tk1 > 0   
von Abschnitt 5.3.5 gesichert. Für die Aussage 12) seien (AWS), (AWSδ), (DPsfT1Ω+), al-
so insgesamt insgesamt die Voraussetzung (ZVU) oder spezieller die Voraussetzung eines 
Numéraires B mit deterministischem B1 gesichert. Für die oben angegebenen Unterräume in 
N und K gelten dann die folgenden Beziehungen:  

1)  U1
 = D-1([S0])  

2)  ker D  U1


3)  D(U1
) = [S0]  D(K) = ker S0

T  D(K)  

4) DT(N) = U1 + M1

5)  D-1([S0]) = M1


19  Diese Charakterisierung eines vollständigen Marktmodells mit gültigem LOP findet man bei 
Kremer (2011), S. 31 (Satz 1.29).  
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6)  D(M1
)  [S0]  

7)  S0  D(M1)     (Vorauss. S0  0) 

8)  D(K) = D(M1)  D(M1
)    

9)  D(M1
) = [S0]  D(K)               

10)  ker D  = M1
  U1



11) ker D  = M1
  {(X1) = 0} =: M1

0 (DPsfT1Ω+) 

12) D-1({S0}) = M1
  {(X1) = 0} =: 0

1

M (ZVU) 

Beweis des Hilfssatzes:     

1) U1
 = D-1([S0]):  

Für die Hyperebene U1
 gilt  

U1
 = {X1  K : U1

TX1 = S0
TDX1 = 0}  

= {X1  K : DX1  ker S0
T}  

= D-1(ker S0
T) = D-1([S0]).    

2) ker D  U1
:  

Wegen O  ker S0
T = [S0] gilt auch ker D = D-1(O)  D-1([S0]) = U1

, also stets die Inklusion   

ker D  U1
.       

Ein 2. Beweis schließt aus der Inklusion U1 = [U1] = [DTS0] = DT([S0])  DT(N) die umgekehrte In-

klusion der orthogonalen Komplemente ker D = DT(N)  U1
.     

3) D(U1
) = [S0]  D(K) = ker S0

T  D(K):  

Aufgrund der in 1) bewiesenen Darstellung U1
 = D-1([S0]) gilt die triviale Inklusion D(U1

) 

 [S0]  D(K). Für die umgekehrte nichttriviale Inklusion „“ schließt man für jedes h1 = DX1

 [S0]  D(K), X1  K, die Gleichung  
0 = S0

Th1 = S0
TDX1 = U1

TX1,  
also X1  U1

 und h1  D(U1
). Demnach gilt auch die Inklusion [S0]  D(K)  D(U1

) und ins-

gesamt  
D(U1

) = [S0]  D(K).                  

4) DT(N) = U1 + M1:  

Aus der Darstellung N = [S0]  [S0] folgt mit Hilfssatz 5.10, a von Abschnitt 5.3.6, DT([S0]) 
= [DTS0] = [U1] = U1 und DT([S0]) = M1 die Inklusion           

DT(N) = DT([S0]) + DT([S0])  
 = U1 + M1  DT(N),   

also die Übereinstimmung DT(N) = U1 + M1. Dabei ist U1 = lin U1 ein eindimensionaler Unterraum, 

wenn wie in Satz 6.3 U1 := DTS0  0 vorausgesetzt wird.  

Anmerkung: Bei der alternativen additiven Zerlegung  
DT(N) = V0 + M1

mit dem eindimensionalen Unterraum V0 := 0 ( )sf
NV H  = E1 = lin 1Ω werden die Voraussetzungen 

(AWSδ) 0S   0, (AWS) S0  0 und 1Ω  V1 = DT(N) oder die Voraussetzung eines Numéraires 

SN = B > 0 mit deterministischem B1, also hier eines deterministischen Numéraires B verwendet (siehe 
Abschnitt 5.3.5, Beweisteil f).    
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5) M1
 = D-1([S0]) und 6) D(M1

)  [S0]:   

Nach Beweisteil b von Abschnitt 6.2.1 ist 5) M1
 = D-1([S0]), damit 6)     

D(M1
)  [S0]  

und dim D(M1
)  1. 

7) a) [S0]  D(M1) = O bzw. b) S0  D(M1):   

Für jedes h1  D(M1)  [S0] ist h1  [S0], h1 = DZ1 mit Z1 = DTg1  M1 = DT(ker S0
T), g1  ker S0

T

= [S0],  
0 = h1

Tg1 = (DZ1)Tg1  = Z1
TDTg1 = Z1

TZ1,   
also wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts Z1 = 0 und h1 = DZ1 = 0. Demnach ist stets a) 
D(M1)  [S0] = O und mit der Voraussetzung (AWS) S0  0 dann noch b) S0  D(M1).     

8) D(K) = D(M1)  D(M1
):  

Aus M1  M1
 = K folgt nach Hilfssatz 5.10 a von Abschnitt 5.3.6   

D(K) = D(M1) + D(M1
),  

aus 6) D(M1
)  [S0] und 7a) [S0]  D(M1) = O (ohne die Voraussetzung AWS) folgt  

D(M1)  D(M1
)  D(M1)  [S0] = O,  

also insgesamt     
D(K) = D(M1)  D(M1

).  

9) D(M1
) = [S0]  D(K):  

Nach 6) D(M1
)  [S0] gilt D(M1

)  [S0]  D(K). Es ist also nur noch die umgekehrte Inklusion 

„“ zu zeigen. Dazu werden zwei Fälle unterschieden:  

Im Fall i) S0  D(K) hat man wegen 8) D(K) = D(M1)  D(M1
) für S0 die Darstellung  

S0 = h1 + g1 mit h1  D(M1) und g1  D(M1
).  

Nach 6) D(M1
)  [S0] ist g1 = S0 mit einem   , somit nach 7a)  

h1 = S0 - g1 = (1 - )S0  [S0]  D(M1) = O,  

h1 = 0, S0 = g1  D(M1
), [S0]  D(M1

) und insgesamt [S0] = D(M1
). Daraus ergibt sich auch

D(M1
) = [S0] = [S0]  D(K).       

In diesem Fall ist dann mit 8) noch D(K) = D(M1)  [S0]. Unter der Voraussetzung  (AWS) S0  0 

ist dann D(M1) eine Hyperebene des D-Bildraums D(K).   

Im Fall ii) S0  D(K) gilt neben der Inklusion D(M1
)  [S0]  D(K) auch noch die umgekehrte In-

klusion [S0]  D(K) = O  D(M1
), also insgesamt  

D(M1
) = [S0]  D(K) = O.  

In diesem Fall gilt dann noch wegen 8) D(K) = D(M1), sodass D(M1) mit dem gesamten D-Bildraum 

D(K) übereinstimmt. Anzumerken ist hier noch, dass gemäß der Charakterisierung des LOP von 
Satz 6.1 der Fall i) S0  D(K) die Gültigkeit des LOP und der komplementäre Fall ii) S0  D(K) die 
Ungültigkeit des LOP bedeutet.  

10) ker D = M1
  U1

:  

„“: Aus der Inklusion M1 := 0(ker )D ST T  DT(N) folgt die umgekehrte Inklusion für die orthogo-

nalen Komplemente: ker D = DT(N)  M1
. Außerdem gilt nach 2) ker D  U1

. Insgesamt folgt 

dann ker D  M1
  U1

.    

„“: Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus 6) D(M1
)  [S0] und 3) D(U1

)  [S0], da daraus mit 

Hilfssatz 5.10 a von Abschnitt 5.3.6   
D(M1

  U1
)  D(M1

)  D(U1
)  [S0]  [S0] = O

und somit M1
  U1

  ker D folgt. Insgesamt folgt dann die Übereinstimmung der Unterräume 
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ker D und M1
  U1

.   

Zum Beweis der nächsten beiden Aussagen 11) und 12) werden Ergebnisse von Abschnitt 6.2.1 und 
von Kapitel 5 (Hilfssatz 5.11, 7c und Satz 5.12, 20 u. 27) verwendet und daher weitere Vorausset-
zungen benötigt. Für 11) wird (AWSδ) und (DPsfT1Ω+) verwendet, für 12) (ZVU).   

11) ker D = M1
  E1

 = M1
  {(X1) = 0}:    

In Abschnitt 5.3.6 (Hilfssatz 5.11, 7c, Beweisteil D) wird für beliebiges T   die Übereinstimmung  

ker *sf
TV  = MT

  ET
 = MT

  {(XT) = 0} =: MT
0

begründet: Für deren Beweis wird die Voraussetzung (DPsfT1Ω+) 1Ω = VT(k)  VT mit 0 := v0(k) > 0 

oder die Voraussetzung eines Numéraires mit deterministischem BT verwendet. Für T = 1 lautet die 
Voraussetzung  

(DPsfT1Ω+): 1Ω = V1(k) = DTk1  V1 = DT(N) mit 0 := v0(k) = r0(k) = S0
Tk1 > 0.  

In Abschnitt 6.2.1 wird in Beweisteil c1) für das Einperiodenmodell außerdem die Übereinstimmung  

ker D = ker *
1
sfV

begründet. Insgesamt ergibt sich damit für das Einperiodenmodell  

ker D = ker *
1
sfV  = M1

  E1


= M1
  {(X1) = 0} =: M1

0.      

12) D-1({S0}) = M1
  {(X1) = 0}: 

a) Äquivalenz der beiden Preisgleichungssysteme (PGΨ1
TDT) und (PGΨ1

TV1):  
Zur besseren Unterscheidung der in Kapitel 5 und Kapitel 6 verwendeten Preisgleichungssysteme mit 
dem Bewertungsvektor Y1 = Ψ1  K wird das Gleichungssystem (PGYT) von Abschnitt 5.3.12 
(Satz 5.12, 27) für sf-Handelsstrategien h jetzt mit (PGΨ1

TV1) bezeichnet und das Gleichungssystem 
von Abschnitt 6.2.2 für die Portfoliovektoren h1 mit (PGΨ1

TDT). Es wird nun im Einperiodenmodell 
für Ψ1  K  die Äquivalenz der beiden Gleichungssysteme gezeigt:   

(PGΨ1
TDT) 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N ⇔

(PGΨ1
TV1) Ψ1

TV1(h) = v0(h)  h  sf
NH .  

 „⇒“: Es sei (PGΨ1
TDT) gültig. Für eine beliebige sf-Handelsstrategie h = (h0,h1)T  sf

NH

= {h  2N : L0(h) = 0} gilt S0
Th1 = r0(h) = v0(h) = 0 0S h T  und wegen (PGΨ1

TDT) dann  

Ψ1
TV1(h) = 1 1D h T T  = 0 1S hT  = v0(h),  

also (PGΨ1
TV1). Es gilt also stets die Schlussfolgerung (PGΨ1

TDT) ⇒ (PGΨ1
TV1).  

„⇐“: Es sei (PGΨ1
TV1) gültig. Für diese Beweisrichtung (PGΨ1

TV1) ⇒ (PGΨ1
TDT) werden die beiden 

Fälle i) 0S   0 und ii) 0S   = 0 unterschieden.  

Im Fall i) 0S   0 kann ein beliebig vorgegebener Portfoliovektor h1  N mit einem Portfoliovektor 

h0 als Lösung der stets lösbaren Gleichung L0(h) = 0 bzw. 0 0S h T  = S0
Th1 (Voraussetzung 0S   0) zu 

einer sf-Handelsstrategie h = (h0,h1)T  sf
NH  = {L0(h) = 0} ergänzt werden. Mit (PGΨ1

TV1) folgt dann  

1 1D h T T  = Ψ1
TV1(h) = v0(h) = 0 0S h T  = S0

Th1, 

also (PGΨ1
TDT).  

Im Sonderfall ii) 0S   = S0 + 0 = 0 ist wegen S0 ≥ 0, 0 ≥ 0 auch S0 = 0 und daher  

L0(h) = v0(h) - r0(h) = 0 0S h T  - 0 1S hT  = 0  h  HN = 2N.  

Demnach gilt in diesem Fall sf
NH  = HN  {L0(h) = 0} = 2N, sodass ein beliebig vorgegebener Portfo-

liovektor h1  N zusammen mit einem beliebigen Portfoliovektor h0  N eine sf-Handelsstrategie h

= (h0,h1)T  sf
NH  liefert. Mit dieser sf-Handelsstrategie h und mit (PGΨ1

TV1) folgt dann  
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1 1D h T T  = Ψ1
TV1(h) = v0(h) = r0(h) = S0

Th1, 

also (PGΨ1
TDT).      

b) Beweis der Mengenidentität D-1({S0}) = 0

1
M :  

Die Inzidenz  
Ψ1  D-1({S0})  

ist äquivalent zur Preisgleichung (PGΨ1
TDT): Dies ergibt sich aus der oben in Satz 6.1 angegebenen 

Äquivalenz des LOP zur Inzidenz und zur Preisgleichung oder nach Beweisteil I „11)  24)“ vom 
nachfolgenden Satz 6.3. Die Preisgleichung (PGΨ1

TDT) ist nach dem vorhergehenden Beweisteil 
12 a) äquivalent zur Preisgleichung (PGΨ1

TV1). Letztere ist nach Beweisteil J, b) „27)  20)“ (T = 1) 
von Satz 5.12 in Abschnitt 5.3.12 unter Voraussetzung von (ZVU) oder eines Numéraires B mit de-
terministischem B1 wiederum äquivalent zur Inzidenz  

Ψ1  0

1
M  = M1

  {(X1) = 0},  

wobei 0 = v0(k) > 0 der Startkapitaleinsatz einer sf-Duplikationsstrategie k von 1Ω = (1,…,1)T  K

ist. Es ist also  D-1({S0}) = 0

1
M  und dann auch D( 0

1
M ) = {S0}.   

Weitere Charakterisierungen des LOP  

Satz 6.3 Weitere Charakterisierungen des Law of One Price im Einperiodenmodell 
mit den Räumen N und K

Für die Aussagen mit den Bedingungen 22), 25 – 27) sei die mathematisch-technische Vo-
raussetzung  
(AWS)  S0  (0,…,0)T  N

erfüllt. Für die Aussagen zu den Bedingungen 12) – 18) sei die stärkere Voraussetzung  
U1 := DTS0  (0,…,0)T  K

gesichert. Für die Aussage mit der Bedingung 28) sei neben (AWS), (AWSδ) 0S   0 noch 

die Voraussetzung  
(DPsfT1Ω+)  1Ω = DTk1 mit k1  N und 0 := S0

Tk1 > 0,  
also insgesamt (ZVU) von Abschnitt 5.3.5, oder spezieller die Existenz eines Numéraires B

mit deterministischem B1 erfüllt. Weiter sei sf
NH  = 2N  {L0(h) = 0} der Unterraum der 

selbstfinanzierenden Handelsstrategien. Das Law of One Price gilt im Einperiodenmodell 
genau dann, wenn eine der folgenden zueinander äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:  

1)  (LOP)   X  L(2N) ist 0( )V h = 0 0S h T  konstant  h  2N mit Lh = X

2)  (LOP1)   X  L(2N) ist R0(h) = 0 1S hT  konstant  h  2N mit Lh = X

3) (LOPsf)   X = (0,X1)T  L( sf
NH ) ist V0(h) = 0 0S h T  konst.  h  L-1({X})  

4)  (LOP1sf)   X = (0,X1)T  L( sf
NH ) ist R0(h) = 0 1S hT  konst.  h  L-1({X})   

5)  (LOPsfT)   X1  V1(
sf
NH ) ist V0(h) = 0 0S h T  konst.  h  sf

NH  V1
-1({X1})   

6)  (LOP1sfT)  X1  V1(
sf
NH ) ist R0(h) = 0 1S hT  konst.  h  sf

NH  V1
-1({X1})  

7)  (LOPDT)   X1  DT(N) : 0 1S hT  konstant  h1  N mit DTh1 = X1

8)    X1  DT(N):  0 1S hT  konstant  h1  N mit DTh1 = X1

9)  ker DT  ker S0
T = [S0] (Inklusion der Kerne, z. B. bei injektivem DT) 

10)  S0  ker DT (Orthogonalität von S0 u. ker DT) 
11)  S0  D(K) = (ker DT) (S0 ist D-Bild) 
12)  U1  M1 = O (trivialer Durchschnitt von U1 und M1) 
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13)  U1  M1 (Nichtinklusion) 

14) M1
  U1

 (Nichtinklusion) 

15)  M1 ist eine Hyperebene von DT(N)    (Unterraumstruktur von DT(N))   

16) DT(N) = U1  M1 (DT(N) als direkte Summe)   

17)  ker D ist eine Hyperebene von M1
 (Unterraumstruktur von M1

)   

18)   Ψ1  M1
 \ ker D mit M1

 = ker D  lin Ψ1 (nichtleere Differenz) 

19)   Ψ1  K mit DΨ1 = S0 (D-Urbild von S0) 
20) 1 1  DT(N) mit D1 = S0 (DT-duplizierbares D-Urbild von S0) 
21)  1  DT(N)  M1

 \ ker D (DT-duplizierbarer M1-Normalenvektor) 

22)  D(M1
) = [S0]  O (Eindimensionalität von D(M1

)) 

23)  D(K) = [S0]  D(M1)          (D(K) als direkte Summe) 

24)  (PGΨ1
TDT)  Ψ1  K mit 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N  (Bew.vekt. m. Preisgl.) 

25)  (KPGΨ1
TDT)   Ψ1  K \ ker D  mit 1 1D g T T  = 0  g1  [S0]     (M1-Norm.vekt.) 

26)    Ψ1  K \ ker D  mit Ψ1
TZ1 = 0  Z1  M1 (M1-Norm.vekt.) 

27)    Ψ1  M1
 \ ker D (nichtleere Differenz) 

28)    Ψ1  M1
  {(X1) = 0} =: 0

1
M  (-norm. M1-Normalenvekt.) 

Erläuterungen zum Satz 6.3 und den nachfolgenden Abbildungen  
Der Beweis des Satzes 6.3 erfolgt im Anschluss an diese Erläuterungen und die Abbildun-
gen. Bei den im Satz aufgeführten Charakterisierungen des Law of One Price werden nicht 
nur lineare Gleichungen für die Portfoliovektoren h1  N und h1  ker S0

T bzw. Preisglei-
chungen für die zugehörigen duplizierten Zahlungsprofile, sondern auch Struktur und Lage-
beziehungen für bestimmte Unterräume von N und K angegeben. Der Vorteil der Charak-
terisierungen mittels der Vektorunterräume besteht darin, dass sie beispielsweise durch die 
nachfolgende Abbildung 6.5 geometrisch visualisiert werden können. Andererseits kann ei-
ne geometrische Veranschaulichung auch eine Quelle für Vermutungen über weitere neue 
Ergebnisse liefern.  

Allgemein lässt sich der Vektorraum K der stochastischen Zahlungsprofile X1 darstellen 
als direkte Summe der Unterräume DT(N) und ker D und als direkte Summe von M1 und 

M1
. Dabei liegt stets M1 in DT(N) und ker D in M1

. In der Abbildung 6.5 b) ist darge-

stellt, dass bei ungültigem LOP sowohl der Unterraum M1 der NE-Zahlungsprofile mit dem 

Unterraum DT(N) der DT-duplizierbaren Zahlungsprofile X1 als auch der Unterraum M1


mit dem Unterraum ker D zusammenfällt. Jedes DT-duplizierbare Zahlungsprofil X1 = DTh1

 DT(N) ist dann auch ein NE-Zahlungsprofil (Nulleinsatz-Zahlungsprofil) Z1  M1 und 

entspricht somit bijektiv einem NE-Geschäft Ẑ = (0,Z1)T  M(1) = M  {X0 = 0}, bei des-

sen L-Duplizierung sowohl der Startkapitaleinsatz V0(h) als auch der Reinvestitionswert 
R0(h) den Wert Null haben.          

In der Abbildung 6.5 a) sieht man dagegen, dass mit der Einstellung des LOP im Marktmo-
dell der Unterraum M1 um eine Dimension kleiner ausfällt als der Unterraum DT(N) und 

der Unterraum M1
 um eine Dimension größer wird als ker D. Der DT-Bildraum DT(N) ist 

dann die direkte Summe des Unterraums M1 und des eindimensionalen Unterraums U1:   
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DT(N) = U1  M1.      

Im nachfolgenden Beweisteil C, b von Satz 6.3 wird erklärt, dass der triviale Durchschnitt 
U1  M1 = O der Unterräume U1 und M1 bedeutet, dass jedes DT-duplizierbare Zahlungs-

profil X1 = DTh1  DT(N) nur eine einzige additive Zerlegung  
X1 = Y1 + Z1  U1 + M1

mit Y1  U1 und Z1  M1 besitzt. Ebenfalls wird dort gezeigt, dass die Einzigkeit dieser ad-

ditiven Zerlegung von X1 bedeutet, dass der Wert S0
Th1 für alle Duplikationsstrategien h1

von X1 eindeutig bestimmt, also das (LOPDT) gilt. X1 wird somit zerlegt in ein indifferentes 
(mit dem Preis Null neutral bewertetes) NE-Zahlungsprofil Z1  M1 und ein im eindimen-

sionalen Unterraum U1 = [U1] gelegenes Bewertungs-Zahlungsprofil 

Y1 = U1 = ((X1)/(U1))U1,  
das den Preis (X1) von X1 liefert. Diese Eigenschaft wird auch noch in Abschnitt 4.2 bei 
der Interpretation der Bewertung mittels des Duplizierungskonzeptes (mit Beur-
teilungskurve und indifferentem Supplement) verwendet.     

Mit der Einengung von M1 auf eine Hyperebene des Raums DT(N) vergrößert sich im Ge-

genzug das orthogonale Komplement M1
 ausgehend von ker D genau um eine Dimension 

und enthält dann einen Vektor   
Ψ1  M1

 \ ker D.    

sodass M1
 die direkte Summe des Unterraums ker D und des eindimensionalen Unter-

raums lin Ψ1 ist:  
M1

 = ker D  lin Ψ1.     

Der Unterraum ker D ist dann eine Hyperebene von M1
. Für diesen Vektor Ψ1 kann nach 

Beweisteil G o. E. DΨ1 = S0 angenommen werden. Für jedes feste Zahlungsprofil X1

 DT(N) berechnet sich dann für alle DT-Duplikationsstrategien h1 von X1 (mit DTh1 = X1) 

der Wert der auf N definierten deterministischen linearen Nutzenfunktion h1 # 0 1S hT  als 

das Skalarprodukt Ψ1
TX1 von Ψ1 und X1, also nur abhängig von X1 und unabhängig von der 

Wahl einer speziellen Duplikationsstrategie h1:  

0 1S hT  = (DΨ1)Th1 = Ψ1
TDTh1 = 1 1X T .  

Da dieser Wert 0 1S hT  mit dem Preis ˆ( )X  des zugehörigen endfälligen L-duplizierbaren 

Zahlungsprofils X̂  = (0,X1)T  L(2N) übereinstimmt, wird er auch als Preis (X1) von X1

bezeichnet. Durch die Linksmultiplikation mit dem Zeilenvektor Ψ1
T kann also aus der ein-

deutigen additiven Zerlegung  
X1 = ((X1)/S0

TS0)U1 + Z1 (U1 = DTS0, Z1  M1)  

(siehe Beweisteil C, b) von X1 der Preis (X1) von X1 gewonnen werden:  
Ψ1

TX1  = ((X1)/S0
TS0)Ψ1

TDTS0 + Ψ1
TZ1

  = ((X1)/S0
TS0)S0

TS0 + 0      (Ψ1
TDT = S0

T) 
  = (X1).  

Demzufolge ist die mit dem Bewertungsvektor Ψ1 auf ganz K definierte Linearform (das 

lineare Funktional) (X1) = 1 1X T  eine lineare Nutzenfunktion, die aber nur auf DT(N) 

den Preis von X1 = DTh1  DT(N) gemäß der Preisgleichung20

20  Preisgleichungen werden verwendet bei Kremer (2011), S. 29, 171, 175, 176; (2017), S. 31, 72.  
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(PGΨ1
TDT)  1 1D h T T  = 0 1S hT

liefert. Die dabei indifferent mit dem Preis (Z1) = 0 bewerteten Zahlungsprofile sind genau 
die NE-Zahlungsprofile Z1  M1 = DT(S0

). Der Wert (X1) = Ψ1
TX1 des Preisfunktionals 

ist auf DT(N) auch unabhängig von der Wahl des Lösungsvektors des Gleichungssystems 
DΨ1 = S0. Für einen beliebigen Bewertungsvektor  

Ψ1  D-1({S0}) = Ψ1‘ + ker D
(mit einer speziellen Lösung Ψ1‘ von DΨ1 = S0) ist nämlich der Wert (X1) = Ψ1

TX1 eines 
Zahlungsprofils X1 = DTh1  DT(N) gleich dem Wert Ψ1‘TX1, der mit dem speziellen Be-
wertungsvektor Ψ1‘ berechnet wird:  Für Ψ1 = Ψ1‘ + χ1, χ1  ker D, gilt    

Ψ1
TX1  = Ψ1

TDTh1 = (DΨ1)Th1

  = (DΨ1‘ + Dχ1)Th1

  = (DΨ1‘)Th1 = Ψ1‘TDTh1

  = Ψ1‘TX1.      
Bei gültigem LOP erhält man also durch (X1) = Ψ1

TX1 mit beliebigem Ψ1  D-1({S0}) ein 
auf DT(N) eindeutig bestimmtes Bewertungsfunktional

 : DT(N)  .   

Weiter ist in den Abbildungen 6.5 b) und a) ersichtlich, dass mit der Einstellung des LOP 
sich im Vektorraum N  das D-Bild D(M1

) vergrößert. Durch die Hinzunahme des Vek-

tors  
DΨ1 = S0 ( 0) 

wächst es vom Nullraum O aus auf den eindimensionalen Unterraum [S0] = lin S0. Mit der 
Aufnahme von [S0] als  D(M1

) in den D-Bildraum D(K) verkleinert sich im Gegenzug 

wegen der Dimensionserhaltung von D(K) und wegen des stets gültigen Verdrängungsef-
fekts von [S0] auf D(M1)) (Hilfssatz 6.2, 7: [S0]  D(M1) = O) das D-Bild D(M1) ausgehend 

von D(K) genau um eine Dimension auf eine Hyperebene von D(K). Der gesamte D-
Bildraum D(K) ist dann die direkte Summe des Unterraums D(M1) und des eindimen-

sionalen Unterraums [S0]:  
D(K) = D(M1)  [S0].  

Der damit vorliegenden Inklusion [S0]  D(K) entspricht die umgekehrte Inklusion der 
zugehörigen orthogonalen Komplemente:  

ker DT = D(K)  [S0] = ker S0
T.     

Diese Bedingung ker DT  ker S0
T bedeutet, dass das spezielle Null-Zahlungsprofil X1

= DTg1 = 0  K (g1  ker DT) nur als ein NE-Zahlungsprofil DTg1  DT(ker S0
T) = M1

nachgebildet werden kann, also nur mittels einer Handelsstrategie g1 mit dem Reinvesti-
tionswert S0

Tg1 = 0 dupliziert werden kann (g1  ker S0
T). Ein Spezialfall für die Gültigkeit 

des LOP ist der Fall, dass die lineare Abbildung DT injektiv ist: Aus ker DT = O folgt näm-
lich ker DT = O  ker S0

T und damit das LOP. In diesem Spezialfall besitzt jedes DT-
duplizierbare Zahlungsprofil X1 = DTh1  DT(N) nur eine einzige Duplikationsstrategie h1. 
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a) LOP gültig: 

b) LOP ungültig:  

Abb. 6.5 Die verschiedenen Unterräume und Urbildmengen in N und K, der schwach positive 

Orthant 0
K



  von  K und die linearen Abbildungen DT, D, S0
T und S0: a) bei gültigem 

LOP mit Bewertungsvektor Ψ1 bzw. bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) mit Dis-
kontvektor  1; b) bei ungültigem LOP           
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D  
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ker D
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Ψ1
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ker S0
T
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T
h1 0} 
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ker D
T

{S0
T
h1 < 0} 

h1

X1 = D
T
h1

DT(N)  

D(M1) 

U1
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M 1V0
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D  
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T
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h1
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D(K) = D(M1) DT(N) = M1

X1

U1


ker D = M1
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a) VS und AF gültig:  

b) VS und LOP gültig:  

c) VS gültig und LOP ungültig:  

Abb. 6.6 Die verschiedenen Unterräume und Urbildmengen in N und K, der schwach positive 

Orthant 0
K



  von  K und die linearen Abbildungen DT und D bei vollständigem Markt-

modell und  a) bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) mit Diskontvektor 1, b) bei gülti-
gem LOP mit Bewertungsvektor Ψ1, c) bei ungültigem LOP     
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Beweis des Satzes 6.3 mit den Charakterisierungen des LOP: 
Die Äquivalenz der verschiedenen Formulierungen 1) – 7) des LOP wurde im vorhergehenden Text 
schon begründet.  

A) 7) (LOPDT)  8)  9) ker DT  ker S0
T  10) S0  ker DT  11) S0  D(K): 

Die Äquivalenz der Bedingungen 7), 9), 10) und 11) wurde oben schon aus den entsprechenden Aus-
sagen des Mehrperiodenmodells abgeleitet. Es wird jetzt noch eine Begründung innerhalb der Räume 
N und K des Einperiodenmodells angegeben.  

a) 7) (LOPDT)  8)  9) ker DT  ker S0
T:  

Das (LOPDT) bedeutet, dass für jedes X1  DT(N) für alle DT-Duplikationsstrategien k1

 (DT)-1({X1}) von X1 der Wert 0 1S kT  konstant ist. Insbesondere existiert dann auch ein festes X1

 DT(N) ( ), sodass der Wert 0 1S kT  aller seiner Duplikationsstrategien k1 konstant ist (Bed. 8). 

Mit einer speziellen Duplikationsstrategie h1 für dieses feste X1 ist die Gesamtheit der Duplikations-
strategien von X1 durch  

k1 = h1 + f, f  ker DT,  
gegeben. Die Bedingung 8)  

S0
Th1 = S0

Tk1 = S0
Th1 + S0

Tf  k1  (DT)-1({X1})   
ist gleichbedeutend zur Bedingung  

S0
Tf = 0 bzw. f  ker S0

T  f  ker DT

und somit zur Inklusion ker DT  ker S0
T (Bed. 9).  

Eine weitere Begründung für 7) ⇒ 9): Wählt man speziell X1 = 0  DT(N), so ist wegen (LOPDT) 
S0

Tk1 konstant für alle k1  (DT)-1({0}) = ker DT, wegen 0  ker DT dann  
S0

Tk1 = S0
T0 = 0  k1  ker DT

und somit ker DT  ker S0
T.    

b) 9) ker DT  ker S0
T  7) (LOPDT): Umgekehrt folgt aus dieser Inklusion ker DT  ker S0

T auch, 
dass für ein beliebiges X1  DT(N) die Duplikationsstrategien h1 und k1 = h1 + f, f  ker DT, wegen f
 ker DT  ker S0

T denselben S0
T-Wert aufweisen:  

S0
Tk1 = S0

Th1 + S0
Tf = S0

Th1 + 0 = S0
Th1.   

Dies bedeutet die Gültigkeit von (LOPDT) und insbesondere auch die Aussage 8).    

c) 9) ker DT  ker S0
T  10) S0  ker DT  11) S0  D(K):     

Die Inklusion ker DT  ker S0
T = [S0] ist gleichbedeutend zur Inklusion   

[S0] = [S0]  (ker DT) = D(K),  
also zur Relation S0  ker DT (Bed. 10) und zur Inzidenz S0  D(K) (Bed. 11).       

B)  a) LOP gültig   22) D(M1
) = [S0]   23) D(K) = D(M1)  [S0].        

 b) LOP ungültig   D(M1
) = O  D(K) = D(M1):   

Der Beweis dieser Aussagen ergibt sich aus der in A) begründeten Äquivalenz von (LOPDT) zur In-
zidenz S0  D(K) (Bed. 11) und der Behandlung der beiden Fälle i) S0  D(K) und ii) S0  D(K) 
im Beweis von Hilfsatz 6.2, 9).             

C) 7) (LOPDT)  12) U1  M1 = O:            

a) „“: Für die Beweisrichtung 7) ⇒ 12) wird verwendet, dass nach A) das (LOPDT) äquivalent zur 
Inklusion 9) ker DT  ker S0

T ist. Für jedes Z1  U1  M1 (U1 = lin DTS0, M1 = DT(ker S0
T)) gibt es 

die beiden Darstellungen  
Z1 = DTS0 mit    und  
Z1 = DTg1 mit g1  ker S0

T = [S0].  
Daraus folgt  

DT(S0 - g1) = DTS0 – DTg1 = Z1 – Z1 = 0,  
mit 9)  

S0 - g1  ker DT  ker S0
T

und schließlich  
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0 = S0
T(S0 - g1) = S0

TS0.  
Wegen der Voraussetzung (AWS)  

S0  0 = (0,…,0)T  N

(dies folgt auch aus der weiter unten noch benötigten stärkeren mathematisch-technischen Vorausset-
zung U1 := DTS0  0) ergibt sich hieraus  = 0, Z1 = 0 und U1  M1 = O.   

b) „“: Für die Beweisrichtung 12) ⇒ 7) wird verwendet, dass der triviale Durchschnitt U1  M1 = O

äquivalent ist zur Aussage, dass es für jedes X1  U1 + M1 genau eine additive Zerlegung  

X1 = Y1 + Z1 mit Y1  U1, Z1  M1

gibt. Diese Aussage gilt allgemein für die Summe zweier Unterräume eines Vektorraums mit trivia-
lem Durchschnitt. Eine derartige Summe wird dann direkte Summe der Unterräume genannt.21 Es sei 
X1  DT(N) und h1  N eine beliebige DT-Duplikationsstrategie von X1. Für h1  N = [S0]  [S0]

hat man die Darstellung h1 = S0 + g1 mit    und g1  [S0] und damit für X1 die Darstellung       
X1 = DTh1 = DTS0 + DTg1 = Y1 + Z1  U1 + M1

mit Y1 = U1  U1, Z1 = DTg1  DT([S0]) = M1. Aufgrund der Einzigkeit dieser additiven Zerlegung 

von X1 und wegen der mathematisch-technischen Voraussetzung  
U1 := DTS0  0 = (0,…,0)T  K

(S0  ker DT bzw. 1 0( )kS S  T  0 für mindestens einen Index k  {1,…,K}) ist  = (X1) durch X1

eindeutig bestimmt. Demnach ist auch der Wert   
S0

Th1 = S0
TS0 + S0

Tg1 = S0
TS0 + 0 = S0

TS0

durch X1 für alle Duplikationsstrategien h1 von X1 eindeutig bestimmt. Es gilt also das (LOPDT).  
Diese einzige Zerlegung von X1 = DTh1 erhält man also durch      

X1 = U1 + Z1

mit dem eindeutig bestimmten  = S0
Th1/S0

TS0 = (X1)/S0
TS0 = (X1)/(U1) und dem ebenfalls ein-

deutigen Z1 = X1 - U1  M1.      

c) Anmerkung zur LOP-Charakterisierung durch den trivialen Durchschnitt U1  M1 = O: In Satz 

5.12, I 7) (hier für T = 1) wird eine alternative LOP-Charakterisierung durch  
V0  M1 = O

gegeben, bei welcher der eindimensionale Unterraum V0 = E1 = lin 1Ω die Stelle von U1 = lin U1 ein-

nimmt. Es wird dort die Voraussetzung von (ZVU) (= AWSδ, AWS und DPsfT1Ω+) oder die Existenz 
eines Numéraires B mit deterministischem BT verwendet.               

D) 12) U1  M1 = O  13) U1  M1  14) M1
  U1

:           

a) 12)  13): Der Durchschnitt U1  M1 = O bedeutet wegen der Voraussetzung U1  0 und der 

Eindimensionalität von U1 = lin U1, dass U1  M1 für alle   0 gilt bzw. dass U1  M1 nur für 

 = 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend dazu, dass es ein 1  0 mit 1U1  M1 gibt, dass also die Relation 

U1  M1 gilt.      

b) 13)  14): Aus U1  M1 folgt U1
  M1

 und umgekehrt aus U1
  M1

 auch U1 = U1
  M1



= M1.22 Damit ist auch die Relation U1  M1 äquivalent zu M1
  U1

.  

21  Literaturhinweise zur eindeutigen elementweisen additiven Zerlegung der direkten Summe sind in 
Beweisteil E) zu Satz 3.3 und Beweisteil E) zu Satz 5.12 angegeben. Ein Beweis wird in Beweis-
teil E) von Satz 3.3 durchgeführt.   

22  Die involutorische Eigenschaft für die Bildung des orthogonalen Komplements und Literatur 
hierzu wird bereits in einer Fußnote von Abschnitt 3.4.1 angegeben.  
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E) 12) U1  M1 = O  15) M1 ist eine Hyperebene von DT(N)  16) DT(N) = U1  M1: 

Mit dem Dimensionssatz23

dim (U1 + M1) + dim (U1  M1) = dim U1 + dim M1

für die endlichdimensionalen Unterräume U1 und M1 eines Vektorraums erhält man hier wegen   

DT(N) = U1 + M1

(siehe Hilfssatz 6.2, 4) und wegen der mathematisch-technischen Voraussetzung U1 = DTS0  0 bzw. 
dim U1 = 1  die Dimensionsgleichung  

dim DT(N) + dim (U1  M1) = 1 + dim M1.           

Demnach ist U1  M1 = O äquivalent zu dim M1 = dim DT(N) - 1, also wegen der Inklusion M1

= DT(ker S0
T)  DT(N) zur Hyperebenenstruktur von M1 in DT(N). Im Fall U1  M1 = O ist U1

= DTS0  M1 und DT(N) = U1  M1.     

Im Fall U1  M1  O dagegen gilt nach D) die Inklusion U1  M1 und dann die Übereinstimmung 

DT(N) = M1.   

F)  12) U1  M1 = O  17) ker D ist eine Hyperebene von M1


 18)  Ψ1  M1
 \ ker D  K mit M1

 = ker D  [Ψ1]:      

a) 12)  17): Für die direkten Summen M1  M1
 = K und ker D  DT(N) = K erhält man mit 

dem oben angegebenen Dimensionssatz die Dimensionsgleichungen  
dim K = dim M1  + dim M1

,    

dim K = dim ker D  + dim DT(N)      
und zusammen mit der in E) unter der Voraussetzung U1  0 angegebenen Dimensionsgleichung     

dim DT(N) - dim M1 = 1 - dim (U1  M1)  

schließlich   
dim M1

  = dim K - dim M1

= dim ker D + dim DT(N) - dim M1

= dim ker D + 1 - dim (U1  M1).   

Wegen dim (U1  M1)  dim U1 = 1 kann die Dimension des Durchschnitts U1  M1 nur den Wert 0 

oder 1 annehmen. Dies bedeutet aufgrund der Dimensionsgleichung auch, dass für die Dimension von 
ker D nur die Werte dim M1

 - 1 oder dim M1
 möglich sind, also der Unterraum  ker D von M1

 ei-

ne (lineare) Hyperebene von M1
 ist oder mit M1

 zusammenfällt. Dabei ist U1  M1 = O äquivalent 

zur Dimensionsgleichung dim ker D = dim M1
 - 1 für die Unterräume ker D und M1

, also wegen 

der in Hilfssatz 6.2, 10) angegebenen Inklusion ker D  M1
 zur Hyperebenenstruktur von ker D in 

M1
.  

b) 17)  18): Die Hyperebenenstruktur von ker D in M1
 ist wiederum äquivalent dazu, dass ein 

Vektor Ψ1  M1
 \ ker D existiert, mit dem M1

 die direkte Summe von ker D und dem eindimensi-

onalen Unterraum [Ψ1] =  lin Ψ1 ist:  
M1

 = ker D  [Ψ1]  mit einem Ψ1  M1
 \ ker D.      

Aus der Hyperebenenstruktur von ker D in M1
 folgt nämlich schon mit einem einzigen 

Ψ1  M1
 \ ker D für die Unterraumsumme ker D  [Ψ1] mittels der Dimensionsgleichung die Über-

einstimmung mit M1
. Umgekehrt folgt aus der Darstellung von M1

 durch diese direkte Summe mit-

tels der Dimensionsgleichung auch die Hyperebenenstruktur von ker D in M1
.   

23  Literaturhinweise zum Dimensionssatz für endlich erzeugbare Unterräume eines Vektorraums 
sind in einer Fußnote von Abschnitt 2.10.1 angegeben.  



6.2  Das Einperiodenmodell in der speziellen Darstellung     391 

G)  11) S0  D(K) bzw. 19)  Ψ1  K mit DΨ1 = S0

 18)  Ψ1  M1
 \ ker D (mit M1

 = ker D  [Ψ1]) 

 20) 1 1  DT(N) mit D1 = S0

 21)  1  DT(N)  M1
 \ ker D:        

a) 11) bzw. 19)  18): Falls ein Ψ1  K mit DΨ1 = S0 existiert, gilt nach Hilfssatz 6.2, 5) 
Ψ1  D-1([S0]) = M1

. Da nach Voraussetzung (AWS) S0  0 ist, gilt noch Ψ1  ker D und insgesamt 

Ψ1  M1
 \ ker D. Da nach Beweisteil F) unter der Voraussetzung U1  0 der Unterraum ker D ent-

weder Hyperebene von M1
 ist oder mit M1

 zusammenfällt, folgt hier noch, dass ker D eine Hyper-

ebene von M1
 und M1

 die direkte Summe von ker D und [Ψ1] ist.      

b) 18)  19): Für ein Ψ1  M1
 \ ker D gilt nach Hilfssatz 6.2, 6) DΨ1 = S0 mit einem reellen   0. 

Daher ist S0 = DΨ1/ = DΨ1‘ mit Ψ1‘= Ψ1/  M1
 \ ker D. Ohne Einschränkung kann also  = 1 und 

DΨ1 = S0 angenommen werden.     
Ein zweiter Beweis für die Aussage „19)  18)“ verläuft mittels I) und J).  

c) 19)  20): „“: Existenz: Falls es ein Ψ1  K mit DΨ1 = S0 gibt, erhält man wegen der orthogo-
nalen Zerlegung K = DT(N)  ker D von K für Ψ1 die additive Zerlegung  

Ψ1 = 1 + Y1  mit 1  DT(N), Y1  ker D
und für das zugehörige D-Bild die Gleichung            

S0 = DΨ1 = D1 + DY1 = D1.       
Somit ist S0 auch das D-Bild eines 1  DT(N).  
Unität: Dieses D-Urbild 1 von S0 in DT(N) ist eindeutig bestimmt: Für zwei D-Urbilder 1, 1‘ 
 DT(N) von S0 und deren Differenz Δ := 1 - 1‘  DT(N) gilt nämlich  

DΔ = D‘ - D = S0 - S0 = 0,                     
also Δ  DT(N)  ker D = O und 1 = 1‘.    
„⇐“: Umgekehrt ist ein D-Urbild 1  DT(N) ( K) von S0 auch ein in K liegendes D-Urbild Ψ1

von S0.   

d) 20)  21): Für dieses eindeutig bestimmte D-Urbild 1  DT(N) ( K) von S0 gilt wie für die 
anderen D-Urbilder von S0  0 in K nach Hilfssatz 6.2, 5) auch 1  D-1([S0]) \ ker D = M1

 \ ker D, 

also insgesamt   
1  DT(N)  M1

 \ ker D.   

e) 21)  20): Ein beliebiges 1  DT(N)  M1
 \ ker D liefert nach b) bzw. Hilfssatz 6.2, 6) im All-

gemeinen als D-Bild nur D1 = S0 mit   0. Erst nach der Normierung 1‘ = 1/ erhält man ein 
1‘  DT(N)  M1

 \ ker D mit dem D-Bild D1‘ = S0. Die Einzigkeit dieses 1‘ wurde bereits in c) 

gezeigt.      

f) Anmerkung: Bei der weiter unten in Abschnitt 6.2.3 noch folgenden Charakterisierung der Arbit-
ragefreiheit (AF) durch die Existenz eines positiven D-Urbilds Ψ1 von S0 kann aber bei der additiven 
Zerlegung von Ψ1 im Allgemeinen nicht auf die Positivität des eindeutig bestimmten DT-duplizierba-
ren D-Urbild 1  DT(N) von S0 geschlossen werden.           

H) 18)  Ψ1  M1
 \ ker D  22) D(M1

) = [S0]  O  23) D(K) = D(M1)  [S0]:        

a) 18)  22): Da nach Hilfssatz 6.2, 6) die Inklusion D(M1
)  [S0] gilt, ist die Übereinstimmung 

D(M1
) = [S0]  O (Vorauss. S0  0) gleichbedeutend zur Existenz eines Ψ1  M1

 mit DΨ1  0: 

„⇒“: Mit einem derartigen Ψ1 folgen nämlich aus den Inklusionen  
O  [DΨ1]  D(M1

)  [S0]  

die Dimensionsungleichungen  
1 = dim [DΨ1]  dim D(M1

)  dim [S0] ≤ 1,  

also D(M1
) = [S0]  O.  
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“⇐”: Umgekehrt folgt aus der Übereinstimmung der Unterräume D(M1
) und [S0]  O die Existenz 

eines Ψ1  M1
 mit DΨ1 = S0  0, somit die Existenz eines Ψ1  M1

 \ ker D.     

b) 22)  23): Diese Äquivalenz wurde schon in B) bewiesen.                 

I) 11) S0  D(K) bzw.  Ψ1  K mit DΨ1 = S0  24)  Ψ1  K mit (PGΨ1
TDT) 1 1D h T T  = 0 1S hT

 h1  N:    

a) 11)  24): Aus der der Existenz eines Ψ1  K mit DΨ1 = S0 folgt durch Multiplikation dieser 
Gleichung mit h1 das Gleichungssystem (PGΨ1

TDT) der Preisgleichungen für die duplizierbaren Zah-
lungsprofile X1 = DTh1 (h1  N):  

1 1D h T T  = 1 1( )D h T  = 0 1S hT .             

b) 24)  11): Umgekehrt folgt aus der Existenz eines Ψ1  K, für welches die Preisgleichungen 

(PGΨ1
TDT) erfüllt sind, zunächst die Bedingung 1 0 1( - ) 0D S h T  h1  N und wegen der positi-

ven Definitheit des Skalarprodukts (indem man h1 = DΨ1 - S0 einsetzt) dann die Existenz eines Ψ1

 K mit DΨ1 - S0 = 0 bzw.  

DΨ1 = S0.  

Wegen der Voraussetzung S0  0 folgt damit aus (PGΨ1
TDT) auch DΨ1 = S0  0 bzw. Ψ1  ker D.   

c) Anmerkung zur Charakterisierung der Arbitragefreiheit im nächsten Abschnitt 6.2.3: Die „inho-

mogenen“ Bedingungen 19) [ Ψ1  D-1({S0})] und 28) [ Ψ1  0

1
M ] mit einem positiven Vektor 

Ψ1  K, d. h. die Existenz eines positiven D-Urbilds Ψ1 von S0 bzw. eines positiven -normierten 

M1-Normalenvektors Ψ1  0

1
M  = D-1({S0}), sind auch äquivalent zur Existenz eines positiven Be-

wertungsvektors Ψ1, mit dem die Preisgleichungen (PGΨ1
TDT) gelten, und damit zur Arbitragefreiheit 

(AF).  

J)  24) (PGΨ1
TDT)  25) (KPGΨ1

TDT):  Ψ1  K \ ker D mit 1 1D g T T  = 0   g1  [S0]

 26)  Ψ1  K \ ker D mit Ψ1
TZ1 = 0  Z1  M1

 27)  Ψ1  M1
 \ ker D:      

a) 24)  25): Aus (PGΨ1
TDT) folgt unter der Voraussetzung (AWS) S0  0 speziell für h1 = S0  0 die 

Ungleichung  

(DΨ1)TS0 = 1 0D S T T  = 0 0S ST  > 0  

und somit DΨ1  0 bzw. Ψ1  ker D. Weiter erhält man aus (PGΨ1DT) speziell für die h1 = g1  [S0]

die Preisgleichungen für die NE-Zahlungsprofile Z1 = DTg1  M1 = DT([S0]) mit dem Preis (Z1) 

= S0
Tg1 = 0, also (KPGΨ1

TDT).      

b) 25)  26) und 27) : Mit dem vorgegebenen Ψ1  K \ ker D folgt aus 25) (KPGΨ1
TDT)  

1 1D g T T  = 0   g1  [S0]

die Bedingung 26)   
Ψ1

TZ1 = 0   Z1 = DTg1  M1 = DT([S0])  

und die Inzidenz Ψ1  M1
 \ ker D (Bed. 27).  

c) 27)  26)  25): Für ein Ψ1  M1
 \ ker D (Bedingung. 27) gilt auch die in der Bed. 26) angegebe-

ne Gleichung  
Ψ1

TZ1 = 0  Z1  M1 = DT([S0])    

und dann auch die in der  Bed. 25) (KPGΨ1
TDT) angegebene Gleichung  

1 1D g T T  = 0   g1  [S0].       

d) 25)  24): Aus der in (KPGΨ1
TDT) angegebenen Gleichung  

(DΨ1)Tg1 = 1 1D g T T  = 0 
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für die Portfoliovektoren g1  [S0] folgt auch DΨ1  [S0] bzw.  
DΨ1  [S0] = [S0],      

wegen der Voraussetzung Ψ1  ker D bzw. DΨ1  0 dann DΨ1 = S0 mit   0 und o. E. (ggf. durch 
Übergang von Ψ1 zu Ψ1' = Ψ1/)  

DΨ1 = S0

bzw. 1 D T T  = S0
T und daraus die Gültigkeit von (PGΨ1

TDT).  

e) Anmerkung: Hinsichtlich der Charakterisierung der Arbitragefreiheit im nächsten Abschnitt 6.2.3 
ist hier schon anzumerken, dass aus der Positivität des Vektors Ψ1 = 1 > 0 bei einem D-Bild  

DΨ1 = S0  [S0]  
im Falle  < 0 durch den Übergang zu Ψ1' = Ψ1/ kein positives Urbild Ψ1' von S0 erhalten wird. So-
mit kann bei einem positiven Ψ1, das eine der „homogenen“ Bedingungen 25)  (KPGΨ1

TDT), 26) 
[ Ψ1  K \ ker D mit Ψ1

TZ1 = 0  Z1  M1], 27) bzw. 18) [ Ψ1  M1
 \ ker D] mit ihren homoge-

nen Gleichungen erfüllt, nicht auf auf ein positives Urbild 1 von S0 und die Arbitragefreiheit (AF) 
geschlossen werden. Daher sind bei Vorliegen eines positiven Urbilds 1 von S0 bzw. eines Diskont-
vektors (positiven Bewertungsvektors) 1 mit (PGΨ1

TDT) diese Bedingungen 25), 26), 27) nur not-
wendige Bedingungen für 1 und nicht charakteristisch für (AF).          

K) 19)  Ψ1  K mit DΨ1 = S0  28)  Ψ1  0

1
M :         

Diese Aussage folgt nach Hilfssatz  6.2, 12) unter der Voraussetzung (ZVU) (spezielle Formulierung 
für das Einperiodenmodell in Abschnitt 6.2.2) oder der Voraussetzung eines Numéraires B mit deter-

ministischem B1 unmittelbar aus der Übereinstimmung der affinen Unterräume D-1({S0}) und 0

1
M

= M1
  {(X1) = 0}.  

Anmerkung zur Charakterisierung der Arbitragefreiheit im nächsten Abschnitt 6.2.3: Nach dieser 
Übereinstimmung gilt auch die Übereinstimmung der Teilmengen  

D-1({S0})  0
K
  = 0

1
M  0

K
  =: 0

1
 M , 

sodass die Existenz eines positiven D-Urbilds 1 von S0 äquivalent ist zur Existenz eines positiven -

normierten M1-Normalenvektors in 0

1
 M .          

Es werden jetzt noch zwei Charakterisierungen für das gleichzeitige Auftreten der Vollständigkeit 
und einer Zusatzbedingung (LOP oder N = K) bewiesen, die auch in der Tabelle 6.2 in Abschnitt 6.2.4 
aufgeführt werden.  

L) 29) (VS) , LOP  30) DT(N) = K = M1 M1
 mit dim M1

 = 1:      

29)  30): Aus der Vollständigkeit (VS) des Marktmodells folgt DT(N) = K = M1  M1
 und aus 

dem LOP nach 15) unter der Voraussetzung U1  0 die Hyperebenenstruktur von M1 in DT(N). Mit 

dem Dimensionssatz folgt dann die Eindimensionalität von M1
:  

dim M1
 = dim DT(N) - dim M1 = dim DT(N) - (dim DT(N) - 1) = 1.   

30)  29):  Aus DT(N) = M1  M1
 = K , dim M1

 = 1 folgt unmittelbar die Vollständigkeit 

DT(N) = K, mit dem Dimensionssatz die Hyperebenenstruktur von M1 in DT(N),       

dim M1 = dim DT(N) - dim M1
 = dim DT(N) - 1     

und daraus gemäß 15) unter der Voraussetzung U1  0 das LOP.  

M) 31) (VS) , N = K  32) DT isomorph  33) D isomorph     

a) 31)  32): Die Vollständigkeit (VS) bedeutet die Surjektivität der Abbildung DT, also DT(N) = K

und dim DT(N) = K. Aus der Dimensionsgleichung dim N = N = K = dim K folgt mit dem Di-
mensionssatz für die lineare Abbildung DT : N  K

dim ker DT = dim N - dim DT(N) = N - K = 0,   
ker DT = O und somit auch die Injektivität von DT. Insgesamt ist dann DT ein Isomorphismus, 
d. h. eine bijektive lineare Abbildung.   
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b) 32)  31): Falls DT ein Isomorphismus ist, bedeutet die Surjektivität von DT die Vollständigkeit 
des Marktmodells (DT(N) = K) und die Injektivität von DT zunächst ker DT = O und mit dem Di-
mensionssatz für die lineare Abbildung DT : N  K dann  

K = dim K = dim DT(N) = dim N - dim ker DT = N - 0 = N,  
also die Dimensionsgleichung N = K.     

c) 32)  33): Aus den zu Beginn des Kapitels 6 angegebenen direkten Zerlegungen der Vektorräume 
N und K in orthogonale Komplemente folgt, dass DT genau dann injektiv ist (ker DT = O), wenn D 
surjektiv ist (D(K) = N) und analog dass D genau dann injektiv ist (ker D = O), wenn DT surjektiv 
ist (DT(N) = K). Insgesamt ist die lineare Abbildung DT genau dann bijektiv (isomorph), wenn D
bijektiv ist. 
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6.2.3 Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF)

Die in den Räumen HN = 2N und W = 1+K des Einperiodenmodells mit den Abbildungen 

V0 und L formulierte Aussage der Arbitragefreiheit (AF) wird nun in entsprechende Aussagen 
in den niedrigerdimensionalen Räumen N und K mit den Abbildungen S0

T und DT über-
setzt. Für die Begründung der nachfolgenden Äquivalenz der AF-Bedingung für die Han-
delsstrategien h  2N zu einer AF-Bedingung für die Portfoliovektoren  h1  N wird ver-

wendet, dass die Startkapital-Bedingung V0(h) = 0 0S h T  = 0 mit einem h0  N stets erfüllbar 

ist: Für die nichttriviale Beweisrichtung kann nämlich zu einem Portfoliovektor h1  N mit 

schwach positivem Zahlungsprofil L‘h1 


 0 noch ein Portfoliovektor h0  N mit 0 0S h T  = 0 

gewählt werden (z. B. h0 = 0), sodass dann die damit gebildete Handelsstrategie h = (h0,h1)T

 2N eine Arbitragegelegenheit ist: V0(h) = 0 , Lh = L‘h1 


 0. Für die triviale Beweisrich-

tung kann aus einer Arbitragegelegenheit h = (h0,h1)T  2N (mit V0(h) = 0 und Lh 


 0) auf 

den in h enthaltenen Portfoliovektor h1  N mit der Bedingung  
(-S0

Th1,DTh1)T = L‘h1 = Lh 


 0  

geschlossen werden. Diese Ungleichung bedeutet für eine Arbitragegelegenheit h  2N, 
dass das Negative des Reinvestitionswerts R0(h) = S0

Th1 bei t = 0 zusammen mit dem Ver-
mögenswert V1(h) = DTh1 bei t = 1 schwach positiv ist. Die in dieser Beschreibung von (AF) 
auftretende Vektorungleichung L‘h1 


 0 wird nun durch äquivalente Ungleichungen für die 

Teilvektoren 0 1- S hT  und 1D hT  umformuliert und anschließend geometrisch interpre-

tiert.                       

Äquivalente Formulierungen der Arbitragefreiheit (AF) mit Ungleichungen für die Teilvektoren 
von L‘h1

(AF)  

: ± h = (h0,h1)T  2N mit 0 ( )V h  = 0 0S h T  = 0 , Lh = 
00 0

1

-

0

hS S

hD

   
   
  

T T

T
 = 0 0 0 1

1

-S h S h

D h

 
 
 

T T

T



 0   

 ± h1  N mit L‘h1 = 0 1

1

- S h

D h

 
 
 

T

T



 0     

  [AF0:  ± h1  N: 0 1S hT  < 0 , 1D hT  0] , [AF1:  ± h1  N: 0 1S hT  0 , 1D hT 


 0]  

  [AF0.0:  ± h1  N: 0 1S hT  < 0 , 1D hT  = 0] , [AF1:  ± h1  N: 0 1S hT  0 , 1D hT 


 0]      

  [AF0:  ± h1  N: 0 1S hT  < 0 , 1D hT  0] , [AF1.0:  ± h1  N: 0 1S hT  = 0 , 1D hT 


 0]  

Die hier als Teilbedingung AF1.0 auftretende speziellere Arbitragefreiheit stimmt mit der nachfolgend 
in Abschnitt 6.2.4 noch ausführlicher behandelten sf-Arbitragefreiheit (AFsf) überein. Geometrisch be-
deutet die Arbitragefreiheit (AF), dass im Raum N der Portfoliovektoren h1 bestimmte verallgemei-
nerte polyedrische Kegel leer sind. Beispielsweise ist für die Bedingung (AF0) der halboffene konvexe 

lineare Kegel {S0
Th1 < 0 , 1D hT  0} leer und für (AF1) der punktierte konvexe lineare Kegel 

{S0
Th1  0 , 1D hT 


 0} leer.24

24  Es wird hier eine Kurzschreibweise für Mengen verwendet. Beispielsweise ist {DTh1  0} 

:= {h1  N : DTh1  0} ein abgeschlossener polyedrischer Kegel und 
0 ,0SH   := {S0

Th1  0} 
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Geometrische Interpretation der Arbitragefreiheit (AF) durch die Lage von S0
T-Bildern in 

bzw. von DT-Bildern in K

Die Arbitragefreiheit (AF) kann geometrisch in  durch die Lage der S0
T-Bilder von {DTh1  0}, 

{DTh1 


 0} und {DTh1 = 0} = ker DT zur negativen Halbachse <0, nichtpositiven Halbachse 0, 

nichtnegativen Halbachse 0 und zur positiven Halbachse >0 und in K durch die Lage der DT-Bilder 

von {S0
Th1 < 0}, {S0

Th1  0} und {S0
Th1 = 0} = ker S0

T bezüglich des nichtnegativen Orthanten 0
K
 , 

des schwach positiven Orthanten 0
K



  und des Nullpunkts O  K beschrieben werden:   

(AF)  (AF0)  0 1 0({ 0})S D h   T T  ,  (AF1)  0 1 0({ 0})S D h   


T T 

 (AF0.0) 0 1({ 0})S D h T T  0 ,  (AF1)  0 1({ 0})S D h 


T T  0

 (AF0)  0 1 0({   0}) KD S h   T T  ,  (AF1)  0 1 0({   0}) KD S h   


T T 

 (AF0.0) 0 1({   0})D S h T T  O =  ,  (AF1)  0 1 0({   0}) KD S h   


T T 

 (AF0)  0 1 0({   0}) KD S h   T T  ,  (AF1.0) 0 1 0({   0}) KD S h   


T T  .     

Die Arbitragefreiheit (AF) bedeutet, dass es in 1+K kein Kapitalmarktgeschäft Z = (Z0,Z1)T

 M = L’(N) gibt, das schwach positiv ist (Z 


 0). Sie kann aber in K beispielsweise nicht 

allein durch die spezielle Arbitragefreiheit (AF1.0) gesichert werden, nach der es kein 
schwach positives NE-Zahlungsprofil Z1  M1 = DT([S0]) = DT({S0

Th1 = 0}) gibt. Vielmehr 

muss hier im Allgemeinen in K auch noch die spezielle Arbitragefreiheit (AF0) erfüllt sein, 
nach der auch kein nichtnegatives duplizierbares Zahlungsprofil X1 = DTh1  DT(N) exis-
tiert, für dessen Duplikationsstrategie h1 der Reinvestitionswert R0(h) = S0

Th1 negativ ist.  

Im nachfolgenden Abschnitt 6.2.4 wird aber mit der Bedingung (GI), d. h. mit der Existenz 
einer gewinnbringenden Investition auf dem Kapitalmarkt M, noch eine Zusatzvorausset-

zung an das Einperiodenmodell angegeben, unter der die spezielle sf-Arbitragefreiheit 
(AF1.0) äquivalent ist zur allgemeinen Arbitragefreiheit (AF), also inklusive (AF0). Eine 
grafische Darstellung der Unterraumstrukturen in 2N und 1+K bzw. in N und K für ein 
arbitragefreies Einperiodenmodell wird in den Abbildungen 6.1 a, 6.2 a, 6.3 a, 6.5 a und 6.6 a 
gegeben.    

Fundamentalsatz der Preistheorie im Mehrperiodenmodell    
Im zeitdiskreten Mehrperiodenmodell besagt der Fundamentalsatz der Preistheorie25 (erste 
Hauptsatz der Preistheorie mit der Charakterisierung der Arbitragefreiheit, siehe Satz 3.8 in 
Abschnitt 3.6.1), dass die Arbitragefreiheit  
(AFM)  M  0


W  = 

des Marktmodells äquivalent ist zur Existenz eines stochastischen Prozesses  
(N+)    M + := M   0W ,  

:= {h1  N : S0
Th1  0} ein abgeschlossener linearer Halbraum. Weiter gilt {DTh1 


 0} 

= {DTh1  0} \ ker DT und 
0 ,0SH   := {S0

Th1 < 0} := {S0
Th1  0} \ ker S0

T.     

25  Kremer behandelt den Fundamentsatz der Preistheorie für das Einperiodenmodell auf (2011) S. 40, 
(2017) S. 23, 24, 37  und für das Mehrperiodenmodell auf (2011) S. 175, 176.   



6.2  Einperiodenmodell in der speziellen Darstellung     397 

also eines positiven M-Normalenvektors bzw. eines sogenannten Zustands(preis)prozesses26

des Marktmodells:  
(AFM)    M +.    

Der Beweis ergibt sich unmittelbar (ohne den Umweg über einen Trennungssatz) aus dem 
Alternativsatz 3.7 von Abschnitt 3.6.1 über die Disjunktheit des linearen Unterraums M

= L(ker V0) zum schwach positiven (punktierten nichtnegativen) Orthanten 0


W  = {X  W 

: X 


 0}. Der dabei verwendete Alternativsatz entspricht dem Alternativsatz von Stiemke 

über die Lösbarkeit von homogenen linearen Ungleichungssystemen. O. E. kann für den de-
terministischen Wert 0(A0) = 0(Ω)  ]0,[ der Wert 0 = 1, also der Prozess  als nor-
mierter positiver Normalenvektor (normierter Zustandspreisprozess) von M gewählt werden. 

Für die Menge  
M+ := M  {X > 0} 

der positiven M-Normalenvektoren, die Menge  

M1+ := M  {X0 = 1, X > 0} 

der in X0 normierten und positiven M-Normalenvektoren und die Menge  

A+ = {  W :   > 0 , (PG)  TL(h) = v0(h)  h  HN} = A  {X > 0}  

der positiven Bewertungsprozesse (der Diskontierungsprozesse) gelten nach Abschnitt 3.6.1 
die Inklusionen  

M1+  A+  M +

(M1+  M +) und die Übereinstimmungen 

A+ = L* -1({b})  {X > 0},   

A+ = M1+   im Fall i) (AWSδ) 0S   0,  

A+ = M +   im Sonderfall ii) 0S   = 0.  

Damit erhält man mit diesen Mengen die Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF) im 
Mehrperiodenmodell durch die Existenz  
 eines positiven M-Normalenvektors ,  

 eines normierten positiven M-Normalenvektors ,  

 eines normierten positiven Bewertungsprozesses (eines Diskontierungsprozesses)  und  
 eines normierten positiven L* -Urbilds  von b.        

Die Plausibilisierung der Bezeichnungen Zustandspreisprozess und Diskontierungspro-
zess erfolgt für das Mehrperiodenmodell in den Abschnitten 3.6.1, 3.8.1 und 4.3 unter der 
zusätzlichen Voraussetzung der Vollständigkeit (VS) des Marktmodells: Der normierte po-

sitive M-Normalenvektor   M1+ besitzt bezüglich der W-Basis 
,, t kt A1  (t  I, At,k  Pt) die 

Koordinaten t(At,k) = 
,,( )

t kt A 1 , welche die Preise der AD-Papiere 
,, t kt A1  sind und daher sa-

lopp auch als Preise der Ereignisse At,k bezeichnet werden können. Speziell für den Zeitindex 

t = T sind die Koordinaten T(k) = ,( )
kT  1  die Preise der AD-Papiere , kT 1  bzw. der Zu-

stände ωk  Ω. Außerdem ist der Prozess   M1+  A+ nach Abschnitt 3.6.1 ein positiver 

26  Die Bezeichnung Zustands(preis)prozess findet man bei Kremer (2011) auf S. 41, 175, die Be-
zeichnung normierter Zustandsprozess auf S. 177 und die Bezeichnung Diskontierungsprozess bei 
Kremer (2017) auf S. 55.      
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Bewertungsprozess, sodass die Preise (X) der Zahlungsprofile X  L(2N) mit dem stochas-
tischen Diskontierungsvektor  bzw. mit den Diskontierungsfaktoren t(At,k) durch Diskon-
tierung (Abzinsung, Barwertberechnung) der Zahlungskomponenten Xt(At,k) auf den Zeit-
punkt 0 berechnet werden. Die Diskontierung kann dabei tatsächlich als Glattstellung (addi-
tive Ergänzung, Replizierung) mit einem Ergänzungsgeschäft vom Kapitalmarkt M durch-

geführt werden.   

Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF) im Einperiodenmodell  
Mit dem Unterraum  

M = L(ker V0) = L‘(N)  

der Kapitalmarktgeschäfte in 1+K (der Beweis der zweiten Darstellung von M erfolgt in 

Abschnitt 6.2.2) ist die Arbitragefreiheit (AF) in der Mengenschreibweise definiert durch 
leeren Durchschnitt   

(AFM)  M 
1

0
K




  = 

und mittels des Fundamentalsatzes der Preistheorie charakterisiert durch die Existenz eines 
positiven M-Normalenvektors :  

(N+)     M + = M   1
0
K

 .    

Die oben für das Mehrperiodenmodell angegebenen Inklusionen für M1+, A+ und M + gel-

ten insbesondere auch im Einperiodenmodell, wobei hier nach Abschnitt 6.2.2 noch M +

= ker L‘T  {X > 0} gilt:  
M1+  A+  M + = ker L‘T  {X > 0}.      

Als Folgerung aus diesen Inklusionen ist die Arbitragefreiheit (AF) charakterisiert durch die 
Existenz  
 eines positiven M-Normalenvektors ,  

 eines normierten positiven M-Normalenvektors ,  

 eines normierten positiven Bewertungsprozesses (eines Diskontierungsprozesses) ,  
 eines normierten positiven LT-Urbilds  von b und  
 eines normierten positiven L‘T-Urbilds  von 0.    

Gemäß den Anmerkungen im Beweis von Satz 6.1 in Abschnitt 6.2.2 wird dann die Arbitra-
gefreiheit (AF) auch noch charakterisiert durch die Existenz eines  
 positiven Bewertungsvektors (eines Diskontvektors) 1  A1

+ := A1  {X1 > 0}27

mit seinen Preisgleichungen (PG1
TDT) 1 1D h T T  = 0 1S hT für die DT-duplizierbaren Zah-

lungsprofile X1  DT(N) und durch die Existenz eines  
 positiven D-Urbilds 1 von S0.  
Aus einem normierten Diskontierungsprozess  = (1,1)T  A+ ( 1+K) erhält man nämlich 

mit der Komponente 1  A1
+ ( K) einen Diskontvektor und umgekehrt erhält man zu 

einem Diskontvektor 1  A1
+ im Einperiodenmodell nur durch die Ergänzung um 0 = 1 

mit  = (1,1)T  A+ auch einen normierten Diskontierungsprozess und damit die Gültigkeit 

27  Die Definition und verschiedene Darstellungen findet man für A in Abschnitt 3.3.3, für A+ in Ab-

schnitt 3.6.1, für AT in den Abschnitten 5.3.3 und 5.3.8, für AT
+ in Abschnitt 5.3.10, für A1 in Ab-

schnitt 6.2.2 und für A1
+ in Abschnitt 6.2.3.    
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der Arbitragefreiheit (AF). Aus einem positiven normierten LT-Urbild  = (1,1)T von b bzw. 
aus einem positiven normierten M-Normalenvektor  = (1,1)T  M1+ erhält man mit der 

Komponente 1 ein positives D-Urbild 1 von S0 und umgekehrt kann ein positives D-Urbild 
1 von S0 allein mit der Hinzunahme von 0 = 1 zu einem positiven normierten LT-Urbild 
 = (1,1)T von b bzw. einem positiven normierten M-Normalenvektor  = (1,1)T  M1+

ergänzt werden.  
In einem arbitragefreien Einperiodenmodell ist S0 das D-Bild eines Vektors 1 > 0. Dies 
heißt, dass der zum Zeitpunkt t = 0 gehörige deterministische Preisvektor S0, der in der Nut-
zenfunktion S0

T den Bewertungsvektor für die Portfoliovektoren h1 darstellt, eine Positiv-

kombination (positive Linearkombination) der Spalten 1 ( )kS   von D, also der zum Zeit-

punkt t = 1 und zu den verschiedenen möglichen Zuständen ωk  Ω gehörigen Kursen des 
Preisvektors S. 28

Weiter wird unter der Voraussetzung (ZVU) (die spezielle Formulierung für das Einperio-

denmodell erfolgt in Abschnitt 6.2.2) nach Hilfssatz 6.2, 12 D-1({S0}) = 0

1

M  oder nach von 

Satz 6.3, 28 mit der Anmerkung im zugehörigen Beweisteil K) die Arbitragefreiheit (AF) 
noch charakterisiert durch die Existenz eines  

 positiven -normierten M1-Normalenvektors 1  0

1

 M .    

Die Charakterisierungen von (AF) werden im nachfolgenden Satz zusammengefasst.  

Satz 6.4 Charakterisierungen der Arbitragefreiheit (AF) im Einperiodenmodell   

(AF) 
   M + = M   {X > 0}     (pos. M-Normalenvektor) 

   M 1+ = M  {X0 = 1, X > 0} (norm. pos. M-Normalenvektor)  

   A+, d. h.  > 0 mit (PG) (pos. Bew.proz. m. Preisgl. = Diskontierungsproz.) 

   (LT) -1({b})  {X > 0} (positives LT-Urbild von b) 
   (L‘T) -1({0})  {X0 = 1, X > 0} (norm. pos. L‘T-Urbild von 0)        
 1  A1

+ , d. h. 1 > 0 mit (PG1
TDT)  (pos. Bew.vekt. m. Preisgl. = Diskontvektor) 

 1  K mit 1 > 0 und D1 = S0 (positives D-Urbild von S0) 

 S0  D( 0
K
 )   (S0 ist D-Bild eines 1 > 0) 

 1 
0

1
 M  := 0

1
M  0

K
 (pos. -norm. M1-Normalenv. bei ZVU) 

Die Plausibilisierung der Bezeichnungen Diskontvektor und Zustands(preis)vektor29

für einen positiven Bewertungsvektor 1 ergibt sich aufgrund der Gültigkeit der Preisglei-
chungen (PG1

TDT), nach denen der Preis (X1) = S0
Th1 eines DT-duplizierbaren Zahlungs-

28  In Abschnitt 3.6.3 wird beim Beweis von Satz 3.10 diese Aussage auf ein in einem Mehrperioden-
modell enthaltenes Einperiodenmodell übertragen: Für ein im Mehrperiodenmodell enthaltenes 
Einperiodenmodell liegt die Arbitragefreiheit (AF) genau dann vor, wenn die Preisprozess-

komponente 1 1,( )t t kS A   des Ausgangsknotens At-1,k eine Positivkombination der Preisprozesskom-

ponenten ,( )t t mS A  seiner Nachfolgerknoten At,m  At-1,k ist und somit ein Diskontvektor φt für das 

Einperiodenmodell existiert.    
29  Die Bezeichnung Zustands(preis)vektor findet man bei Kremer (2011), S. 36, 45, die Bezeichnung 

Diskontvektor bei Kremer (2017), S. 26.     



400 6  Einperiodenmodell 

profils X1 = DTh1  DT(N) durch die Barwertberechnung für das Zahlungsprofil X1 bzw. die 
Diskontierung der Zahlungskomponenten X1,k mittels der positiven Diskontierungsfaktoren 
1,k berechnet wird (k = 1,…,K; vergleiche die Interpretation der Preisberechnung mittels 
eines Diskontvektors des Mehrperiodenmodells in Abschnitt 5.3.11 für T  ). Die ökono-
mische Interpretation als spezielle Glattstellung (additive Ergänzung, Replizierung) mit einer 

Linearkombination von Ergänzungsgeschäften 
1,k


 = - d1,k  0,1  + 1, k
1  M (d1,k = 1,k) 

kann unter der zusätzlichen Voraussetzung der sf-Vollständigkeit (VSsf) , kT 1  W(T) für 

k = 1,…,K wie in Abschnitt 5.3.11, 1) erfolgen.  
Weiter sind nach den Abschnitten 3.6.1 und 5.3.11 bei vorliegender sf-Vollständigkeit 

(VSsfT) die Komponenten 1,k des Diskontvektors 1 auch die Preise der AD-Papiere , kT 1

= (0,...,0, )
k

1 T  W(T) bzw. der AD-Zahlungsprofile 
k

1  = ek  K zu den Zuständen ωk

 Ω, sodass diese Komponenten salopp auch als Zustandspreise und der Diskontvektor auch 
als Zustandspreisvektor bezeichnet werden.                   

Eine Besonderheit des Einperiodenmodells im Gegensatz zum echten Mehrperiodenmo-
dell ist, dass die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) sowohl äquivalent zur Existenz eines Dis-
kontierungsprozesses  A+ als auch äquivalent zur Existenz eines Diskontvektors 1  A1

+

ist. Aus einem normierten Diskontierungsprozess  = (1,1)T erhält man nämlich mit der 
Komponente 1 einen Diskontvektor und umgekehrt erhält man speziell hier im Einperio-
denmodell zu einem Diskontvektor 1 nur durch die alleinige Hinzunahme der Komponente  
0 = 1 mit  = (1,1)T auch einen normierten Diskontierungsprozess und dadurch die Gül-
tigkeit der Arbitragefreiheit (AF).  
In einem echten Mehrperiodenmodell mit einer Laufzeit T  2 dagegen wird nach Satz 5.6, c) 
auch unter der zusätzlichen Voraussetzung (ZVU) oder der stärkeren Voraussetzung eines 
Numéraires SN = B > 0 mit deterministischem BT (siehe Abschnitt 5.3.5 bei den Anmerkun-
gen zum Preis von 1Ω) durch die Existenz eines Diskontvektors YT nur die speziellere sf-
Arbitragefreiheit (AFsf) und nicht die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) charakterisiert. 
Nach Abschnitt 5.3.13 erhält man aus einem Diskontvektor YT durch die Hinzunahme weite-
rer Komponenten nur die sf-Diskontierungsprozesse Y für die Bewertung der endfälligen sf-

duplizierbaren Zahlungsprofile X  L( sf
NH ) und im Allgemeinen nicht einen Diskontie-

rungsprozess für die Bewertung der allgemeinen Zahlungsprofile X  L(HN). Demnach kann 

von einem Diskontvektor nicht auf die Existenz eines Diskontierungsprozesses und auf die 
allgemeine Arbitragefreiheit (AF) geschlossen werden. Nach einer Feststellung in Abschnitt 
5.1.9, die sich als Folgerung aus Satz 3.10 und Satz 5.3 ergibt, ist ein Mehrperiodenmodell 
mit Numéraire genau dann sf-arbitragefrei und nicht arbitragefrei, wenn alle enthaltenen Ein-
periodenmodelle sf-arbitragefrei sind und mindestens eines dieser Einperiodenmodelle nicht 
arbitragefrei ist.            

Notwendige Bedingungen für die Arbitragefreiheit (AF)
Die in Satz 6.3 angegebenen „homogenen“ LOP-Charakterisierungen 25) KPGΨ1DT, 26), 
27), 18) mittels homogener Gleichungssysteme sind im Gegensatz zu den „inhomogenen“ 

LOP-Charakterisierungen 24) PGΨ1DT, 19)  Ψ1  K mit DΨ1 = S0, 28)  Ψ1 
0

1
 M  mit 

einem positiven Vektor Ψ1 = 1 aber nur notwendige Folgerungen aus der Arbitragefreiheit 
(AF) für einen Diskontvektor (positiven Bewertungsvektor) 1 und nicht charakteristisch für 
(AF). Wie in Beweisteil J des Satzes 6.3 schon angemerkt wird, kann nämlich umgekehrt aus 
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der Gültigkeit dieser Bedingungen mit einem positiven Vektor Ψ1 nicht auf die Existenz eines 
positiven D-Urbildes 1 von S0 bzw. eines positiven Bewertungsvektors mit den Preisglei-
chungen PGΨ1DT und damit nicht auf die Arbitragefreiheit (AF) geschlossen werden.  
Aus der Arbitragefreiheit (AF) erhält man beispielsweise die folgende notwendige Aussage: 
Zunächst gibt es einen positiven Vektor 1  K, der ein Diskontvektor und dann insbeson-
dere auch ein Bewertungsvektor ist (Bed. 24 von Satz 6.3). Mit diesem ist nach der LOP-
Charakterisierung 18) von Satz 6.3 der Unterraum M1

 die direkte Summe von ker D und 

dem eindimensionalen Unterraum lin 1 ist:  
M1

 = ker D  lin 1.            

Für die DT-duplizierbaren Zahlungsprofile X1  DT(N) = U1  M1 hat man die Darstellung  

X1 = U1 + Z1

mit dem eindeutig bestimmten Beurteilungsparameter   , dem NE-Zahlungsprofil Z1

 M1 und dem Preis  

(X1) = 1
TX1 = 1

TU1 + 1
TZ1 = (U1).     

Demnach ist              
X1 = ((X1)/(U1))U1 + Z1

mit (X1) = 1
TX1 und (U1) = 1

TU1.         

Charakterisierung eines arbitragefreien vollständigen Einperiodenmodells  
Nach der Charakterisierung der Vollständigkeit (VS) in Abschnitt 6.2.1 durch die Injektivität 
der Abbildung D folgt, dass das gleichzeitige Auftreten der Arbitragefreiheit (AF) und der 
Vollständigkeit (VS) äquivalent dazu ist, dass S0 ein positives D-Urbild 1 besitzt und S0

wegen ker D = O höchstens ein D-Urbild aufweist. Das einzige D-Urbild 1 von S0 ist also 
positiv:     

(AF) , (VS)  [1 1  K mit D1 = S0] , 1 > 0.      

Für den Fall (AF) , (VS) folgt noch mittels der LOP-Charakterisierungen von Satz 6.3, 19) 
und 18) mit dem einzigen und positiven D-Urbild 1 notwendig  

M1
 = ker D  [1] = [1]   

und dann      
DT(N) = K = M1  M1

 mit M1
 = [1], 1 > 0.           

Diese Darstellung von DT(N) ist aber nicht hinreichend für (AF), da ein positiver Vektor 1

 M1
 = D-1([S0]) im Allgemeinen kein positives D-Urbild von S0 und damit nicht (AF) lie-

fert.   

Vielfalt der Diskontvektoren im arbitragefreien Einperiodenmodell  
Analog zur Vielfalt der Diskontierungsprozesse für die allgemeinen Zahlungsprofile X  W

(Satz 3.9 von Abschnitt 3.6.1) und zur Vielfalt der Diskontvektoren für die endfälligen Zah-
lungsprofile X  W(T) (Satz 5.8, c in Abschnitt 5.2.4 und Satz 5.9, b in Abschnitt 5.2.5) er-

hält man hier im Einperiodenmodell eine entsprechende Aussage. Zunächst existiert bei gül-
tiger Arbitragefreiheit (AF) im Einperiodenmodell nach Satz 6.4 zumindest ein Diskontvek-
tor (positiver Bewertungsvektor) 1 mit der Gültigkeit der Preisgleichungen (PG1

TDT) 
bzw. zumindest ein positives D-Urbild 1 von S0. Die Berechnung eines Diskontvektors Ψ1

= 1 erfolgt durch die Lösung des linearen Gleichungssystems DΨ1 = S0 mit der N  K-Ko-
effizientenmatrix D. Die Menge  

A1 = {Ψ1  Ω : (PGΨ1
TDT)  1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N}  
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aller Bewertungsvektoren Ψ1  K ist als Lösungsmenge D-1({S0}) des inhomogenen linea-
ren Gleichungssystems DΨ1 = S0 ein affiner Unterraum des K, der gegeben ist durch die 
Minkowski-Summe    

A1 = D-1({S0}) = 1 + ker D ( M1
)  

mit einem speziellen Bewertungsvektor 1 und dem Kern ker D = {DX1 = 0} der linearen 
Abbildung D : K  N. Die zu diesem affinen Unterraum gehörige Richtung ist der lineare 
Unterraum ker D.  
Unter der Voraussetzung (ZVU) oder der stärkeren Voraussetzung der Existenz eines deter-
ministischen Numéraires B = (B0,B1)T hat man nach Hilfssatz 6.2, 12 für A1 noch die Glei-

chungsdarstellung    

A1 = 0

1
M  = M1

  {(X1) = 0}.    

Die Menge der Diskontvektoren (positiven Bewertungsvektoren) ist die Teilmenge  

A1
+ := A1  {X1 > 0}             

von A1, also als Durchschnitt des (abgeschlossenen) affinen Unterraums A1 und des offenen 

linearen Halbraums {X1 > 0} ein teilweise offenes konvexes Polyeder. Für A1
+ hat man die 

D-Urbild-Darstellung und unter der Voraussetzung (ZVU) noch eine Gleichungsdarstellung:   

Darstellungen der Menge A1
+ der Diskontvektoren:   

A1
+ = D-1({S0})  {X1 > 0} ( M1

+);  

A1
+  = 0

1
M  {X1 > 0} = 0

1
 M bei (ZVU).    

Hinsichtlich der Maximalanzahl affin unabhängiger Diskontvektoren von A1
+ wird jetzt die 

folgende Aussage bewiesen:    

Die Maximalzahl affin unabhängiger Diskontvektoren im arbitragefreien Einperioden-
modell ist p + 1, wenn p := dim ker D = K - Rang D die Dimension des Unterraums ker D ist.  
Im Spezialfall p = 0 liegt ein vollständiges arbitragefreies Einperiodenmodell vor und exis-
tiert genau ein Diskontvektor.     

Beweis: Es gelte die Arbitragefreiheit (AF), es sei 1  D-1({S0})  0
K
  M1

 ein Diskontvektor 

(positiver Bewertungsvektor) und p := dim ker D.  

a) Aufgrund der Definition der Dimension eines Unterraums gibt es höchstens p linear unabhängige 
Vektoren im Unterraum ker D. Aufgrund der Definition der affinen Unabhängigkeit30 gibt es dann 
höchstens p + 1 affin unabhängige Vektoren im nichtleeren affinen Unterraum A1 = 1 + ker D, dessen 

Richtung (Translationsunterraum der Verbindungsvektoren) der lineare Unterraum ker D ist. Insbeson-
dere gibt es dann auch nur höchstens p + 1 affin unabhängige Diskontvektoren in A1.  

b) Es ist jetzt noch zu zeigen, dass es mindestens p + 1 affin unabhängige Diskontvektoren in A1 gibt. 

Wegen p = dim ker D gibt es zunächst (maximal) p linear unabhängige Vektoren im linearen Unter-
raum ker D:  

1
iZ  ker D (i = 1,…,p).    

30  Die Definition der affinen Unabhängigkeit und ein Literaturhinweis wird in einer Fußnote von 
Abschnitt 5.2.4 gegeben.  
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Setzt man für den Index i = 0 noch 0
1Z  := 0 ( K), so erhält man aufgrund der Definition der affinen 

Unabhängigkeit die Maximalzahl von p + 1 affin unabhängigen Vektoren im affinen Unterraum A1:    

1
i  := 1 + 1

i
iZ  1 + ker D = A1

(1  D-1({S0})  0
K
 , i   \ {0}, i = 0,…,p). Durch die passende Wahl der Skalare i,  

0 < i < min {qk/
i
kz  : k mit i

kz  < 0} (qk := 1(ωk), 
i
kz  := 1

iZ (ωk)),  

kann noch die Positivität der p + 1 Zustandsfunktionen 1
i  : Ω   gesichert werden (vergleiche Be-

weis von Satz 3.9, Beweisteil b und Satz 5.8). Aus der Arbitragefreiheit (AF) bzw. aus der Existenz 
eines Diskontvektors 1 folgt also auch die Existenz von mindestens p + 1 affin unabhängigen Dis-
kontvektoren in A1. Insgesamt ist dann die Existenz von maximal p + 1 affin unabhängigen Diskont-

vektoren gezeigt.    

6.2.4 Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf)

Die oben in Abschnitt 6.2.3 bei den verschiedenen äquivalenten Formulierungen der Arbit-
ragefreiheit (AF) des Einperiodenmodells auftretende Teilbedingung  

(AF1.0)  ± h1  N: 0 1S hT  = 0 , 1D hT 


 0     

ist äquivalent zur sf-Arbitragefreiheit  
(AFsf) ± h = (h0,h1)T  2N mit V0(h) = 0 , L0(h) = 0 , V1(h) 


 0.  

Beweis: Aus einer sf-Arbitragegelegenheit h = (h0,h1)T  2N (mit V0(h) = 0, R0(h) = V0(h) und V1(h) 

1 1S h  = DTh1 


 0) ergibt sich nämlich auch ein Portfoliovektor h1  N mit 0 1S hT  = R0(h) = 0 und DTh1




 0. Umgekehrt kann zu einem Portfoliovektor h1  N mit 0 1S hT  = 0 und 1D hT 


 0 noch ein Port-

foliovektor h0  N mit 0 0S h T  = 0 (z. B. h0 = 0) gewählt werden, sodass dann die damit gebildete 

Handelsstrategie h = (h0,h1)T eine sf-Arbitragegelegenheit ist: V0(h) = 0 0S h T  = 0, L0(h) = V0(h) - R0(h) 

= - 0 1S hT  = 0  und V1(h) = DTh1 


 0.  

Diese sf-Arbitragefreiheit (AFsf) wird in Abschnitt 5.1.2 allgemein im Mehrperiodenmodell 
(T  ) für die mit sog. selbstfinanzierenden Handelsstrategien duplizierten endfälligen Zah-
lungsprofile definiert. Im Einperiodenmodell (T = 1) lautet ihre mengentheoretische Be-
schreibung mit dem Unterraum  

M1 = V1(
sf
NH  ker V0) = DT({S0

Th1 = 0})  

der NE-Zahlungsprofile (Beweis der Darstellung von M1 in Beweisteil a von Abschnitt 6.2.1) 

und dem schwach positiven Orthanten 0
K



  = {X1  K : X1 


 0} folgendermaßen:      

(AFsfM1) M1  0
K



  = .   

In einem Einperiodenmodell mit gültiger sf-Arbitragefreiheit (AF1.0) ≙ (AFsf) sind also die 
selbstfinanzierenden Arbitragegelegenheiten ausgeschlossen. Diese spezielle sf-Arbitrage-
freiheit bzw. die Disjunktheit des linearen Unterraums M1 von K zum schwach positiven 

Orthanten 0
K



  ist nach dem Alternativsatz 3.7 von Abschnitt 3.6.1 äquivalent zur Existenz 

eines positiven M1-Normalenvektors   

Q1  M1
 = D-1([S0])  

bzw. eines positiven D-Urbildes von [S0] = lin S0 (zur Darstellung von M1
 als D-Urbild-
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menge siehe Beweisteil b von Abschnitt 6.2.1):   

Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) im Einperiodenmodell durch die 
Existenz eines positiven M1-Normalenvektors bzw. positiven D-Urbilds von [S0]

(AFsf)  Q1  M1
+ := M1

  0
K


 Q1  K mit Q1 > 0 , DQ1 = S0,  = (Q1)  .  

Bei Vorliegen der sf-Arbitragefreiheit gilt dann für beliebige Portfoliovektoren h1  N bzw. 
für beliebige DT-duplizierbare Zahlungsprofile X1 = DTh1  DT(N) die Gleichung   
(PGQ1

TDT) Q1
TDTh1 = S0

Th1.          
Nur wenn (Q1) = 1 ist, ist Q1 ein Urbild von S0 und auch ein Diskontvektor, der für die 
Preisberechnung der Zahlungsprofile X1  DT(N) verwendet werden kann, und das Einpe-
riodenmodell auch arbitragefrei (A1 = D-1({S0}) nach Abschnitt 6.2.2).   

Analog zur Abbildung 5.8 in Abschnitt 5.3.2 zu LOP und LOPsfT und zur Abbildung 5.11 
in Abschnitt 5.3.10 zu AF und AFsf für das Mehrperiodenmodell wird jetzt in der nachfol-
genden Abbildung 6.7 für das Einperiodenmodell der Zusammenhang zwischen den Versio-
nen LOP, LOPDT des Law of One Price und der Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ oder 
Bewertungsvektors Ψ1, der Zusammenhang zwischen den Versionen AF und AFsf der Arbit-
ragefreiheit und der Existenz eines Diskontierungsprozesses , eines Diskontvektors (posi-
tiven Bewertungsvektors) 1 oder eines positiven M1-Normalenvektors Q1 beschrieben.  

Die Definition der Menge A der Bewertungsprozesse für die allgemeinen L-duplizierbaren 

Zahlungsprofile X  L(HN) im Mehrperiodenmodell wird in Abschnitt 3.3.3 angegeben. Dort 

wird auch die Übereinstimmung von A mit der L*-Urbildmenge L*-1({b}) und unter der Vo-

raussetzung (AWSδ) noch mit dem affinen Unterraum M1 gezeigt. Die Definition der Menge 

AT der Bewertungsvektoren im Mehrperiodenmodell der sf-duplizierbaren (endfälligen) Zah-

lungsprofile XT  ( )sf
T NV H erfolgt in Abschnitt 5.3.3. Verschiedene Darstellungen von AT

werden in Abschnitt 5.3.8 gegeben und zwar als Minkowskisumme ϑT + *ker sf
TV , unter der 

Voraussetzung (ZVU) als affiner Unterraum 0

T

M  = MT
  {(X1) = 0}  und als Urbild-

menge  * 1sf
TV  ({c}). Die Definition der Menge A1 der Bewertungsvektoren im Einperioden-

modell wird in Abschnitt 6.2.2 angegeben. Dort wird auch die Übereinstimmung von A1 mit 

der D-Urbildmenge D-1({S0}) und unter der Voraussetzung (ZVU) noch mit dem affinen Un-

terraum 0

1
M  = M1

  {(X1) = 0} begründet.   

Die Definition der Menge A+ := A  {X > 0}  der positiven Bewertungsprozesse (Diskontie-

rungsprozesse) im Mehrperiodenmodell und ihre Übereinstimmung mit L*-1({b})  {X > 0} 
und unter der Voraussetzung (AWSδ) mit M1+ = M  {X0 = 1, X > 0} findet man in Ab-

schnitt 3.6.1. Die Definition der Menge AT
+ := AT  {XT > 0} der positiven Bewertungsvek-

toren (Diskontvektoren) im Mehrperiodenmodell der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile er-
folgt in Abschnitt 5.3.10. Dort findet man auch unter der Voraussetzung (ZVU) die Darstel-

lung als konvexes Polyeder 0

T

 M  = MT
 {(X1) = 0, X1 > 0}. Die Definition der Menge 

1
A  := A1  {X1 > 0} der positiven Bewertungsvektoren (Diskontvektoren) im Einperioden-

modell wird in Abschnitt 6.2.3 angegeben, ebenso ihre Übereinstimmung mit D-1({S0}) 

 {X1 > 0}  und unter der Voraussetzung (ZVU) mit 0

1

 M  = M1
  {(X1) = 0, X1 > 0}.   
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Die Äquivalenz des LOP zur Existenz eines Bewertungsprozesses Ψ und zur Existenz eines 
Bewertungsvektors Ψ1 wird in Abschnitt 6.2.2 in Beweisteil 1) von Satz 6.1 aus dem Mehr-
periodenmodell abgeleitet und dann noch innerhalb der niedrigerdimensionalen Räume des 
Einperiodenmodells beim Beweis von Satz 6.3 in Teil A) 7) (LOPDT)  11)  Ψ1

 D-1({S0}) und Teil I) 11)  24) (PGΨ1DT) begründet.    
Die Äquivalenz der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) zur Existenz eines positiven Normalenvektors 
Q1 von M1 wird in Abschnitt 6.2.4 begründet und im Mehrperiodenmodell im Beweis von 

Satz 5.6, a) in Abschnitt 5.1.12. Die Folgerung der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) aus der Exis-

tenz eines Diskontvektors 1  1
A  1

M erhält man, da dieser Diskontvektor (positiver 

Bewertungsvektor) ebenfalls ein positiver M1-Normalenvektor ist. Die umgekehrte Schluss-

weise von der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) auf die Existenz eines Diskontvektors Y1  0

1

 M

= 1
A  wird ausgehend von einem -normierten positiven M1

-Normalenvektor Y1  0

1
 M

unter der Voraussetzung (ZVU) mittels der Darstellung AT = 0

T

M von Abschnitt 5.3.8 und 

der daraus resultierenden Darstellung AT
+ = 0

T

 M  von Abschnitt 5.3.10 bewiesen. Die 

Äquivalenz der spezielleren sf-Arbitragefreiheit (AFsf) zur allgemeinen Arbitragefreiheit 
(AF) kann im Einperiodenmodell nachfolgend unter der Voraussetzung (GI), nämlich der 
Existenz einer gewinnbringenden Investition im Kapitalmarkt des Einperiodenmodells, ge-
zeigt werden.       

Abb. 6.7 Zusammenhang der verschiedenen Aussagen zum Law of One Price LOP bzw. LOPDT, zur 
Arbitragefreiheit AF bzw. AFsf und zur Existenz eines Bewertungsprozesses, Bewertungs-
vektors, Diskontierungsprozesses , Diskontvektors 1 und positiven M1-Normalenvek-

tors Q1
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Nachfolgend wird jetzt noch eine Voraussetzung (GI) angegeben, unter der im sf-arbitrage-
freien Einperiodenmodell zum positiven M1-Normalenvektor Q1 auch ein Diskontvektor 1

und damit ein Diskontierungsprozess  = (1,1)T existiert, sodass das Einperiodenmodell 
auch arbitragefrei ist.  

Hinreichende Bedingung (GI) für die Äquivalenz der spezielleren sf-Arbitragefreiheit 
(AF1.0) zur allgemeinen Arbitragefreiheit (AF)

Es wird nun gezeigt, dass unter der nachfolgenden Voraussetzung (GI)31 in einem sf-arbitra-
gefreien Einperiodenmodell auch die zweite Bedingung (AF0) für die allgemeine Arbitrage-
freiheit (AF) = (AF0) , (AF1.0) gesichert ist. Bei dieser Voraussetzung (GI) wird für das 
Einperiodenmodell gefordert, dass es zum Zeitpunkt t = 1 ein schwach positives Zahlungs-
profil Y1  K gibt, welches DT-duplizierbar (Y1 = DTk1 


 0 mit k1  N) ist mit einem posi-

tiven Startkapitaleinsatz S0
Tk1. Nach Abschnitt 6.2.1 ist dies gleichbedeutend zur sf-Dupli-

zierbarkeit von Y = (0,Y1)T  1+K (Y = Lk  L( sf
NH ) bzw. Y1 = V1(k) = DTk1 mit k  sf

NH

= {L0(h) = 0}) mit positivem Startkapitaleinsatz V0(k) = R0(k) = S0
Tk1. Nach Abschnitt 3.7.3 

oder nach Abschnitt 6.2.2 (M = L‘(N)) ist dies wiederum äquivalent zur Inzidenz         

Z = (Z0,Z1)T := Y


 = - V0(k)10,Ω +  Y
 = (-S0

Tk1,DTk1)T = L‘k1

 L‘(N) = M

mit  
Z0 = - S0

Tk1 < 0, Z1 = DTk1 


 0, 

also zur Existenz einer gewinnbringenden Kapitalmarktinvestition Z. Bei dieser Investi-
tion Z  M soll also zum Zeitpunkt t = 0 eine Auszahlung Z0 < 0, zum Zeitpunkt t = 1 in 

jedem Zustand ωk  Ω eine nichtnegative Zahlung Z1(ωk) und in mindestens einem Zustand 
ωk‘ eine positive Zahlung Z1(ωk‘) erfolgen:      

(GI)   k1  N : Z0 = - S0
Tk1 < 0, Z1 = DTk1 


 0.    

Die Voraussetzung (GI) bedeutet geometrisch, dass in N die Menge  
{S0

Th1 > 0, DTh1 


 0}  

nichtleer, in K die Menge  

DT({S0
Th1 > 0})  0

K





nichtleer bzw. in 1+K die Menge  
M  {X  1+K : X0 < 0, X1 


 0}  

nichtleer ist.  
Unter der Voraussetzung (GI) der Existenz einer gewinnbringenden Investition auf dem Ka-
pitalmarkt M des Einperiodenmodells kann aus der speziellen Arbitragefreiheit (AF1.0), d. h. 

beim Fehlen der speziellen Arbitragegelegenheiten h1  N mit 0 1S hT  = 0 , 1D hT 


 0, auf 

31  Bei Kremer (2011), S. 35f, Satz 1.37, wird für ein Marktmodell mit gültiger Bedingung (GI) als 
Beispiel ein Marktmodell mit einer festverzinslichen (deterministischen) Kapitalanlage S j ( j = 0) 
angegeben, bei der 0

jS  > 0 und ,
1 1 0( ) ( )j j j

k kS S qS     > 0  k  {1,…,K} mit einem determinis-

tischen Zinsfaktor q > 0 ist. Dieser Fall ist im unten angegebenen Spezialfall 2) enthalten. Bei-
spielsweise kommt bei einer möglichen Kassenhaltung von Bargeld der Zinsfaktor q = 1 zum 
Einsatz.     
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die allgemeine Arbitragefreiheit (AF) (inklusive (AF0)) geschlossen werden (Beweis folgt 
unten nach den Spezialfällen). Es fehlen dann also auch die allgemeinen Arbitragegelegen-
heiten h1  N mit L‘h1 = (-S0

Th1,DTh1)T 


 0. Umgekehrt folgt unter der Voraussetzung (GI) 

aus der Existenz einer allgemeinen Arbitragegelegenheit h1  N mit L‘h1 


 0 auch die Exis-

tenz einer speziellen Arbitragegelegenheit h1  N mit 0 1S hT  = 0 , 1D hT 


 0. Damit erhält 

man den folgenden Satz mit einer hinreichenden Bedingung für die Äquivalenz der beiden 
Versionen (AF1.0) und (AF) der Arbitragefreiheit. Dass die Bedingung (NM) ein Spezialfall 
von (GI) ist, wird nachfolgend als Spezialfall 3) begründet.       

Satz 6.5 Äquivalenz von (AF1.0) und (AF)
Im Einperiodenmodell ist unter der Voraussetzung (GI) die spezielle Arbitragefreiheit 

(AF1.0) ± h1  N: 0 1S hT  = 0 , 1D hT 


 0      

äquivalent zur allgemeinen Arbitragefreiheit  

(AF)  ± h  2N: 0( )V h  = 0 0S h T  = 0 , Lh = L‘h1 = ( 0 1S hT , 1D hT ) 


 0.       

Spezialfälle von (GI):

1)  (DPsfT1Ω+) sf-Duplizierbarkeit von 1Ω mit positivem Startkapitaleinsatz:  
Einen Spezialfall von (GI) liefert die Voraussetzung (DPsfT1Ω+), bei der das spezielle 

positive konstante Zahlungsprofil Z1 = 1Ω = (1,…,1)T  0
K
 DT-duplizierbar (1Ω = DTk1, 

k1  N) ist mit einem positiven Startkapitaleinsatz 0 = S0
Tk1  bzw. die gewinnbringende 

Investition  
Z = (Z0,Z1)T = (-0,1Ω)T = (-S0

Tk1,DTk1)T = L‘k1

auf dem Kapitalmarkt M = L‘(N) existiert.  

Demzufolge ist im Einperiodenmodell auch die stärkere Voraussetzung  
(ZVU) = (AWSδ) , (AWS) , (DPsfT1Ω+)  

hinreichend für die Äquivalenz von (AF1.0) und (AF).  

Anwendung: Da in einem relativen Marktmodell nach Abschnitt 5.3.5 stets die Bedin-
gung (ZVUrel) und damit insbesondere (DPsfT1Ω+rel) erfüllt ist, ist speziell im relativen 
Einperiodenmodell die Bedingung (GI) gültig und dann (AFsf) äquivalent zu (AF). Auf-
grund der jeweiligen Äquivalenz von (AFsf) bzw. (AF) im ursprünglichen und im relati-
ven Marktmodell nach Satz 5.1 und Satz 3.11, 1) ist dann auch im ursprünglichen Markt-
modell (AFsf) äquivalent zu (AF). Sobald also im ursprünglichen Einperiodenmodell ein  

Numéraire B existiert  
(siehe Spezialfall 3) und damit das relative Marktmodell definiert ist, sind die beiden 
Versionen (AFsf) und (AF) der Arbitragefreiheit äquivalent.      

2)  (PF) Finanzinstrument S j = ( 0
jS , 1

jS )T mit positivem Anfangswert 0
jS  > 0 und 

schwach positivem Endwert ,
1

jS 


 0 (für ein festes j  {1,…,N}): 32

Bei Vorliegen eines derartigen Finanzinstruments S j gelten mit dem Portfoliovektor k1

32  Diesen Spezialfall mit dem bei t = 0 positiven und bei t = 1 schwach positiven Finanzinstrument S j

für die Bedingung (GI) gibt Kremer (2011), S. 36, in Folgerung 1.38 an. Als Beispiel führt er noch 
eine festverzinsliche Kapitalanlage S j (  j = 0) mit 0

jS  > 0, 1 0
j jS qS  > 0 und deterministischem 

Zinsfaktor q > 0 an.     
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= ej = (0,..,0,1,0,..,0)T  N die Ungleichungen S0
Tk1 = S0

Tej = 0
jS  > 0 und DTk1 = DTej  = 

,
1

jS 


 0, sodass        

Z := (- 0
jS , ,

1
jS )T = (-S0

Tk1,DTk1)T = L‘k1  L’(N) = M

eine gewinnbringende Investition im Kapitalmarkt M des Einperiodenmodells ist und so-

mit (GI) gilt.   

3) (NM) Numéraire S N = B = (B0,B1)T > 0:     
Ein Spezialfall von 2) wiederum ist die Existenz eines Numéraires S N = B = (B0,B1)T im 
Marktmodell, also eines Finanzinstruments S N = B mit  N = 0, B0 > 0 und B1 > 0. Damit 
hat man zusätzlich zur obigen Anwendung in Spezialfall 1) eine Begründung dafür, dass 
in einem Einperiodenmodell mit Numéraire B die beiden Versionen (AFsf) und (AF) der 
Arbitragefreiheit äquivalent sind.  
Eine weitere Begründung für (GI) bei Vorliegen eines Numéraires SN = B erhält man, da 

die gewinnbringende Investition Z := (-B0,B1)T = 0 1(- , )N NS S T  = 1,NT  (Z0 = - B0 < 0, Z1

= B1 > 0) nach Beispiel 3.1 (in Abschnitt 3.1: t = T = 1,  = 0, j = N) ein Kapitalmarktge-
schäft ist und mit Z  M die Bedingung (GI) gilt.  

Beweis für Satz 6.5:           

a) „(AF1.0) mit  = (Q1)  0  (LOP)“:  
Zu dem bei gültiger spezieller Arbitragefreiheit (AF1.0) existierenden positiven Vektor  

Q1  M1
 = D-1([S0])  

(Darstellung von M1
 nach Beweisteil d in Abschnitt 6.2.1) erhält man wegen der Voraussetzung DQ1

= S0 mit  = (Q1)  0 für den Vektor Ψ1 = Q1/ die Gleichung 
DΨ1 = S0,  

also mit Ψ1 ein D-Urbild von S0, sodass nach Satz 6.1 von Abschnitt 6.2.2 zumindest das LOP gilt. Über 
die Arbitragefreiheit kann aber bei (Q1)  0 noch nichts ausgesagt werden. Nur im Fall  > 0 liegt mit 
Ψ1 ein positives D-Urbild von S0 und nach Satz 6.4 von Abschnitt 6.2.3 die Arbitragefreiheit (AF) vor.   

b) „(AF1.0) mit  = (Q1) > 0  (AF)“:  
Bei gültiger Bedingung (AF1.0) existiert nach der Überlegung in Teil a) im Fall  = (Q1) > 0 ein po-
sitives D-Urbild von S0,    

1 = Q1/  D-1({S0})  0
K
 ,  

sodass nach der in Satz 6.4 erfolgten Charakterisierung die Arbitragefreiheit (AF) im Einperiodenmo-
dell vorliegt. Der Fall (Q1) > 0 für zumindest einen positiven Vektor Q1  M1

 ist also hinreichend 

für (AF) und insbesondere auch für (AF0).  
Dies kann auch noch mit der oben im Anschluss an die Charakterisierung von (AFsf) angegebenen 
notwendigen Gleichung (PGQ1

TDT)  
Q1

TDTh1 = S0
Th1  h1  N

verdeutlicht werden, da in dieser hier wegen Q1 > 0 und  = (Q1) > 0 der in (AF0) betrachtete Fall 
eines h1  N mit S0

Th1 < 0 und DTh1  0 nicht eintreten kann.  

c) „(AF1.0) , (GI)  (AF)“:  
Es werden zwei Beweiswege angegeben. Im ersten Beweisweg wird von (AFsf) bzw. einem positiven 
D-Urbild von [S0] mittels der Voraussetzung (GI) auf ein positives D-Urbild von S0 und damit auf (AF) 
geschlossen. Im zweiten Beweisweg wird von einer allgemeinen Arbitragegelegenheit mittels (GI) auf 
eine speziellere Arbitragegelegenheit geschlossen, sodass (AFsf) nicht vorliegen kann.   

1. Beweis: Bei Gültigkeit der speziellen Arbitragefreiheit (AF1.0) ≙ (AFsf) M1  0
K



  =  existiert 

ein positives D-Urbild Q1 von [S0]:  
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 Q1  M1
  0

K
  = D-1([S0])  0

K
 .  

Für diesen Vektor Q1 > 0 gilt also DQ1 = S0 mit  = (Q1)  . Durch Einsetzen des in (GI) voraus-

gesetzten Portfoliovektors h1 = k1 mit S0
Tk1 > 0 und DTk1 


 0 in die notwendige Gleichung (PGQ1

TDT) 

erhält man  
Q1

TDTk1 = S0
Tk1

und wegen Q1
TDTk1 > 0 und S0

Tk1 > 0 die Bedingung  = (Q1) > 0, die nach b) hinreichend für (AF0) 
und für (AF) ist. 

2. Beweis:33 Es genügt zu zeigen, dass aus einer beliebigen Arbitragegelegenheit g1  N (mit 

(-S0
Tg1,DTg1)T = L’g1 


 0 , L’g1  M) mit Hilfe von (GI) auch eine spezielle Arbitragegelegenheit h1

 N mit 0 1S hT  = 0 und 1D hT 


 0 konstruiert werden kann. Für die Arbitragegelegenheit g1 gilt 

S0
Tg1  0, DTg1  0 und im Fall S0

Tg1 = 0 noch DTg1 


 0. Man definiert nun mit der Arbitragegelegen-

heit g1 und dem in (GI) vorausgesetzten Portfoliovektor k1  N (mit S0
Tk1 > 0 und DTk1 


 0) den 

Portfoliovektor     
h1 = h1() := g1 + k1

und wählt speziell  = - S0
Tg1/S0

Tk1 ( 0), sodass  

0 1S hT  = S0
Tg1 + S0

Tk1 = 0  

ist. Im Fall i)  = 0 ist S0
Tg1 = 0 und damit schon h1 = g1 eine spezielle Arbitragegelegenheit mit S0

Tg1

= 0 und DTg1 


 0. Im Fall ii)  > 0 ist wegen DTg1  0, DTk1 


 0 auch  

DTh1 = DTg1 + DTk1  DTk1 


 0  

und somit h1 eine derartige spezielle Arbitragegelegenheit.   

In der Tabelle 6.2 werden für einen Überblick die Charakterisierungen der Begriffe Dupli-
zierbarkeit, Vollständigkeit, Law of One Price und Arbitragefreiheit auch in der speziellen 
Formulierung des Einperiodenmodells aufgelistet. 

Tab. 6.2 Die Charakterisierungen der Duplizierbarkeit, der Vollständigkeit, des Law of One Price 
und der Arbitragefreiheit für das Einperiodenmodell in der speziellen Formulierung mit den 
Abbildungen D, DT und S0

T der niedrigerdimensionalen Räume K und N

Duplizierbarkeit  
(DP) 

X = (X0,X1)T  1+K  ist L-duplizierbar 
 h  2N mit X = Lh  

 h = (h0,h1)T  2N : 0 0S h T  = 0 1S hT  + X0 , DTh1 = X1

 X  L(2N) = (ker LT) (X ist L-Bild)
 X  ker LT (Orthogonalität von X u. ker LT)
 (DPDT) X1  K ist DT-duplizierbar ( h1  N: DTh1 = X1)   
 X1  DT(N) = (ker D) (X1 ist DT-Bild)
 X1  ker D (Orthogonalität von X1 u. ker D)

33  Dieser Beweisweg wird bei Kremer (2011), S. 35, Satz 1.37, angegeben.  
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Vollständigkeit  
(VS)  

Marktmodell ist vollständig 
 1+K = L(2N) = (ker LT)  (L surjektiv) 
 ker LT = O  (LT injektiv)
 (VSDT) K = DT(N) = (ker D) (DT surjektiv) 
 ker D = O  (D injektiv) 

Law of One Price  
(LOP) 

 X  L(2N):  0 ( )V h = 0 0S h T  konst.  h  2N mit Lh = X

 (LOP1)   X  L(2N) : 0 1S hT  konstant  h  2N mit Lh = X

 (LOPDT)  X1  DT(N):  0 1S kT  konstant  k1  N mit DTk1 = X1

  X1  DT(N):  0 1S kT  konstant  k1  N mit DTk1 = X1

 ker DT  ker S0
T = [S0] (Inklusion der Kerne, z. B. bei inj. DT)

 S0  ker DT (Orthogonalität von S0 u. ker DT)
 S0  D(K) = (ker DT) (S0 ist D-Bild)
 U1  M1 = O (trivialer Durchschnitt)

 U1  M1 (Nichtinklusion)

 M1
  U1

 (Nichtinklusion) 

 M1 ist eine Hyperebene von DT(N)        (Unterraumstruktur von DT(N))

 DT(N) = U1  M1 (DT(N) als direkte Summe)  

 ker D ist eine Hyperebene von M1
 (Unterraumstruktur von M1

)

 Ψ1  M1
 \ ker D mit M1

 = ker D  lin Ψ1 (nichtleere Differenz)

 Ψ1  K mit DΨ1 = S0 (D-Urbild von S0)
1 1  DT(N) mit D1 = S0 (DT-duplizierb. D-Urbild von S0)
 1  DT(N)  M1

 \ ker D

 D(M1
) = [S0]             (Eindimensionalität von D(M1

))

 D(K) = [S0]  D(M1)          (D(K) als direkte Summe)

 (PGΨ1DT)   Ψ1  K mit 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N

(Bew.vekt. m. Preisgl.)

 (KPGΨ1DT)  Ψ1  K \ ker D mit 1 1D g T T  = 0  g1  [S0]

  Ψ1  K \ ker D mit Ψ1
TZ1 = 0  Z1  M1    (M1-Norm.v.)

  Ψ1  M1
 \ ker D (nichtleere Differenz)

  Ψ1  0

1
M  = M1

  {(X1) = 0} (-nor.M1-Normalenv.)

LOP nicht gültig  X  L(2N): 0 ( )V h = 0 0S h T  nicht konstant für alle h  L-1({X})   

 X  L(2N): 0 1S hT  nicht konstant  h  L-1({X})      

 X1  DT(N): 0 1S kT  nicht konstant  k1  (DT)-1({X1})   

 X1  DT(N) ist 0 1S kT  nicht konstant  k1  (DT)-1({X1})   

 ker DT  ker S0
T (Nichtinklusion der Kerne)

 S0  D(K)  (Nichtinzidenz von S0 u. D(K))
 U1  M1 (Inklusion)

 M1
  U1

 (Inklusion)

 M1 = DT(N)    (Maximalität von M1)

 ker D = M1
 (Maximalität von ker D)

 D(M1
) = O (Trivialität von D(M1

))
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 D(K) = D(M1)           (Maximalität von D(M1))

(VS) , LOP  L(2N) = 1+K , M ist Hyperebene von L(2N)  

 L(2N) = M  M mit dim M = 1                 

 DT(N) = K , M1 ist eine Hyperebene von DT(N)        

 DT(N) = K = M1 M1
 mit dim M1

 = 1  

1 Ψ1 K mit DΨ1 = S0 (Ex. u. Einz. e. D-Urbilds von S0)

(VS) , 2N = 1+K L surjektiv , 2N = 1+K
 L ist ein Isomorphismus   
 LT ist ein Isomorphismus      

(VS) , N = K DT surjektiv , N = K
 DT ist ein Isomorphismus   
 D ist ein Isomorphismus      

(VS) , LOP ungültig M = ker LT ,  ker LT = O    

 M = ker LT = O (Trivialität von M )

 M = L(2N) = 1+K (Maxim. von M u. L(2N)) 

 M1
 = ker D ,  ker D = O

 M1
 = ker D = O (Trivialität von M1

)

 M1 = DT(N) = K (Maxim. von M1 u. DT(N))

Arbitragefreiheit  
(AF) 

± h  2N mit 0 ( )V h = 0 0S h T  = 0 , Lh 


 0       (keine Arbitragegelegenheit)

 M  1
0
K




  =  (leerer Durchschnitt) 

   1+K mit   M = ker L‘T,   > 0  (pos. M-Normalenvektor)

   1+K mit L‘T  = 0,   > 0  (pos.  L‘T-Urb. v. 0) 
 1  K mit D1 = S0,  1 > 0  (pos. D-Urbild v. S0) 

 1  K mit (PG1DT) 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N, 1 > 0  

(Diskontvektor m. Preisgl.)

 1  0

1
 M  = 0

1
M  {X1 > 0}   (pos. -norm. M1-Normalenv.)

(VS) , (AF)  L(2N) = 1+K ,    M  1
0
K



 [1 1  K mit D1 = S0] , 1 > 0       

sf-Arbitragefreiheit 
(AFsf)  

± h1  N mit 0 1S hT  = 0 , DTh1 


 0       (keine sf-Arbitragegelegenheit)

 M1  0
K



  =  (leerer Durchschnitt) 

 Q1  M1
 = D-1([S0]) mit Q1 > 0  (pos. M1-Normalenvektor)

 Q1  0
K
  mit DQ1 = S0 ( = (Q1)  ) (pos. D-Urbild von [S0])
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6.2.5 Formales W-Maß, Preismaß, Martingalmaß und risikoneutrales 
W-Maß   

Für die folgenden Betrachtungen sei die Arbitragefreiheit (AF) vorausgesetzt. Es werden nun 
einige in der Literatur vielzitierte Begriffe im Einperiodenmodell erläutert. Es sind dies die 
in der Überschrift aufgeführten Bezeichnungen und außerdem die Begriffe Arrow-Debreu-
Preis, Ereignispreis, Zustandspreis, Zustandspreisvektor, stochastischer Diskontierungsfak-
tor, deterministischer Diskontierungsfaktor und risikoneutrale Bewertung. Mittels der Dupli-
zierbarkeit bestimmter Arrow-Debreu-Zahlungsprofile 1C (C  Ω) werden dabei auch die 
meist weniger beachteten impliziten Prämissen dargestellt, unter denen die genannten Be-
griffe erst einen Sinn haben. Bei der Behandlung des Martingalmaßes tritt an die Stelle der 
beim Mehrperiodenmodell verwendeten bedingten Erwartung hier beim Einperiodenmodell 
nur der Erwartungswert. Im Einperiodenmodell sind die impliziten Prämissen für das auf der 
Potenzmenge Ꮘ(Ω) von Ω definierte formale W-Maß Q1 die Arbitragefreiheit (AF), für das 

Martingalmaß Q1, das risikoneutrale bzw. risikolose Wahrscheinlichkeitsmaß Q1 und die ri-
sikoneutrale Bewertung die Arbitragefreiheit (AF) und die Voraussetzung (DPDT1Ω+). Die 
impliziten Prämissen für das Preismaß Q1 sind die Arbitragefreiheit (AF) und die Vollstän-
digkeit (VS). Die Voraussetzung (DPDT1Ω+) der DT-Duplizierbarkeit des Zahlungsprofils 1Ω

 K mit positivem Startkapitaleinsatz entspricht hier der Voraussetzung (FH) der Existenz 
einer festverzinslichen Handelsstrategie (Beweis folgt noch).  

Formales Wahrscheinlichkeitsmaß 
Die Arbitragefreiheit (AF) ist im Einperiodenmodell nach Satz 6.4 von Abschnitt 6.2.3 äqui-
valent zur Existenz eines Diskontvektors bzw. eines positiven D-Urbilds 1 von S0:  

 1  K mit 1 > 0 und 1 1D h T T  = 0 1S hT  h1  N bzw.   

 1  K mit 1 > 0 und D1 = S0.  
Dieses K-Tupel 1 = (1,1,…,1,K) entspricht einer Zustandsfunktion 1 : Ω  ]0,[ auf Ω
bzw. einer Funktion   

1 : {ωk}  P1 # 1,k = 1(ωk) ]0,[          

auf der Partition P1 = {{ω1},…,{ωK}} von Ω, die zu einem Maß 

1 : Ꮘ(Ω)  ]0,[          

auf der -Algebra F1 = (P1) = Ꮘ(Ω) in Ω fortgesetzt werden kann:  

1(C) := 
1 ( )

k

k
C

 

  = 

1,

k

k
C



   für C  Ω.  

Auf Ꮘ(Ω) ist 1 eine nichtnegative und -additive Funktion mit 1() = 0 und 1(Ω) 

= 1,1 + … + 1,K  <  (Ω = K < ), also ein endliches Maß. Das zugehörige normierte 
Maß  

Q1 := 1/1(Ω)  
ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß (W-Maß, Q1(Ω) = 1) Q1 : Ꮘ(Ω)  [0,1] auf Ꮘ(Ω). Dieses 

innerhalb des Marktmodells aus dem Diskontvektor 1 entwickelte formale (synthetische) 
W-Maß34 hat nichts mit den tatsächlichen Eintrittswahrscheinlichkeiten der Zustände ωk  Ω
zu tun.       

34  Die Bezeichnung formales oder synthetisches Wahrscheinlichkeitsmaß für das W-Maß Q1 findet 
man bei Kremer (2011), S. 47 und (2006), S. 206.  
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Preismaß 
Im Einperiodenmodell (T = 1, I = {0,1}, Ω = {ω1,…,ωK}) werden die Handelsstrategien h
 HN = 2N mit ihren Koordinaten-2N-Tupeln bezüglich der HN-Basis ht,Ω,j = 1tej (t = 0, 1; 

j  J = {1,…,N}) identifiziert und die F-adaptierten Zahlungsprofile X  W = 1+K mit ihren 

Koordinaten-(1+K)-Tupeln bezüglich der W-Basis , tt Aw  (t = 0, 1; At  Pt: 0,w   = 01

= (1,0)T, 1, k
w   = 1 k

1 1  = (0,
k

1 )T = (0,ek)T, k = 1,…,K). Demzufolge entspricht das zum 

Zeitpunkt t = 1 und zu einem Ereignis C  Ω gehörige Arrow-Debreu-Papier35 (Abk.: AD-
Papier)  

1,C  := 11,C = (0,1C)T  1+K

( 1, ( )C
s   = 1 für s = 1 , ω  C, 1, ( )C

s   = 0 für s = 0 oder s = 1 , ω  C) seinem Koordi-

naten-(1+K)-Tupel  

(0,1C)T  1+K  mit 1C = 
k

k
C 
 e  K.              

Nach Abschnitt 6.2.1 ist die L-Duplizierbarkeit (DP) bzw. genauer die sf-Duplizierbarkeit 

(DPsf) des AD-Papiers 1,C  = (0,1C)T äquivalent zur DT-Duplizierbarkeit (DPDT) des Zah-

lungsprofils 1C, also zur Bedingung  
(DPDT1C) 1C  DT(N).    
Das zum Zeitpunkt t = 1 und Ereignis C  Ω gehörige stochastische Zahlungsprofil 1C wird 
hier als AD-Zahlungsprofil bezeichnet.  

Im Spezialfall C = Ω ist das deterministische AD-Papier  
1  := 1,  = 11,Ω = (0,1Ω)T  1+K

( 1( )s   = 1 für s = 1 und alle ω  Ω, 1( )s   = 0 für s = 0) mit seinem Koordinaten-(1+K)-

Tupel (0,1Ω)T  1+K genau dann L-duplizierbar, wenn das deterministische AD-Zahlungs-
profil 1Ω = (1,…,1)T  K DT-duplizierbar ist:    
(DPDT1Ω) 1Ω  DT(N).    

Unter Voraussetzung von (DPDT1C) und der Arbitragefreiheit (AF) (mit einem Diskontvek-

tor 1) besitzen nach Abschnitt 5.3.2 das AD-Papier 1,C  = (0,1C)T und das AD-Zahlungs-

profil 1C den gleichen Preis:       

( 1,C ) = (1C) = 1
T1C = 

1,

k

k
C



  = 1(C) =: d1,C (> 0 für C  ).     

Insbesondere gilt für C = Ω unter Voraussetzung von (DPDT1Ω) und (AF)   

( 1 ) = ( 1, ) = (1Ω) = 1
T1Ω

  = 1,
1

K

k
k




  = 1(Ω) =: d1,Ω =: d1 (> 0).    

Das theoretische Maß 1(C) von C wird somit als Preis des AD-Papiers 1,C  = (0,1C)T bzw. 

des AD-Zahlungsprofils 1C realisiert und daher als Arrow-Debreu-Preis (AD-Preis), Zu-

35  Weitere Bezeichnungen für das AD-Papier werden in Abschnitt 3.8.1 angeführt.    
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standspreis36 oder besser Ereignispreis von C bezeichnet. Das Maß 1(C) von C kann daher 
auch als (nicht normiertes) Preismaß von C bezeichnet werden. Die Bezeichnung des nach-
folgenden W-Maßes Q1(C) von C als normiertes oder relatives Preismaß von C wird unten 
mit den Voraussetzungen (AF), (DPDT1C) und (DPDT1Ω) noch begründet.           
Speziell für ein Elementarereignis C = {ωk} (k  {1,…,K}) ist unter der Voraussetzung  
(DPDTek)  ek  DT(N)  

der Preis der charakteristischen Funktion 1, k
1  = 

1, k  = (0,ek)T bzw. 
k

1  = ek des k-ten Zu-

stands ωk  Ω gleich der k-ten Komponente 1,k des Zustandsvektors 1:  

(
1, k ) = (ek) = 1

Tek = 1,k = 1(ωk) =: d1,k (> 0).     

Daher wird die Komponente 1,k als Zustandspreis des k-ten Zustands ωk  Ω und der Dis-
kontvektor 1 als Zustandspreisvektor37 des Endzeitpunkts T = 1 bezeichnet.    

Stochastische Diskontierungsfaktoren und deterministischer Diskontierungsfaktor 

Der zum Zeitpunkt t = 0 durchgeführte Kauf des AD-Papiers ,t C  liefert insgesamt zu den 

beiden Zeitpunkten t = 0 und t = 1 den Zahlungsstrom  
1,C


  := - d1,C  0,1  + 1,C  =  1,- ,C Cd 1
T

.  

Da das Zahlungsprofil - d1,C  0,1  = (-d1,C,0)T unter der Voraussetzung (AWSδ) 0S   0 stets 

L-duplizierbar ist (nach dem Beweis von V  E in Abschnitt 2.8.4 oder weil das zugehörige 

Gleichungssystem (DP) DTh1 = 0, 0 0S h T  = 0 1S hT  - d1,C von Abschnitt 6.2.1 stets lösbar ist, 

z. B. mit h1 = 0 und h0 mit v0(h) = 0 0S h T  = - d1,C) und den Preis -d1,C besitzt und da mit der 

DT-Duplizierbarkeit von 1C nach Abschnitt 6.2.1 ((DP)  (DPDT)) auch 1,C  = (0,1C)T L-

duplizierbar ist, folgt auch die L-Duplizierbarkeit von 1,C


 mit dem Preis  
1,( )C 


 = - d1,C + ( 1,C ) = 0.   

Daher gilt 1,C


 M. Das Kapitalmarktgeschäft 1,C


 wird hier als Arrow-Debreu-Kassage-

schäft (AD-Kassageschäft) bezeichnet und die dabei für C   zum Zeitpunkt t = 0 auftre-
tende positive Konstante  

d1,C = 1(C)  
als der zum Zeitintervall [0,1] und Ereignis C  Ω gehörige stochastische Diskontierungs-
faktor. Weiter ist  

a1,C = 1/d1,C

der zugehörige stochastische Aufzinsungsfaktor und  
i1,C = a1,C - 1 = 1/d1,C - 1      

der zugehörige stochastische Zinssatz.  
Zur Plausibilisierung der Bezeichnung Diskontierungsfaktor ist anzumerken, dass der Dis-
kontierungsfaktor d1,C im Kapitalmarkt M des Marktmodells in dem Sinne existiert, dass mit 

Hilfe des zugehörigen Kapitalmarktgeschäfts ,t C


 M eine zum Zeitpunkt t = 1 und im Er-

36  Die Bezeichnung Zustandspreis ist streng genommen nur für die Elementarereignisse C = {ωk} 

bzw. Zustände ωk  Ω mit ihren AD-Papieren 
1, k  = (0,ek)T und deren Preisen 1({ωk}) = 1(ωk) 

= 1,k exakt. 
37  Die Bezeichnungen Zustandspreis und Zustandspreisvektor samt Plausibilisierung findet man bei 

Kremer (2011), S. 45.  
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eignis C  Ω stattfindende Zahlung γ1C (γ  ) tatsächlich auf eine gleichwertige sichere 
Zahlung γd1,C im Zeitpunkt s = 0 transponiert bzw. abgezinst werden kann: Aus dem Zah-
lungsprofil X = (0,γ1C)T mit dem Preis (X) = γd1,C erhält man nämlich durch Kombination 

(additive Ergänzung, Glattstellung, Replizierung) mit dem Kapitalmarktgeschäft Z = 1,- C


= (γd1,C,-γ1C)T  M das Zahlungsprofil Y = X + Z = (γd1,C,0)T mit dem gleichen Preis (Y) 

= γd1,C = (X).      
Ebenso steht auch der Aufzinsungsfaktor a1,C (C  ) im Kapitalmarkt M zur Verfügung, da 

mittels Z‘ = 1,
1,

C
Ca 


 = (-γ,γa1,C1C)T  M eine im Zeitpunkt s = 0 (sicher) stattfindende Zah-

lung γ = X0 = X0(Ω)   auf eine gleichwertige zum Zeitpunkt t = 1 und im Ereignis C  Ω
stattfindende Zahlung γa1,C transponiert bzw. aufgezinst werden kann.   

Speziell unter der Voraussetzung (DPDT1Ω) (C = Ω) ist die Konstante d1 = 1(Ω) = 1( ) 

als Preis des deterministischen AD-Papiers 1  = (0,1Ω)T realisiert und als zum Zeitintervall 

[0,1] gehöriger deterministischer Diskontierungsfaktor des deterministischen AD-Kassa-

geschäfts 1


 = 1,


 =  1- ,d 1
T

 auf dem Kapitalmarkt M vorhanden. Der zugehörige de-

terministische Aufzinsungsfaktor ist  
a1 = 1/d1

und der deterministische Zinssatz  
i1 = a1 - 1 = 1/d1 - 1.       

Normiertes Preismaß 
Sind beide Voraussetzungen (DPDT1C) und (DPDT1Ω) erfüllt, so ist der normierte Ereignis-
preis  

1( )Q C  = 1(C)/d1 = 1(C)/1(Ω) = 1,( )C  / 1( ) 

von C der Anteil des Ereignispreises 1(C) am Ereignispreis 1(Ω), also der relative Ereig-
nispreis zu t = 1 und Ereignis C  Ω in Bezug auf den deterministischen Ereignispreis 1(Ω) 
des Zeitpunkts t = 1. Daher kann dann das W-Maß Q1(Ω) des Ereignisses C auch als das zum 
Zeitpunkt t = 1 gehörige (relative bzw. normierte) Preismaß von C bezeichnet werden. Das 
für alle C  Ω definierte und innerhalb des Marktmodell entwickelte formale W-Maß 
Q1 : Ꮘ(Ω)  [0,1] wird nach erfolgter Plausibilisierung meist auch ohne Vorliegen der ent-

sprechenden Voraussetzungen (DPDT1Ω) und (DPDT1C)  C  Ω salopp als das zum Zeit-
punkt t = 1 gehörige (relative, normierte) Preismaß38 bezeichnet.  

Vollständigkeit des Einperiodenmodells  
Liegt die Voraussetzung (DPDT1C) für alle C  Ω vor, so bedeutet dies die Vollständigkeit 
(VS) des Marktmodells: Speziell für die C = {ωk} ist dann nämlich 

k1  = ek  DT(N) für 

alle k = 1,…,K, daher  
K = lin {ek : k = 1,…,K}  DT(N)  K

und DT(N) = K. Es ist dann insbesondere auch die Bedingung (DPDT1Ω) erfüllt: 1Ω

= (1,1,…,1)T  DT(N).      

38  Die Bezeichnung Preismaß für das W-Maß Q1 findet man bei Kremer (2011), S. 48, 69, 199.  
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Äquivalenz von (DPDT1Ω+) bzw. (DP11,Ω+) zur Existenz einer sog. festverzinslichen 
Handelsstrategie       
Es sei die Arbitragefreiheit (AF) und (AWSδ) vorausgesetzt. Zur Bedingung (DPDT1Ω+) wird 
jetzt gezeigt, dass die DT-Duplizierbarkeit des deterministischen AD-Zahlungsprofils 1Ω zu-
sammen mit der Positivität des Startkapitaleinsatzes S0

Tη1 der Duplikationsstrategie η1 von 
1Ω hier der im Mehrperiodenmodell verwendeten Voraussetzung (FH) der Existenz von fest-
verzinslichen Handelsstrategien entspricht (Definition in Abschnitt 3.9.1).   

Beweis: „⇒“: Es sei die Arbitragefreiheit (AF) für das Marktmodell und die DT-Duplizierbarkeit 
(DPDT) des deterministischen AD-Zahlungsprofils 1Ω vorausgesetzt,  

DTη1 = 1Ω mit einem η1  N,               
die nach Abschnitt 6.2.1 äquivalent ist zur L-Duplizierbarkeit (DP) von χ = (χ0,1Ω)T mit beliebig wähl-
barem χ0  . Setzt man jetzt noch gemäß der Bedingung (DPDT1Ω+) einen Startkapitaleinsatz S0

Tη1

> 0 für die Duplikationsstrategie η1 von 1Ω voraus und wählt man χ0 := - S0
Tη1 = - (1Ω) = - 1(Ω) 

=: - d1 =: - 1, so erfüllt die Handelsstrategie η := (0,η1)T  2N die Gleichungen  

χ0 = L0(η) = V0(h) - R0(η)  = 0 0S T  - S0
Tη1  = - 1,  

χ1 = L1(η) = V1(η) = 1 1S   =  DTη1  = 1Ω.   

Mit diesem η = (0,η1)T existiert also eine zum Zeitintervall [0,1] gehörige sogenannte festverzinsliche 
Handelsstrategie bzw. eine Duplikationsstrategie für das einperiodische festverzinsliche AD-Kassage-
schäft  

χ = L(η) = (-1,1Ω)T = (-d1,1Ω)T = 1,


 M:    

Wegen der Arbitragefreiheit kann nämlich der Preis (χ) von χ berechnet werden zu (χ) = V0(η) 

= 0 0S T  = 0 0S T  = 0, sodass χ nach Abschnitt 3.7.1 in M liegt. Es ist dann also die Eigenschaft (FH) 

für das Einperiodenmodell erfüllt.  

„⇐“: Umgekehrt kann bei Voraussetzung von (AF), (FH) und (AWSδ) im Einperiodenmodell auch die 
Eigenschaft (DPDT1Ω+) gezeigt werden: Mit der in (FH) vorausgesetzten sog. festverzinslichen Han-
delsstrategie η = (0,η1)T  2N und den Bezeichnungen 1 = S0

Tη1 > 0 und d1 = 1 der Abschnitte 3.9.1 
und 3.9.2 ergibt sich für das einperiodische deterministische AD-Kassageschäft χ = L(η) nach Abschnitt 
3.9.1 oder Abschnitt 3.8.2 die Inzidenz  

χ = χ1 = L(η) = (-S0
Tη1,DTη1)T = (-1,1Ω)T = (-d1,1Ω)T = 1


 M.   

Damit ist 1Ω = DTη1 mit S0
Tη1 > 0, also die Bedingung (DPDT1Ω+) erfüllt.  

Für das deterministische AD-Papier ζ1 gilt nach Abschnitt 3.9.2 unter der Voraussetzung (AWSδ) die 
Inzidenz            

ζ1 = 1


 +  d1 0,1  = (0,1Ω)T = 11,Ω  L(2N).  

Die L-Duplizierbarkeit von ζ1 = 11,Ω ergibt sich auch nach Abschnitt 3.6.1 aus der DT-Duplizierbarkeit 
von 1Ω, da die Bedingung (DP11,Ω) [Lh = 11,Ω = (0,1Ω)T für ein h = (h0,h1)T  2N] äquivalent ist zur 
Bedingung (DPDT1Ω) [DTh1 = 1Ω für ein h1  N] zusammen mit der unter der Voraussetzung (AWSδ) 

stets erfüllbaren Gleichung 0 0S h T  = S0
Th1 für ein h0  N. Demnach ist auch die Bedingung 

(DPDT1Ω+), bei der noch S0
Th1 > 0 für den Duplikationsportfoliovektor h1 gefordert wird, äquivalent 

zur Bedingung (DP11,Ω+), bei der noch ein Startkapitaleinsatz  0 0S h T  > 0 für die Duplikationsstrategie 

h gefordert wird.    

Anmerkung: Zur Sicherung der Voraussetzung (FH) im Mehrperiodenmodell kann in der 
Praxis das Marktmodell mit einem festverzinslichen (deterministischen) Finanzinstrument S1

ausgestattet werden (Bedingung (FF) in Abschnitt 3.9.1). Hier im Einperiodenmodell bedeu-
tet dies die Existenz des dividendenlosen Finanzinstruments S1 (δ1 = 0) mit  

1
0S  = a0 = 1, 1

1S  = a1 = a11Ω
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(a1  ]0,[ unabhängig von den ω  Ω). Mit d1 := 1/a1, η1 := d1e1 = (d1,0,…,0)T  N und η
= (0,η1)T  2N ist dann  

DTη1 = ,1
1 1d S  = 1

1 1d S  = d1a11Ω = 1Ω,  

also die Bedingung (DPDT1Ω) erfüllt. Weiter ist  

S0
Tη1 = 1

0S d1 = a0d1 = d1 > 0,  

daher (DPDT1Ω+) und nach obigem Beweisteil „⇒“ auch (FH) erfüllt. Bei einer möglichen 
Kassenhaltung von Bargeld kommt der Zinssatz i1 = 0, der Zinsfaktor a1 = 1 und das kon-

stante Finanzinstrument (der konstante Numéraire) 1
0S  = 1

1S  = 1 zum Einsatz.   

Martingalmaß 
Im Einperiodenmodell ist bei vorausgesetzter Arbitragefreiheit (AF) ein beliebiger F-adap-

tierter39 stochastischer Prozess X = (X0,X1)T  1+K genau dann ein Martingal bezüglich des 
formalen W-Maßes Q1 und der Filtration F = (F0,F1) = ({,Ω},Ꮘ(Ω)), wenn der Q1-Erwar-

tungswert der Zustandsfunktion X1, der hier an die Stelle der bedingten Erwartung tritt (Be-
gründung in Abschnitt 3.9.4 für den Spezialfall F0), gleich dem Wert X0 ist:  

1 1( )QE X  = 
1 1 0( )QE X F  = X0.    

Wird auch noch die Bedingung (DPDT1Ω+) vorausgesetzt, so steht nach den obigen Überle-

gungen im Kapitalmarkt M tatsächlich das deterministische AD-Kassageschäft 1


 = 1,


= (-d1,1Ω)T mit seinem deterministischen Diskontierungsfaktor d1 zur Verfügung. Wie oben 
bereits begründet wurde, ist im Einperiodenmodell die Voraussetzung (DPDT1Ω+) äquivalent 
zur Voraussetzung (FH), der Existenz einer festverzinslichen Handelsstrategie. Damit ist 
dann nach Abschnitt 3.9.4 für jedes dividendenlose Finanzinstrument S i (δ i = 0, 
i  {1,…,N}) der diskontierte Preisprozess  

0 1 1( , )i iS d S T

ein Martingal: Für das duplizierbare Zahlungsprofil 1
iS  = ,

1
iS  = DTei  DT(N) ist nämlich 

der Erwartungswert des mit d1 = 1(Ω) diskontierten Zahlungsprofils 1 1
id S  gleich seinem 

Preis und dieser ist nach (PG1
TDT) gleich ( 1

iS ) = S0
Tei = 0 :iS

1 1 1( )i
QE d S   = 1 1 1

1

( ) ( )
K

i
k k

k

d S Q 


  = 1, 1,
1

K
i

k k
k

S 




= 1 1
iS T  = ( 1

iS )  

= 0
iS .  

Die entsprechende Aussage im Mehrperiodenmodell wird in Abschnitt 3.9.4 behandelt. Auf-
grund der Martingaleigenschaft der diskontierten Preisprozesse der dividendenlosen Finanz-
instrumente wird das formale (synthetische) W-Maß Q1 auch Martingalmaß40 genannt. Der 
Zusammenhang zwischen der Arbitragefreiheit und der Martingaleigenschaft der dividen-
denlosen diskontierten Preisprozesse wurde im Jahr 1979 von Harrison und Kreps entdeckt.41

39  Im Einperiodenmodell ist der stochastische Prozess X = (X0,X1)T genau dann adaptiert an die Filt-
ration F = (F0,F1) = ({,Ω},Ꮘ(Ω)), wenn X0 = X0(ω) für alle ω  Ω konstant ist und X1 = X1(ω) 

eine beliebige Zustandsfunktion auf Ω ist.          
40  Die Bezeichnung Martingalmaß findet man bei Kremer (2011), S. 50, 69, 205, 215, 411.                 
41  Trautmann (2007), S. 361 und Bäuerle u. Rieder (2017), S. 44.  
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Risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaß  
Bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) und der Voraussetzung (DPDT1Ω+) folgt für jedes 
dividendenlose Finanzinstrument S i (δ i = 0, i  {1,…,N}) aus der oben angegebenen Mar-
tingaleigenschaft die Gleichung  

0  = [
1 1 1( )i

QE d S  - 0
iS ]/d1

 = 
1 1( )i

QE S  - (1 + i1) 0
iS (Lin. d. Erw.werts, 1/d1 = a1 = 1 + i1) 

 = 
1 1 0( - )i i

QE S S  - 1 0
ii S (determinist. 0

iS  herausziehen) 

und daraus im Fall 0
iS  0 für die erwartete Rendite von S i im Zeitintervall [0,1] der gleiche 

Wert  

1

1 0

0

-i i

Q i

S S
E

S

 
 
 

 = i1 ( 0
iS  deterministisch). 

Für alle dividendenlosen Finanzinstrumente iS  mit 0
iS  0 ist also im Zeitintervall [0,1] der 

Q1-Erwartungswert der stochastischen Rendite  

1
ir  := 1 0 0( - ) /i i iS S S

bezüglich des formalen W-Maßes Q1 gleich und stimmt mit dem risikolosen (deterministi-

schen) Zinssatz i1 überein:  
1 1

i
QE r  = i1. Aus diesem Grund wird das formale W-Maß Q1

auch risikoneutrales bzw. risikoloses Wahrscheinlichkeitsmaß42 genannt. Für die obige 

Herleitung der Übereinstimmung der stochastischen Rendite 1
ir  mit dem deterministischen 

Zinssatz i1 für alle iS  mit δ i = 0 und 0
iS  0 ist (DPDT1Ω+) vorausgesetzt, sodass im Kapi-

talmarkt M des Marktmodells das AD-Kassageschäfts 
1,


 mit dem deterministischen Dis-

kontierungsfaktor d1 bzw. deterministischen Zinssatz i1 = a1 - 1 = 1/d1 - 1 tatsächlich vorhan-
den ist.    

Risikoneutrale Bewertung 
Unter der Voraussetzung der Arbitragefreiheit (AF) und der impliziten Prämisse (DPDT1Ω+) 
erfolgt die Bewertung aller duplizierbaren Zahlungsprofile X = (X0,X1)T  1+K durch die 
Barwertberechnung bzw. Diskontierung mit dem deterministischen (risikolosen) Preisvektor 

P := (d0,d1)T, d0 = 0(Ω) = 1, d1 = 1(Ω), für die Q1-Erwartungswerte 
1
( )Q tE X  der Zustands-

funktionen X0 und X1 bezüglich des sog. risikoneutralen W-Maßes Q1:  
(X)  = TX = 0 X0 + 1

TX1

= X0 + 1 1 1
1

( ) ( )
K

k k
k

d Q X 




= X0 + d1 1 1
1

( ) ( )
K

k k
k

Q X 




= d0
1 0( )QE X  + d1

1 1( )QE X (d0 = 1, 
1 0( )QE X  = X0) 

= B1(
1
( )QE X ,P).      

Die entsprechende Interpretation der Bewertung im Mehrperiodenmodell erfolgt in Ab-
schnitt 4.5. Diese sogenannte risikoneutrale Bewertung mit dem risikoneutralen W-Maß Q1

42  Die Erklärung der Bezeichnung risikoloses Wahrscheinlichkeitsmaß gibt Kremer (2011) auf S. 50.  
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wurde bei der Untersuchung des zeitkontinuierlichen Black-Scholes-Merton-Modells von 
Cox und Ross im Jahr 1976 entdeckt.43

Abschließend sei nach einem Zitat von Paul Valéry44 angemerkt, dass eine Arbeit nicht be-
endet, sondern nur die Beschäftigung mit ihr eingestellt wird.   

43  Trautmann (2007), S. 331.  
44  Das Zitat des französischen Schriftstellers, Dichters und Philosophen Paul Valéry (1871–1945) „On 

ne finit pas une œuvre, on l’abandonne" stammt aus seinem Brief an den Dichter André Gide vom 
20.11.1897 und wurde 1928 in dem Buch "Correspondance 1889-1900" veröffentlicht.         
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